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Variablat e rastësishme
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Rikujtojmë: Një variabël e rastësishme e vazhdueshme mund
të marrë çfarëdo vlere numerike nga një ose më tepër intervale.

Përdorim shpërndarje të vazhdueshme probabiliteti për t’u 
shoqëruar probabilitete intervaleve të ndryshme të vlerave.

Një lakore f(x) është shpërndarje e vazhdueshme e probabilitetit 
të variablës së rastësishme të vazhdueshme x në qoftë se
probabiliteti se x do të jetë në intervalin e dhënë të numrave
është syprina e sipërfaqes nën lakoren f(x) në intervalin përkatës.

• Emërtime tjera për një shpërndarje të vazhdueshme probabiliteti:
• lakore probabiliteti, ose
• funksion i dendësisë së probabilitetit

Shpërndarjet e vazhdueshme
të probabilitetit
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Vetitë e f(x): f(x) është funksion i vazhdueshëm i tillë që
1. f(x) ≥ 0 për çdo x
2. Syprina e tërë sipërfaqes nën lakoren f(x)

është e barabartë me 1.

Pikë thelbësore: Një syprinë nën një shpërndarje
të vazhdueshme probabiliteti është probabilitet.

Vetitë e shpërndarjeve
të vazhdueshme të probabilitetit
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Syprina dhe probabiliteti

Syprina e sipërfaqes së hijezuar nën lakoren e probabilitetit f(x)
nga vlera x = a deri x = b është probabiliteti se x mund të marrë
ndonjë vlerë në intervalin a deri b

Simbolikisht shenohet P(a ≤ x ≤ b)
Ose P(a < x < b), meqë secili nga skajet e intervalit
ka probabilitet 0
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Forma shpërndarjeje
Simetrike dhe drejtkëndëshe

Shpërndarja uniforme
Pika 5.2

Simetrike dhe në formë këmbane
Shpërndarja normale

Pika 5.3

E shtrembëruar
E shtrembëruar qoftë mjatas ose djathtas

Pika 5.5 për shpërndarjen eksponenciale
të shtrembëruar nga e djathta
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Probabiliteti i vazhdueshëm

Probabiliteti:

Mesatarja:

Varianca:

Devijimi standard:
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Probabiliteti se x është ndonjë vlerë ndërmjet vlerave
të dhëna të a dhe b (a < b) është

Shpërndarja uniforme
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Vërejtje: Renditja e numrave është c < a < b < d

Në qoftë se c dhe d janë numra në drejtëzën reale,
atëherë lakorja e probabilitetit e cila përshkruan
shpërndarjen uniforme është
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Mesatarja dhe devijimi standard i një variable
të rastësishme uniforme x janë

• Janë këta parametrat e shpërndarjes uniforme
me skajet c dhe d (c < d).

Shpërndarja uniforme. (Vazhdim)
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Lakorja e probabilitetit uniform

Shembulli 5.1. Koha e 
pritjes së ashensorit
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Vërejtje mbi shëpërndarjen uniforme

Shpërndarja uniforme është simetrike
Simetrike ndaj mesatarës së saj μx
μx është edhe mediana

Shpërndarja uniforme është e formës 
drejtkëndëshe

Për skajet c dhe d (c < d) gjerësia e shpërndarjes
(rangu) është d – c dhe lartësia është 1/(d – c).
Syprina nën tërë shpërndarjen uniforme është 1

Sepse (d – c) [1/(d – c)] = 1
Prandaj, P(c ≤ x ≤ d) = 1
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Shpërndarja normale e probabilitetit

Shpërndarja normale e probabilitetit përkufizohet
me ekuacionin
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μ dhe σ janë mesatarja dhe devijimi standard,
π = 3.14159... dhe e = 2.71828... është baza e logaritmit natyror.
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Lakorja normale është
simetrike me formë këmbane.
• Është simetrike ndaj mesatares μ

• Mesatarja është në mes
nën lakoren

• Prandaj μ është edhe mediana
• Është më e larta mbi mesataren μ
• Syprina nën tërë lakoren normale

është 1.
• Syprina nën cilëndo gjysmë

të lakores është 0.5.

Shpërndarja normale e probabilitetit. 
(Vazhdim)
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Veti të shpërndarjes normale

Ka numër të pafundëm lakoresh normale
të mundshme

Forma e veçantë e një lakoreje normale të caktuar
varet nga mesatarja e saj m dhe devijimi standard s.

Pika më e lartë e lalores ndodhet mbi mesataren.

Mesatarja = Mediana = Moda
Të gjitha masat e tendencës qendrore
janë të barabarta ndërmjet vedi.

Kjo është shëprndarja e vetme për të cilën
është i saktë ky pohim.
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Veti të shpërndarjes normale. (Vazhdim)

Lakorja është simetrike ndaj mesatares.
Gjysma e majtë dhe ajo e djathtë e lakores
janë përfytyra pasqyre të njëra tjetrës.

Bishtat e lakores zgjaten deri në pafundësi
në të dyja drejtimet.

Bishtat i afrohen boshtit horizontal
por kurrë nuk e prekin atë.

Syprina nën lakoren normale në të djathtë
të mesatares është e barabartë me syprinën
nën lakoren në të majtë të mesatares.

Syprina nën secilën gjysmë të lakores është 0.5.
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(a) Mesatarja μ përcakton kulmin e lakores normale mbi boshtin.
(b) Varianca σ2 mat gjerësinë ose përhapjen e lakores normale.

Pozita dhe forma e lakores normale
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Le të jetë x variabël e rastësishme me shpërndarje normale
me mesatare μ dhe devijim standard σ.
Probabiliteti se x mund të marrë ndonjë vlerë ndërmjet vlerave 
të dhëna a dhe b (a < b) është P(a ≤ x ≤ b)

P(a ≤ x ≤ b) është syprina
e hijezuar nën
lakoren normale dhe 
ndërmjet vlerave
x = a dhe x = b.

Probabilitete normale
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Tri përqindje të rëndësishme
Rregulla empirike e popullimeve normale
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Në qoftë se x ka shpërndarje normale me mesatare μ
dhe devijim standard σ, atëherë

ka shpërndarje normale me mesatare 0 dhe devijim standard 1.

Kjo shpërndarje normale quhet shpërndarja normale standarde.

σ
μ−

=
xz

Shpërndarja normale standarde
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z mat numrin e devijimeve standarde që
vlera e x ndodhet nga mesatarja μ
• Parashenja e z përcakton në cilën anë të μ është x
• z është pozitive në qoftë se x > μ (x në të djathtë të μ në boshtin)
• z është negative në qoftë se x < μ (x në të djathtë të μ në boshtin)

Shpërndarja normale standarde. 
(Vazhdim)
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Tabela normale standarde

Tabela normale standarde është tabelë e cila liston 
syprinën nën lakoren normale standarde
në të djathtë të mesatares (z = 0)
deri te z vlera përkatëse.

Tabela 5.1
Tabela A.3 in shtojcën A dhe tabela në kopertinën

Tabelë tepër e rëndësishme!
Gjithmonë shikoni figurën përcjellëse si udhëzim
për përdorimin e tabelës.
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Tabela normale standarde. 
(Vazhdim)

Vlerat e z (me saktësi të qindtash) në tabelën
shtrihen në rangun 0.00 deri 3.09 me rritje 0.01.

z me saktësi të dhjetash janë listuar në shtyllën e majtë.
Shifra e të qindtave të z është listuar në rreshtin e parë.

Syprinat nën lakoren normale standarde në të djathtë
të mesatares deri te cilado vlerë e z
jepen në trupin e tabelës.
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Tabela normale standarde. 
(Vazhdim)
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Shembull: Tabela normale standarde

Gjemë P(0 ≤ z ≤ 1)
Gjejmë syprinën e listuar në tabelën që i përket
vlerës 1.00 të z
Duke filluar nga maja e shtyllës së majtë,
shkojmë tatëpjetë deri te “1.0”
Shkojmë përgjat rreshtit z = 1.0 deri te shtylla
me ballinën “.00”
Sipërfaqja në qelizën e cila është prerja e rreshtit
me shtyllën
Siç është listuar në tabelën, syprina është 0.3413,
prandaj 

P(0 ≤ z ≤ 1) = 0.3413
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Llogaritja e P(-2.53 ≤ z ≤ 2.53)

Gjejmë P(0 ≤ z ≤ 2.53)
Në tabelën normale standarde shkojmë tatëpjetë
nëpër shtyllën e majtë deri te z = 2.5.
Shkojmë përgjat rreshtit 2.5 deri te shtylla
me ballinën .03.
Syprina në të djathtë të mesatares deri te vlera
z = 2.53 është vlera e qelizës prerëse të rreshtit 2.5 
me shtyllën .03.
Vlera tabelare e syprinës është 0.4943
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Llogaritja e P(-2.53 ≤ z ≤ 2.53). 
(Vazhdim)

Pra, P(0 ≤ z ≤ 2.53)=0.4943
Mbështetur në simetrinë e lakores normale,
kjo poashtu është edhe syprina në të majtë
të mesatarës tatëpjetë deri te vlera z = –2.53.

Atëherë
P(-2.53 ≤ z ≤ 2.53) = 0.4943 + 0.4943
= 0.9886
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Disa syprina nën lakoren normale 
standarde
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Llogaritja e P(z ≥ -1)

Shembull i gjetjes së një syprine nën lakoren normale standarde
nga e djathta e një vlere negative
• Është treguar llogaritja e syprinës nën lakoren për z ≥ -1
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Llogaritja e P(z ≥ 1)

Shembull llogaritjeje syprine bishti
• Është treguar llogaritja e syprinës

nën lakoren për z ≥ 1.00
• Ekuivalente me syprinën

e bishtit të majtë për z ≤ -1.00
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Gjetja e probabiliteteve normale

Procedura e përgjithshme:

1. Formulo problemin sipas x vlerave

2. Llogarit z vlerat përkatëse dhe
riformulo problemin sipas këtyre z vlerave

3. Gjej syprinat e kërkuara nën lakoren 
normale standarde duke shfrytëzuar tabelën

Vërejtje: Është gjithmonë e dobishme
të vizatohet një figurë që tregon syprinat
e kërkuara para përdorimit të tabelës.
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Gjetja e probabiliteteve normale. 
(Vazhdim)

Shembull 5.2. Rasti i kilometrazhit
të vetureve

Procedura

1. Formulo sipas x.

2. Riformulo sipas vlerave
përkatëse të z.

3. Gjej syprinën e fituar nën 
lakoren normale standarde.

Shembull 5.3. Rasti i kilometrazhit
të vetureve (Vlerësimi i fuqisë
së argumentit)

Shembull 5.4. Rasti i temperaturës 
së kafeve
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Gjetja e z-pikave në lakoren normale 
standarde
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Gjetja e x-pikave në një lakore 
normale

Shembull 5.5 Kërkesa për video-shirit

Kërkesa javore me shpërndarje normale
me μ = 100 shirita dhe σ = 10 shirita.

Gjeni numrin st të shiritave të deponuar ashtu që të ketë
vetëm 5% gjasë që shitorja të ketë mungesë shiritash
gjatë javës

P(x > st) = 0.05
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Gjetja e x-pikave. (Vazhdim)



5-36

Gjetja e intervalit të tolerancës

Gjetja e intervalit të tolerancës [μ ± kσ]
i cili përmban 99% të masës së një popullimi normal.
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• Figura tregon disa shpërndarje binomiale.

• Shohim se duke u rritur n dhe duke u afruar p nga 0.5, grafiku i 
shpërndarjes binomiale tenton të ketë
formë simetrike, këmbane, të lakores normale

Përafrimi i shëpërndarjes binomiale
me anë të shpërndarjes normale
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• Përgjithsojmë observimet nga slajdi paraprak për p të madhe

• Supozojmë se x është variabël e rastësishme binomiale,
ku n është numri i provave, secila me probabilitet suksesi p

• Atëherë, probabiliteti i dështimit është 1 – p

• Në qoftë se n dhe p janë të tilla që np ≥ 5 dhe n(1 – p) ≥ 5, 
atëherë x është përafërsisht normale me

( )pnpnp −== 1  dhe  σμ

Përafrimi i shëpërndarjes binomiale
me atë normale. (Vazhdim)
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Shembull: Përafrimi i shpërndarjes 
binomiale me atë normale

5355.3)1( dhe 25 =−=== pnpnp σμ

Shembull 5.8: Përafrimi i probabilitetit binomial P(x = 23)
duke shfrytëzuar lakoren normale kur

Korrigjimi i vazhdueshmërisë: ..�z.��
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• Supozojmë se ndonjë ngjarje ndodh si proces Poisson-i.

• D.m.th., numri i ndodhjeve të ngjarjes është
variabël e rastësishme e Poisson-it.

• Le të jetë x variabla e rastësishme e intervalit ndërmjet 
ndodhjeve të njëpasnjëshme të ngjarjes.

• Intervali mund të jetë ndonjë njësi kohe ose hapësire.

• Atëherë, x përshkruhet me shpërndarje eksponenciale.

• Me parametër λ, i cili është numri mesatar i ngjarjeve që
ndodhin për intervalin e dhënë.

Shpërndarja eksponenciale
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Probabiliteti se x është ndonjë vlerë ndërmjet vlerave të dhëna
a dhe b (a < b) është

dhe
( ) ba eebxaP λ−λ− −=≤≤

Në qoftë se λ është pozitiv, atëherë shpërndarja eksponenciale
përshkruhet me funksionin vijues të densitetit të probabilitetit

( ) ( ) cc ecxPecxP λλ −− =≥−=≤   dhe  1

Shpërndarja eksponenciale. 
(Vazhdim)
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Mesatarja μx dhe devijimi standard σx të një variableje
të rastësishme eksponenciale x janë

λ
σ

λ
μ 1  and  1

== XX

Shpërndarja eksponenciale. 
(Vazhdim)
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Shembull:  Llogaritja e probabiliteteve
eksponenciale

Le të jenë μx=3.0 ose λ=1/3=0.333,

μx
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Tabela normale kumulative jep, për vlera të ndyshme të z0,
sipërfaqen nën lakoren normale standarde në të majtë të z0. 

• Përfshirë vlerat negative të z
• Tabela normale kumulative jep probabilitetin P(z ≤ z0)
• Tabela 5.3 dhe Tabela A.19 në shtojcën A

Tabela normale kumulative

Tabela normale 
kumulative jep 

syprinën e hijezuar
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Përdoret për të gjetur probabilitete si P(z ≤ a)
ose P(z ≥ b)

Gjejmë P(z ≤ 1)
Drejtpërdrejt nga tabela normale kumulative

P(z ≤ 1) = 0.8413
Gjejmë P(z ≥ 1)

Drejtpërdrejt nga tabela normale kumulative
P(z ≤ 1) = 0.8413

Meqë shuma e syprinave nën lakoren normale është 1:
P(z ≥ 1) = 1 – P(z ≤ 1)

prandaj
P(z ≥ 1) = 1 – 0.8413 = 0.1587

Tabela normale kumulative. 
(Vazhdim)
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