Kapitulli 1

Elemente te algjebres lineare

1.1 Sistemet e dy ekuacioneve

Shpesh, né aplikime té ndryshme né biznes dhe ekonomi, hasim né probleme
té cilat jané, né dukje, té pamundur pér t'u zgjidhur sepse né to figurojné
dy ose mé tepér ndryshore. Mirépo, njé zgjidhje mund té gjendet né qofté
se shkruajmé dy ose mé tepér ekuacione lineare! té pavarura nga njéri tjetri,
me poaq ndryshore, dhe i zgjidhim njérin pas tjetrit. Para se ta diskutojmé
kété problem né trajté té pérgjithshme, le té marrim né shqyrtim njé zbatim
praktik.

Njé ndérmarrés planifikon té fillojé njé biznes té prodhimit dhe shitjes
sé bicgikletave. Ndérmarrési déshiron ta llogarisé pikén e rentabilitetit; kjo
pérkufizohet si pika ku té hyrat jané té barabarta me kostot. Me fjalé tjera,
éshté kjo pika ku ndérmarrési as nuk fiton as nuk humb té holla.

Ndérmarrési vleréson se kostoja fikse e tij (qeraja, rryma, uji, telefoni,
sigurimi, etj.) do té jeté rreth 1,000 € né muaj. Kostot tjera si materi-
ali, prodhimi dhe pagat njihen si kosto variabile dhe do té rriten linearisht
(né trajté drejtéze). Llogaritjet paraprake tregojné se kostoja variabile pér
prodhimin e 500 bigikletash do té jeté 9,000 € né muaj. Atéheré,

kostoja totale = kostoja fikse + kostoja variabile
= 1,000 + 9,000 = 10,000.

Paraqesim grafikisht koston (boshti C'), né varési nga numri i bigikletave
té prodhuara (boshti ) sikur né figurén 1.1.

'Ekuacione lineare jané ato ekuacione te té cilat t& panjohurat, si¢ jané x dhe y, kané
eksponentin 1. Késhtu, ekuacioni 3z — 5y = 7 éshté linear meqé eksponentet e x dhe y
jané gé té dyja 1. Mirépo, ekuacioni 322 — 5y = 7 nuk éshté linear sepse eksponenti i x
éshté 2.
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Figura 1.1. Kostoja totale sipas numrit té bicikletave.

Né figurén 1.1 boshti x éshté abshisa dhe boshti C' éshté ordinata. Sé
bashku, kéto boshte pérbéjné njé sistem koordinativ kartezian. Drejtéza e
térhequr népér pikat P, dhe P, éshté paraqitje grafike e kostos totale té
prodhimit té bigikletave. Fillon né pikén P, me ordinaté 1,000 € sepse kjo
paraqet koston fikse; ajo figuron ndonése nuk éshté prodhuar asnjé bigikleté.
Kété piké e shénojmé me P;(0,1000), ku numri i paré 0, brenda kllapave,
shénon vlerén e boshtit x né kété piké, kurse numri i dyté 1000 shénon vlerén e
boshtit C' né kété piké. Pér té thjeshtésuar shénimin, éshté menjanuar simboli
euro. Késhtu, themi se koordinatat e pikés P; jané (0,1000). Ngjashém,
koordinatat e pikés P, shénohen me P»(500,10000) meqé kostoja totale e
prodhimit té 500 bicikletave éshté 10,000 €.

Tani do té nxjerrim ekuacionin i cili pérshkruan kété drejtéz.

Né rastin e pérgjithshém, né qofté se kemi shénuar me = boshtin e ab-
shisés dhe me y boshtin e ordinatés (figura 1.2), njé drejtéz pérshkruhet me

ekuacionin
o

ku m éshté pjerrtésia, x abshisa, y ordinata dhe b éshté y-prerja e drejtézés,
d.m.th., pika ku drejtéza e pret boshtin y.

Pjerrtésia m éshté herési i ngritjes né drejtimin vertikal (boshti y) dhe
ecjes né drejtimin horizontal (boshti ), d.m.th. (shihni figurén 1.2),

ngritja. Yo — 1
m = - = .
ecja To — X1
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ngritja

Figura 1.2. Drejtéza y = max + b.

T’i kthehemi sérish shembullit toné nga figura 1.1. Aty kemi C; = 1000,
C5 = 10000, 1 = 0, o = 500. Prandaj, pjerrtésia éshté
_ ngritja  Co —C7; 10000 — 1000 9000
"~ ecja @y —x  500—0 500

18,

kurse mund té shohim se y-prerja éshté 1000. Prandaj, mbéshtetur né bara-
zimin (1), ekuacioni i drejtézés qé paraget koston totale éshté

C = 18z + 1000.

Shpesh éshté e pérshtatshme qé té panjohurat né njé barazim té figurojné
nga ana e majté e barazimit kurse vlerat e njohura nga ana e djathté e tij.
Atéheré, barazimi i mésipérm shkruhet né formén?

C — 18z = 1000.

Ky barazim ka dy té panjohura = dhe C, prandaj nuk ekziston njé zgjidh-
je e vetme; mé saktésisht, mund té gjejmé pafundésisht shumé kombinime
té x dhe C té cilat do ta plotésojné barazimin. Edhe mé saktésisht, kéto
kombinime jane abshisat dhe ordinatat e pikave té drejtézés nga figura 1.1.

Pér ta caktuar pikén e rentabilitetit na duhet njé ekuacion i dyté, dhe até
do ta gjejmé duke shfrytézuar fakte shtesé, té cilat jané fomuluar né vazhdim.

Ndérmarrési ka pércaktuar se né qofté se shet 500 bigikleta me ¢mim 25 €
pér copé, ai do té gjenerojé té hyra prej 500-25 = 12,500 euro. Ky fakt mund

2Do té supozojmé se lexuesi tanimé ka zotéruar vetité elementare té manipulimit me
veprimet themelore me shprehje né njé barazim. Prandaj, detajet e thjeshtésimit dhe
rishkruarjes sé njé barazimi po i 1émé menjané.
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té paraqgitet me njé tjetér drejtéz e cila i éshté shtuar figurés 1.1. Rezultati
éshté paraqitur né figurén 1.3.
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Figura 1.3. Prerja e grafikéve (drejtézave) té kostos totale dhe té hyrave.

Drejtéza e re fillon né pikén P3(0,0) sepse nuk do té keté fare té hyra né
qofté se nuk shitet asnjé bicikleté. Ajo kalon népér pikén P;(500,12500), e
cila paraget kushtin se ndérmarrési do té gjenerojé 12,500 € kur té shiten
500 bigikleta.

Piképrerja e dy drejtézave paraqet pikén e rentabilitetit, dhe éshté pikeé-
risht kjo ajo qé kérkon ndérmarrési. Projeksioni i pikés sé rentabilitetit né
boshtin z, i paraqitur si vijé e ndérpreré, tregon se duhet té shiten péraférsisht
140 bigikleta pér té pasur profit zero. Poashtu, projeksioni né boshtin y
tregon se né kété piké té rentabilitetit té hyrat e gjeneruara jané aférsisht
3,500 €.

Procedura e tillé njihet si zgjidhje grafike. Zgjidhja grafike jep vlera té
péraférta.

Tani do té vazhdojmé pér ta gjetur té ashtuquajturén zgjidhje analitike.
Kjo proceduré do té prodhojé vlera té sakta.

Si¢ u tha mé sipér, na duhet njé ekuacion i dyté. Ky fitohet nga drejtéza
né figurén 1.3 e cila paraqet té hyrat. Pér té fituar ekuacionin e késaj drejtéze
nisemi prej ekuacionit (1), i cili pér rastin e grafikut té té hyrave totale ka
formén

R =mx +0b.
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Pjerrtésia m e té hyrave éshté

ngritja Ry — Ry 12500 —0 125
ecja  xe—axp7  H00—0 5

25,

kurse shohim se vlera e b, d.m.th., y-prerjes, éshté 0. Prandaj, ekuacioni i
cili pérshkruan té hyrat éshté

R = 25z.

Pér t’i grupuar ekuacionet e kostos totale dhe té hyrave sé bashku, duhet
qé abshisat dhe ordinatat pér té dyja drjetézat t’i shénojmé me simbole té
njéjta.

Edhe deri mé tani abshisat pér té dyja drejtézat i kemi shénuar me z.
Mirépo kemi supozuar se né rastin e drejtézés sé kostos totale fjala shkon
pér njési té prodhuara, kurse né rastin e drejtézés sé té hyrave, pér njési
té shitura. Identifikojmé kéto dy madhési, d.m.th. supozojmé se ndérmarési
mund té shesé téré sasiné e prodhuar té bicikletave®. Késhtu né vazhdim
flasim pér njési bigikletash (té prodhuara dhe té shitura).

Ngjashém veprojmé edhe ordinatat e dy grafikéve. Koston totale deri mé
tashti e kemi shénuar me C', kurse té hyrat me R (né té dyja rastet njésia
matése éshté euro). Meqé ndérmarrésit i intereson sasia e prodhimit pér té
cilén kéto dy madhési do té jené té barabarta, do t’i shénojmé té dyja me té
njéjtin simbol, pér shembull, y.

Duke i gupuar sé bashku tani ekuacionet e kostos totale dhe té hyrave,
fitojmé sistemin e ekuacioneve

y — 18z = 1000
y = 25x.

Kéto ekuacione duhet zgjidhur njéherésh té dyja. Kjo do té thoté se duhet
gjetur vlera té vetme pér x dhe y ashtu qé té plotésohen té dyja barazimet.

Njé ményré e lehté pér t'i zgjidhur kéto ekuacione éshté duke zévendésuar
té dytén né té parén. Késhtu elimonohet ndryshorja y nga ekuacioni i paré,
i cili tani merr formén

25z — 18x = 1000,
ose

7z = 1000;

3Né ekonomiks, kushtet nén té cilat e téré sasia e ofruar e mallit shitet njihen si treg
balansuar.
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d.m.th.,

Tani?, pér té gjetur té panjohurén y, zévendésojmé vlerén e gjetur té x
qofté né ekuacionin e paré, qofté né té dytin. Késhtu, duke zévendésuar, pér
shembull, né té dytin, fitojmé

1000 25000

_ 5. 0 20
4 7 7

Prandaj, zgjidhjet e sakta pér x dhe y jané

1000
= —7 s
25000

y - 7 *

Meqgé nuk nevojiten zévendésime té métejme, thjeshtésojmé vlerat e x
dhe y duke kryer pjesétimin, pér té fituar z = £ ~ 142.86 dhe z = 230 ~
3571.40. Natyrisht, bicikletat duhet té shprehen si numra té ploté, prandaj
pika e rentabilitetit té biznesit té ndérmarrésit toné éshté 143 bigikleta, té
cilat, pas shitjes, do té sjellin té hyra prej

y = 143 - 25 = 3575

euro.

Té rikujtojmé se pér pikén e rentabilitetit, metoda grafike na dha vlerén
e pérafért prej 140 bigikletash, té cilat do té gjeneronin té hyra prej y =
140 - 25 = 3500 eurosh. Edhepse metoda grafike nuk éshté poaq e sakté sa
metoda analitike, ajo megjithaté na ofron ca informata paraprake, té cilat
mund té shfrytézohen pér kontrollimin e zgjidhjeve té gjetura duke zbatuar
metodén analitike.

Vérejtje. Sistemi i dhéné i ekuacioneve lineare u zgjidh me ané té té ashtuqu-
ajturés metodé té zévendésimit, té njohur poashtu edhe si metodé e elminimit
e Gauss-it. Né njérén nga pikat vijuese do ta diskutojmé kété metodé né mé
tepér detaje, si dhe dy metoda tjera: zgjidhjen me ané té matricés inverse
dhe zgjidhjen me rregullén e Cramer-it.

4Nuk éshté e késhillueshme t& béhet pjesétimi i 1000 me 7 qé tani. Ky pjesétim do té
prodhonte njé numér me pafundésisht shumé decimale, i cili vetém mund té pérafrohet dhe,
pasi té zévendésohet pér té gjetur y, do té prodhojé edhe njé tjetér pérafrim. Zakonisht
pjesétimin e kryejmé si hap té fundit.
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Detyra pér ushtrime

1. Té zgjidhen sistemet vijuese té ekuacioneve lineare:

T+y=2
(a) _
3r—2y=-—1
3x + 2y =95
(b) _
dr—2y="7
122 — 7y =17
(c) _
or —3y =17

25z + 62y = 27500

(d) _
28 + 42y = 26900

2. Jané dhéné funksioni i kérkesés dhe ai i kostos totale té njé prodhimi:

(a) = = —2p + 4000, C = 2000 + 52
(b) =—-p+90, C =500+ Tz.

Gjeni ¢gmimin pér té cilin arrihet pika e rentabilitetit. (Supozoni se
kérkesa éshté e barabarté me ofertén.)

3. Funksioni i cili jep sasiné x té kérkuar né treg té njé prodhimi né varési
nga ¢mimi p i njé njésie quhet funksion i kérkesés, kurse funksioni i cili
jep sasiné x té ofruar né treg té njé prodhimi né varési nga ¢mimi p i
njé njésie quhet funksion i ofertés.

Njé treg quhet 7 balansuar né qofté se kérkesa éshté e barabarté me
ofertén.

Gjeni sasiné e prodhimit dhe ¢gmimin ashtu qé té arrihet balansi i tregur
né qofté se jané dhéné funksioni i kérkesés x = —5p + 10 dhe funksioni
i ofertés x = 2p — 7.5.

4. Jané dhéné funksioni i kérkesés z = —%2 4+ 10 dhe funksioni i ofertés
2

(a) Pércaktoni ¢gmimin e prodhimit ashtu qé té kemi ekuilibér tregu.

(b) Njehsoni sasiné e prodhimit pér té cilén tregu éshté i ekuilibruar.
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5. Njé ndérmarrés vleréson se kostoja fikse e biznesit té tij do té jeté
2,500 € né muaj dhe se kostoja variabile do té rritet linearisht. Né qofté
se kostoja variabile pér prodhimin e 1500 njésish do té jeté 22,500 €
né muaj, kurse ¢mimi i shitjes nén kushtet e tregut té ekuilibruar éshté
25 € pér njési, gjeni sasiné e prodhimit pér té cilén biznesi i tij arrin
pikén e rentabilitetit. Sa éshté kostoja totale né até piké?
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1.2 Matricat dhe pércaktorét. Zgjidhja e sis-
temeve té tri ekuacioneve me metodén e
Cramer-it

Né zbatime praktike paragiten poashtu sisteme té tri apo mé tepér ekua-
cionesh. Né vazhdim to té marrim né shqyrtim njé shembull tjetér, i cili
pérbéhet nga tri ekuacione me tri t& panjohura. Eshté tepér e réndésishme
té mbajmeé né mend se, pér té gené e mundur qé sistemi té keté njé zgjidhje té
vetme, numri i ekuacioneve duhet té jeté i njéjté sikur numri ¢ ndryshoreve.

Shembull 1. Né njé biznes makinash automobilistike, veturat mé té popullari-
zuara jané té Tipit A, B dhe C. Meqé blerésit zakonisht béjné tregti pér
¢mimin mé té volitshém, ¢mimi i shitjes pér secilin tip nuk éshté i njéjté.
Tabela 1.1 tregon shitjet dhe té hyrat pér njé periudhé tremujore. Paraqitni
ekuacionet pér llogaritjen e ¢gmimit mesatar té shitjes pér secilin nga tipet e
veturave.

Muaji | Tipi A | Tipi B | Tipi C | Té hyrat
1 25 62 54 2,756,000 €
2 28 42 58 2,695,000 €
3 45 53 56 3,124,000 €

Tabela 1.1. Shitjet dhe té ardhurat nga veturat.

Zgjidhje. Né kété shembull, té panjohurat jané ¢mimet mesatare té shit-
jes pér kéto tipe makinash. I shénojmé kéto me x pér Tipin A, y pér
Tipin B dhe z pér Tipin C. Atéheré shitjet pér secilén nga periudhat mund
té paraqiten me sistemin vijues té ekuacioneve

252 + 62y + 54z = 2756000
282 + 42y + 58z = 2695000 (1)
452 + 53y + 562 = 3124000.

0

Detyra joné né vazhdim do té jeté té zgjidhen kéto ekuacione njékohésisht,
d.m.th. té gjenden vlerat e té panjohurave z, y dhe z té cilat plotésojné té
tre ekuacionet njékohésisht.
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Né vazhdim té késaj pike do té shqyrtojmeé ca elemente té teorisé sé matri-
cave dhe njé metodé pér zgjidhjen e sistemeve té tilla té ekuacioneve lineare.
Shembullit 1 do t’i kthehemi sérish nga fundi i pikés.

Matricé quhet njé tabelé drejtkéndéshe numrash, sikur kéto té méposht-
met:

1 2 6 1 3 1
9 _3 5 ose -5 21 -3
1 -4 6

Né formé té pérgjithshme, njé matricé A shénohet me

apx; a2 a3 ... Qin
ag1 Q22 A23 ... Q2n
A= a1 azgx asy ... asy| . (2)
_aml Am2 Am3 ... amn_

Numrat a;; jané elementet (ose kufizat) e matricés, ku indeksi ¢ tregon
rreshtin dhe j tregon shtyllén né té cilén éshté i vendosur elementi a;;.

Pér njé matricé me m rreshta dhe n shtylla thuhet se éshté matricé e
rendit m X n.

Né qofté se m = n, matrica quhet matricé katrore e rendit n (ose m).

Késhtu, pér shembull, ass paraqet elementin e pozicionuar né rreshtin e
treté dhe shtyllén e dyté; dy matricat tona té para jané té rendeve 2 X 3,
pérkatésisht 3 x 3. Meé tutje, pér njé matricé e cila ka 5 rreshta dhe 5 shtylla
themi se éshté matricé katrore e rendit 5.

Shpesh, me géllim evitimi té shénimit té stérzgjatur té matricés A nga
ekuacioni (2), shénojmé shkurt A = [a;].

Pér dy matrica té té njéjtit rend, d.m.th. qé kané numér té barabarté
rreshtash dhe numér té barabarté shtyllash me njéra tjetrén, pérkufizojmé
mbledhjen dhe zbritjen e tyre si vijon.
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Shuma e dy matricave A = [a;;] dhe B = [b;;] té té njéjtit rend éshté
matrica C' e rendit té njéjté sikur A dhe B, elementet e sé cilés jané
té barabarté me shumén e elementeve pérkatés té A dhe B; pra C =
A+ B = [¢;5], ku ¢;; = a;; + b;; pér té gjitha vlerat e i dhe j.

Ndryshimi i dy matricave A = [a;;] dhe B = [b;;] té té njéjtit rend
éshté matrica C' e rendit té njéjté sikur A dhe B, elementet e sé cilés
jané té barabarté me ndryshimin e elementeve pérkatés té A dhe B; pra
C=A—-B =], kac¢;; =a;; — b pér ¢cdo i e j.

Shembull 2. Llogaritni A + B dhe A — B né qofté se jané dhéné

R ETSIST]

2 -3 5 2 3 5
Zgjidhje.
143 2-1 640] _[4 1 6
A+B_[2—2 ~3+3 5+5}_[0 0 10]
dhe

A—B:{l_g 2+1 6—0}:{—2 3 6}.

2+2 -3-3 5-5 4 —6 0
]
Si¢ pamé, matrica éshté njé tabelé numrash. Njé matrice katrore do

t’i shogérojmé njé numér té vetém, si karakteristiké e cila ,e pércakton*
matricén — pércaktorin e saj.

Né qofté se A éshté njé matricé katrore e rendit 2, d.m.th.,

A= [all 012]

Q21 Q22
atéheré pércaktori (ose determinanta) i A, shénohet me det A, éshté

det A = a11Q922 — A12Q921.




12 KAPITULLI 1. ELEMENTE TE ALGJEBRES LINEARE

Ndonjéheré, pér pércaktorin e njé matricés A pérdorim edhe shénimin e
drejtpérdrejt®

@11 A12
G21 A22

det A =

= 11022 — Q12G2].-

Skica vijuese na ndihmon pér té mbajtur né mend mé lehté ményrén
e llogaritjes sé pércaktorit té njé matrice té rendit té dyté. Né té éshte
treguar se prodhimi i formuar sipas diagonales prej sipér majtas nga poshté
djathtas zbritet me prodhimin e formuar sipas diagonales prej sipér djathtas
nga poshté majtas.

a1 a12
P
21 22

Shembull 3. Llogaritni det A dhe det B pér matricat

1 3 -3 1
R

Zgjidhje. Sipas skemés

1 3
X
2 4
kemi
1 3
detA—‘2 4‘—1 4—-3-2=-2
Ngashém
detB=|> 1 =(=3)-(-2)-1-0=6
(§ = 0 ) == — Y

O

Né pikén vijuese do té njihemi me njé pérkufizim mé té pérgjithésuar
té pércaktorit té njé matrice katrore té rendit n, kurse tani pér tani do té
mjaftohemi me pérkufizimin e pércaktorit té njé matrice té rendit 3.

SVéreni pérdorimin e vijave vertikale | - | pér pércaktoré né vend té kllapave té mesme
[[] pér matrica.
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Né qofté se A éshté njé matricé katrore e rendit 3, d.m.th.,

11 a2 13
A= lan azxp ay )

a31 32 as3

atéheré pércaktori i A, éshté

det A = aj1a9a33 + a12a23a31 + a13a21a32

— (12021033 — 13022031 — A110A23032.

Njé metodé e pérshtatshme pér té gjetur pércaktorin e njé matrice té ren-
dit té treté éshté té pérshkruhen dy shtyllat e para né té djathté té matricés,
dhe mbledhen prodhimet té formuara sipas diagonales prej sipér majtas nga
poshté djathtas, pastaj zbriten prodhimet té formuara sipas diagonales prej
sipér djathtas nga poshté majtas, si¢ éshté treguar né skicén vijuese.

a21\2L22)<a2é><a21/a22 \ /
PN

asy Gz Agz G3z1  A32
Shembull 4. Llogaritni det A dhe det B pér matricat

1 4 7 -2 3 1
A=12 5 =8 dhe B=|1 0 =2
3 -6 9 0 -4 3

Zgjidhje. Rikujtojmé skemén nga mésipér:

\><></
/><><\
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=1-5-9+4-(=8)-3+7-2-(—6)
—7.5.3—1-(—8)-(—6)—4-2-9=—360.

Ngjashém,
-2 3 1
detB=]1 0 =2
0 -4 3

=(=2)-0-3+3-(—=2)-0+1-1-(—4)
—1:0-0—(=2)-(-2)-(-4)—-3-1-3=3.

O

I kthehemi tani sérish zgjidhjes sé sistemeve té ekacioneve lineare. Ma-
rrim né shqyrtim sistemin e tri ekuacioneve

ane + appy + a3z = by
a21T + A2y + Q232 = bg
as1x + asz2Yy + as3z = bg.

Rregulla vijuese na mundéson gjetjen e zgjidhjeve té njé sistemi ekua-
cionesh lineare me ané té pércaktoréve.

Rregulla e Cramer-it. Té panjohurat z, y dhe z mund té gjenden
nga relacionet

dy dsy ds
Tr = -, = -, z = -,
det A’ YT qet A det A
ku
ail aizg ais
det A= 91 Q22 Q23
agyp azz Aass

éshté pércaktori i matricés A té sistemit, kurse

by a2 a3 a;; b ars ap; a2 b
dy = |by ax ass s dy = |ag1 by asz|, ds=|ax axn by
bs asy as3 as; bz ass asi aspy bz

jané pércaktorét té cilét formohen nga pércaktori i matricés sé sistemit
duke zévendésuar shtyllén e koeficientéve prané té panjohurés sé kérkuar
me shtyllén e vlerave by, by dhe b3 nga anét e djathta té ekuacioneve.




1.2. MATRICAT. PERCAKTORET. METODA E CRAMER-IT 15

Rregulla e Cramer-it zbatohet edhe pér sistemet e dy ekuacioneve (shihni
detyrén 3).

Shembull 5. Zgjidhim tani sistemin (1) nga shembulli 1:

25z + 62y + 542 = 2756000
28z + 42y + 58z = 2695000
45z + 53y + 56z = 3124000.

Zgjidhje. Kemi

25 62 54
det A =128 42 58
45 53 56

=25-42-56462-58-45454-28-53
—54-42-45—-25-58-53 — 622856 = 821,

kurse

2756000 62 54
2695000 42 58
3125000 53 56

= 2756000 - 42 - 56 + 62 - 58 - 3125000 + 54 - 2695000 - 53
— 54 -42 - 3125000 — 2756000 - 58 - 53 — 62 - 2695000 - 56
= 17163000,

dy

25 2756000 54
dy = |28 2695000 58
45 3125000 56

= 252695000 - 56 + 2756000 - 58 - 45 + 54 - 28 - 3125000
— 54 -2695000 - 45 — 25 - 58 - 3125000 — 2756000 - 28 - 56
= 9653000

dhe

25 62 2756000
ds = (28 42 2695000
45 53 3125000
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= 25-42- 3125000 + 62 - 2695000 - 45 + 2756000 - 28 - 53
— 2756000 - 42 - 45 — 25 - 2695000 - 53 — 62 - 28 - 3125000

= 22872500.
Prandayj,
T = djtl 1= 17186231000 ~ 20904.99, (3)
y = djt? = 9622200 ~ 11757.61, (4)
z= dedt?’ 1= 22887221500 ~ 27859.32. (5)
O

Detyra pér ushtrime

1. Pér matricat A, B, C, D té dhéna me

1 -4 -1 5 3
1

4
1 3 =2
c=lp 5 7 p=pos

tregoni se a jané té mundura veprimet vijuese, dhe né qofté se po, gjeni
rezultatin.

2. Duke operuar nga dy uzina, Kompania e Paisjeve té Librave prodhon
rafte dhe dollapé librash. Matrica A pérmbledh prodhimtariné e saj pér
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njé javé, duke paraqgitur né rreshtin 1 numrin e rafteve dhe né rreshtin 2
numrin e dollapéve. Matrica B jep prodhimtariné pér javén e dyté.

50 30 30 45
A= {36 44]’ B= [22 62}'

Né qofté se shtylla 1 né secilén matricé paraqet prodhimtariné e uzinés 1
dhe shtylla 2 paraget prodhimtariné e uzinés 2, atéheré:

(a) Gjeni matricén e cila pérshkruan prodhimtariné pér periudhén 2-
javore.

(b) gjeni matricén e cila pérshkruan ngritjen né prodhimin nga java e
paré deri né javén e dyté.

3. Formuloni rregullén e Cramer-it pér sisteme dy ekuacionesh lineare (me
dy té panjohura).

4. Té zgjidhen me metodén e Cramer-it sistemet vijuese té ekuacioneve

lineare:
rT+2y=>5
(a) _
3r—2y=-—1
3r+2y =19
m
x—2y=11
122 — Ty = 110
() _
8xr — 3y = 90

5. Té zgjidhen me metodén e Cramer-it sistemet vijuese té ekuacioneve
lineare:
25(71+35L’2—|—SL’3 =9
(a) o1 —2w2+ 323 =06
31’1+l’2+21’3 =8

2U1—5—U2+3U3:0
(b) —21)3—31)2—4’01 =8
vg+3v; —4—v3=0
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1.3 Peércaktorét e matricave té rendeve té larta

Marrim né shqyrtim shembullin vijues, nga i cili fitohet njé sistem katér
ekuacionesh lineare me katér té panjohura.

Shembull 1. Njé korporaté pérbéhet nga 4 departamente. Produktiviteti i
secilit departament ndikon nevojat e punés té departamenteve tjera. Ta-
bela 1.2 tregon sasiné e prodhimit té departamentit té ¢-té té nevojshme
pér prodhimin e njé njésie té departamentit té j-té, dhe sasité (té shpre-
hura né njési pérkatése) e produkteve finale té planifikuara pér secilin de-
partament. Paraqitni ekuacionet pér llogaritjen e véllimeve té prodhimit té

Dept. Koeficientét Prodhimi
1 2 3 | 4 final

1 0.1101]0.2]0.1 500

2 02103]03]0.2 100

3 02101]03]0.1 200

4 0210 |0 |01 1000

Tabela 1.2. Koeficientét e ndikimeve ndérmjet departamenteve

departamenteve.

Zgjidhje. Shénojmé me qi, ¢2, g3, g4 sasité (té panjohura) e prodhimit té
departamentit 1, 2, 3 dhe 4. Atéheré, véllimet e prodhimit té secilit nga
departamentet mund té paraqgiten me ekuacionet vijuese:

¢1 = 0.1¢g; + 0.1g2 + 0.2g3 + 0.1¢g4 + 500
g2 = 0.2¢1 + 0.3¢2 4+ 0.3¢g3 + 0.2¢q4 + 100
q3 = 0.2¢q1 + 0.1¢g2 + 0.3g3 + 0.1q4 + 200
ga = 02¢ + Og2 + 0Ogz + 0.1g4 + 1000.

Pas grupimit té té panjohurave nga anét e majta té barazimeve, fitojmé
sistemin e ekuacioneve lineare

0.9¢; — 0.1go — 0.2g3 — 0.1q4 = 500
—0.2¢1 + 0.7¢2 — 0.3g3 — 0.2¢q4 = 100
—0.2¢1 — 0.1¢g2 + 0.7g3 — 0.1g4 = 200 (1)
—0.2¢1 + 0.9¢4 = 1000.
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Detyra joné vijuese éshté zgjidhja e njé sistemi té tillé ekuacionesh line-
are, d.m.th., né shembullin toné, gjetja e vlerave té té panjohurave ¢, gz, g3,
qs4 ashtu gé té plotésohen té katér ekuacionet.

Né rastin e pérgjithshém, metoda e Cramer-it mund té formulohet, né
ményré analoge sikur pér sistemet e tri ekuacioneve, edhe pér sistemet e
katér (ose mé tepér) ekuacionesh lineare. Si rezultat, fitohen pér t'u llo-
garitur pércaktoré matricash té rendit té katérté (ose mé tepér). Problemi
géndron né faktin se metoda e pérshkruar né pikén paraprake nuk mund té
zbatohet pér llogaritjen e pércaktorit té njé matrice té rendit mé té larté
se 3. Pér té gjetur pércaktorét e matricave té rendeve té larta, sé pari duhet
llogaritur kofaktorét, té cilét do t’i pérkufizojmé né vazhdim.

Le té jeté A njé matricé katrore e rendit n

@11 a2 @13 ... Qaip

Q21 Q22 Q23 ... da2p
A= a3 a3z az ... as,

_anl Ap2 Ap3 ... a'nn_

Né qofté se largojmé nga matrica A rreshtin e i-té dhe shtyllén e j-té,
pércaktori i matricés sé mbetur katore té rendit n — 1 quhet minor i
matricés A, dhe zakonisht e shénojmé me M;;.

Prodhimi o
(—1)" My,

i minorit me parashenjén pérkatése, quhet kofaktor i elementit a;;, dhe
shénohet me ;.

Shembull 2. Llogaritni kofaktorét e matricés

-3
2

1
A= |0
0 1

S = N

Zgjidhje. Llogarisim kofaktorét. Kemi

=1,

1 2
Q11 = (—1)1+1M11 = (—1)2M11 = ‘ ‘

01
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0 2

Q12 = (—1)1+2M12 = (—1>3M12 = — ‘O 1‘ = 07
143 4 0 1
13 = (—1) M3 = (—1) M3 = 00 =0,
241 2 =3
Qo1 = ( 1) My = (—1) M, - 0 1 = -2,
242 I =3
Qg = (—1) My = (—1) Myy = 0 1 =1,
243 1 2
Qg3 = (—1) M3 = (—1) Mas 0 0 =0,
341 2 -3
az = (—1)""" Mz = (—1)"Ms, 1 2|= 7,
342 1 -3
gy = (—1)""" M3y = (—1)° M3, 0 2|~ -2,
3+3 12
33 = (—1) M33 = (—1) M33 0 1 = 1

O

Kalojmé tani né gjetjen e pércaktoréve té matricave té rendeve té larta.

Pércaktori i njé matrice A té rendit n (n > 1) éshté shuma e prodhimeve
té elementeve té njé rreshti ose njé shtylle me kofaktorét e veté; d.m.th.,
sipas rreshtit té i-té

ax a2 13 ... Qip
A1 Q22 Q23 ... dgp

det A = @31 a32 033 - 3| = anay + Qg + * + + QinQn,
An1 Ap2 Ap3 ... QApp

ose sipas shtyllés sé j-té

det A = aleélj + a2j0[2j +-+ CLnjOénj.

Tani mund té llogarisim vlerén e pércaktorit té matricés nga shembulli 2.
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Shembull 3. Llogaritni pércaktorin e matricés

Zgjidhje. Llogaritjen e pércaktorit mund ta béjmeé sipas elementéve té cilit-
do rresht ose shtylle. Mirépo, pér ta lehtésuar punén, zakonisht zgjedhim
rreshtin ose shtyllén e cila ka mé sé tepérmi vlera zero. Né rastin toné kjo
éshté shtylla e paré (ose rreshti i treté). Llogarisim, pér shembull, sipas
shtyllés sé paré. Kemi

1 2 -3
det A=10 1 2|=1-a;3+0 g +0- a3 =1-(-1)""
00 1

1 2
01

-

O

Testoni rezultatin e fituar né shembullin e mésipérm duke gjetur pércak-
torin e matricés me ané té metodés sé mésuar né pikén 1.2.

Me metodén e re mund té llogarisim pércaktorin e njé matrice té rendit
mé té larté se 3.

Shembull 4. Llogaritni pércaktorin e matricés vijuese té rendit té katérté

w o NN O
N = O =
— O NN
N — Ot W

Zgjidhje. Llogarisim, pér shembull, sipas rreshtit té treté. Kemi

0123
2 0 25

det A = 010 1:0-a31+1-a32—|—0-a33—|—1-a34
321 2

02 3 01 2

=1-(=1)*7212 2 5| +1-(=1)**12 0 2

31 2 321

= (=1’ 10+ (-1)7"-12 = —22.

O

Tani jemi né gjendje té zgjidhim sistemin (1), té fituar né shembullin 1.
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Shembull 5. Zgjidhni sistemin e katér ekuacioneve lineare

0.9¢1 — 0.1¢q3 — 0.2¢q3 — 0.1¢g4 = 500
—0.2¢1 + 0.7g9 — 0.3g3 — 0.2q4 = 100
—0.2¢1 — 0.1g2 + 0.7g3 — 0.1q4 = 200
—0.2¢1 + 0.9¢4 = 1000.

Zgjidhje. Sipas metodés sé Cramer-it kemi

4 dy _ds o
ql_detA’ qz_det ’ Q3_detA’ Q4_detA’
ku
09 —-0.1 —0.2 —0.1
—-0.2 07 —-03 =02
det A=\ 0o 01 07 —01
—-02 0 0 0.9
:—0.2'Oé41—|—0'0é42—|—0'0é43+0.9'0é44
—-0.1 =02 -0.1 09 —0.1 —0.2
=—02- (=) 07 -03 —02[+09-(-1)*"*|-02 07 -03
—-0.1 0.7 -=0.1 -0.2 —0.1 0.7
= 0.3096,
kurse
500 —0.1 —0.2 —0.1
g = 100 0.7 —0.3 —0.2
71200 —-0.1 07 =01
1000 0 0 0.9
:1000'0&41+0‘Oé42+0’0&43+0.9'0444
—-0.1 —-0.2 —0.1 500 —0.1 —0.2
=1000- (=1)* 0.7 —03 —02|+0.9-(-D**[100 0.7 —0.3
—-0.1 0.7 =0.1 200 —0.1 0.7
= 326.7,
09 500 —0.2 —0.1
—0.2 100 —0.3 —0.2
dy =

—-0.2 200 0.7 -0.1
—-0.2 1000 O 0.9
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=—-0.2- 41 + 1000 - Q40 + 0- 43 + 0.9. Q44

500 —0.2 —0.1 09 —02 -0.1
= —0.2-(=1)*100 —-0.3 —0.2] +1000-(-1)***|-0.2 —0.3 —0.2
200 0.7 —0.1 -02 07 -01
0.9 500 —0.2
+0.9-(—=1)*|-0.2 100 —0.3]| = 383.5,
—0.2 200 0.7

09 0.1 500 0.1
-0.2 0.7 100 -0.2

B=1_02 —01 200 —0.1
—-0.2 0 1000 0.9
=—-0.2- Q1 + 0- Qo + 1000 - O3 + 0.9 (6 7V))
—0.1 500 —0.1 09 —0.1 —0.1
=—02- (=) 0.7 100 —0.2|+1000-(-1)***|-0.2 0.7 -0.2
—0.1 200 —0.1 —-0.2 —-0.1 -0.1
0.9 —0.1 500
+0.9-(=1)**|-0.2 0.7 100| = 296.1
—-0.2 —0.1 200
dhe
09 —0.1 —0.2 500
L — —-0.2 0.7 =03 100
17 1-0.2 —0.1 0.7 200
—-02 0 0 1000
:—0.2~Oé41+0'Oé42+1000'0443+1000'0444
—0.1 500 500 09 —-0.1 —0.2
=02 (=1)*] 07 100 100|+ 1000-(—1)**|-0.2 0.7 —0.3
—0.1 200 200 -0.2 =01 0.7
= 416.6.
Prandayj,
d; 326.7
— — ~ 1055.23
T = qet A~ 0.3096 !
ds 383.5
— — ~ 1238.70
2= qet A~ 0.3096 !
d 296.1
as ’ 96-1 956.40,

T det A 0.3096
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dy 416.6

det A 0.3096 3456

q4

Pérfundimisht, meqé né zbatimin toné ¢, g2, ¢3, g4 paragesin sasi prodhimi
té shprehur né njésité pérkatése, kemi

g1 ~ 1055, go~ 1239, g3 ~ 956, qu ~ 1346.

Detyra pér ushtrime

1. Llogaritni kofaktorét e matricave

@ 4=y 3

1 2 -3
(by B=12 -4 2 |;
-1 2 -6
(2 -1 0 -3
1 1 0 -1
©C=1, o 3 9|
-3 0 0 1
3 510
29 14 5
M D=17 749
35 1 1

2. Llogaritni pércaktorét e matricave A, B, C, D nga detyra 1.
3. Té zgjidhet sistemi vijues i katér ekuacioneve lineare

—x1 + 229 — 323 + by = 14
r1+ 32+ 283 — 24 =9
3x1 — 3% + 223 + 4y = 19
day + 229 + DHxs + x4 = 27.

4. Njé biznes makinash automobilistike, shet vetura té Tipit A, B, C
dhe D. Pér shkak té negociatave me blerésit pér ¢mimin mé té volit-
shém, ¢mimi i shitjes pér secilin tip nuk éshté i njéjté. Tabela vi-
juese tregon shitjet dhe té hyrat pér njé periudhé tremujore. Llogaritni
¢mimin mesatar té shitjes pér secilin nga tipet e veturave.
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Muaji | Tipi A | Tipi B | Tipi C | Tipi D | Té hyrat
1 25 60 50 10 3,235,000 €
2 28 42 58 13 2,870,000 €
3 45 53 56 15 3,420,000 €
4 45 50 50 15 3,235,000 €

25

5. Njé korporaté pérbéhet nga 4 departamente. Produktiviteti i secilit de-
partament ndikon nevojat e punés té departamenteve tjera sipas tabelés
vijuese, e cila tregon sasiné e prodhimit té departamentit té i-té té
nevojshme pér prodhimin e njé njésie té departamentit té j-té, dhe
sasité (té shprehura né njési pérkatése) e produkteve finale té plani-
fikuara pér secilin departament. Llogaritni véllimet e prodhimeve té

Dept. Koeficientét Prodhimi

1 2 3 4 final

1 0.6]0002(0 |0 1000

2 0.1]0.2 0 | 0.005 1000

3 0 0.1 0310 1000

4 0.21]0.3 0.410.6 1000
departamenteve.

6. Vértetoni se pérkufizimi i pércaktorit té njé matrice té rendit n, i dhéné
né kété piké, pér n = 2 éshté i njéjti me pérkufizimin e pércaktorit té
njé matrice té rendit 2 té dhéné né pikén 1.2.

7. Vértetoni se pérkufizimi i pércaktorit té njé matrice té rendit n, i dhéné
né kété piké, pér n = 3 éshté i njéjti me pérkufizimin e pércaktorit té
njé matrice té rendit 3 té dhéné né pikén 1.2.
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1.4 Shumeézimi i matricave. Matrica inverse

Me ané té metodés sé Cramer-it, duke zbérthyer pércaktorét sipas njé rreshti
ose njé shtylle, parimisht, mund té zgjidhim sisteme ekuacionesh lineare me
¢farédo numri té panjohurash. Mirépo, né rastin e pérgjithshém, pér té
zgjidhur njé sistem prej 5 ekuacionesh me 5 té panjohura duhet llogaritur
5 pércaktoré té rendit 5, e pér llogaritjen e secilit prej tyre duhet llogaritur
nga 5 pércaktoré té rendit 4, dhe mé tutje, pér secilin prej kétyre té fundit
nga 4 pércamtoré té rendit 3; d.m.th., gjithsej 100 pércaktoré té rendit 3.
Puna véshtirésohet edhe mé né rastet e sistemeve me mé tepér té panjohura.
Pér ngushllim mund té nga shérbejné vetém faktet se, si¢ pamé né pikén 1.3,
né rast elementesh 0 mund té evitohet llogaritja e pércaktoréve pérkatés dhe
se disa nga pércaktorét pérsitjen gjaté llogaritjeve.

Metoda vijuese na mundéson té zgjidhim njé sistem ekuacionesh lineare
duke eliminuar njérén pas tjetrés té panjohurat né ekuacionet e sistemit, pér
ta transformuar késhtu né njé sistem ekuivalent i cili éshté mé i lehté pér t'u
zgjidhur.

Pérshkruajmé kété metodé me njé shembull.

Shembull 1. Zgjidhni sistemin

1+ Z2 + 35(34 = 4
25(71 + To— T3+ x4 = 1
3!13'1 — X9 — I3+ 2!13'4 = -3

—x1+ 205+ 33— 4= 4

Zgjidhje. Pérshkruajmé ekuacionin e paré, shumézojmé ekuacionin e paré
me 2 dhe e zbresim nga i dyti, pastaj shumézojmé té parin me 3 dhe e
zbresim nga i treti dhe, né fund, i mbledhim té parin ekuacionit té katérté.
Si rezultat, fitojmé sistemin ekuivalent

1+ Za +3xs= 4
—T9— X3 —0xy4 = —7

—4xy — x3— Ty = —15

3y + 3x3 + 214 = 8.

Né sistemin e ri, me géllim eliminim té ndryshores x5 nga ekuacioni i treté
dhe ai i katérté, shumézojmé ekuacionin e dyté me 4 dhe ia zbresim té tretit,
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pastaj shumézojmé ekuacionin e dyté me 3 dhe ia mbledhim té katértit, pér
té fituar

1+ Za + 3z,= 4
—X9 — X3— drya= —T

+ 3x3+ 13z, = 13

— 13z, = —13.

Sistemin e fundit mund ta zgjidhim duke gjetur sé pari vlerén pér x, nga

ekuacioni i fundit
—13

= _—13 =
pastaj vlerén e fituar e zévendésojmé né ekuacionin e parafundit pér té gje-
tur zs

Lyq 17

31’3 =13 — 131’4,
ose 1
3= 2(13-13-1) =0,

dhe késhtu me rradhé deri tek ekuacioni i paré:

1’2:—(—7+5$4+SL’3):—(—7—0—5'1—0—0):2,
1'1:4—31’4—1'2:4—3—2:—1.

0

Metoda e tillé e zgjidhjes sé sistemeve té ekuacioneve lineare quhet metoda
e eliminimit e Gauss-it.

Edhe mé lehté, pa i shénuar fare ndryshoret e ekuacioneve, metodén do
té mund ta zbatonim duke e aplikuar né matricén e zgjeruar té sistemit, e
cila pérbéhet nga matrica e koeficientéve té sistemit, té cilés i pérshkruhet
nga e djathta shtylla e liré. Pastaj veprimet kryhen mbi elementét e késaj
matrice.

Pérkujtojmé se né pikén 1.2 kemi pérkufizuar mbledhjen dhe zbritjen e
dy matricave. Pérkufizojmé né vazhdim dy veprime té reja me matrica:
shumézimin e matricés me skalar (numeér) dhe shumézimin e dy matricave.

Né qofté se k éshté njé numeér (ose, skalar), atéheré prodhimi skalar i
skalarit £ me njé matricé A éshté matrica B e rendit té njéjté sikur A,
elementet e sé cilés jané té barabarté me prodhimin e elementéve pérkatés
té A me k; pra, B = kA = [b;], ku b;; =k - a;;.
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Shembull 2. Shumézoni skalarisht matricén

me numrin 5.
Zgjidhje.

kA =5 [_1 2] = [5 '5(__31) 5.5('_24)] = {Ig —130] |

O

Pérkufizojmé né vazhdim prodhimin matricor, ose, shkurt, prodhimin, e
njé matrice A me njé matricé B. Pér kété, éshté e nevojshme qé numri
i shtyllave té matricés A té jeté i barabarté me numrin e rreshtave té ma-
tricés B. Késhtu, né qofté se matrica A éshté e rendit m X p, kurse matrica B
e rendit p x n, atéheré prodhimi A- B do té jeté matricé e rendit m x n (shihni
skemén e méposhtme).

Tregon se A mund té shumézohet me B
A B
m X Dp pXn

t

Tregon dimensionin e prodhimit A - B

Né qofté se A éshté njé matricé e rendit m X p dhe B éshté njé matricé e
rendit pxn, atéheré prodhimi matricor i matricés A me B éshté matrica C
e rendit m X n, elementet e sé cilés jané té barabarta me shumén e
prodhimeve té elementeve té njé rreshti té A me elementet pérkatése té
njé shtylle té B; pra, C' = AB = [¢;;], ku

p
Cij = ainbij + aibay + -+ + aipby; = E it by -
k=1
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Shembull 3. Le té jené

2 1 -1 1 -1 1
A=13 1 2|, B=1|2 -1 2|,
0 —2 -3 3.0 -3
1
C=1[2 3 4], D=|-1
2

Llogaritni prodhimet AB, AD, CD, DC.

Zgjidhje. Meqé dimensionet e matricave A e B jané 3 x 3 dhe 3 x 3, atéheré
éshté i mundur prodhimi AB, dhe rezultati do té jeté sérish njé matricé 3 x 3:

2 1 —1] 1 -1 1
AB=13 1 2|-|2 -1 2
0 -2 -3| [3 0 3
2.14+1-2+4(-1)-3 2. ( 1) +1-(=1)+(=1)-0
— | 3.1+1-242-3 3-(=1)+1-(=1)+2-0
0-1+(=2)-2+(=3):3 0-(=1)+(=2)-(=1) +(=3)-0

2-1+1-24(-1)-3
3-1+1-24+2-3
0-1+4+(=2)-2+(-3)-3

1 -3 1
=1 -4 11
-13 2 -13

MEe tutje, meqé dimensionet e A e D jané, pérkatésisht, 3x3 e 3 x 1, prodhimi
AD do té jeté matricé e rendit 3 x 1:

2 1 -1 1
AD=13 1 2| -|-1
0 -2 -3 2

2-14+1-(— 1)+(—1)~2 —1
= 3-14+1-(-1)+2-2 =16
0-1+(-2)-(=1)+(-3)-2 —4

Ngjashém, C'D éshté matricé e rendit 1 x 1,

1
CD=1[2 3 4] -|-1| =[2-1+3-(-1)+4-2] =[7].
2
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Nga ana tjetér, DC éshté njé matricé e rendit 3 x 3,

1
DC = |-1|-[2 3 4]
2
1-2 1-3 1-4 2 3 4
=[(-1)-2 (-1)-3 (-1)-4| =|-2 =3 —4
2.2 23 24 4 6 8

O

Vérejmé né shembullin e mésipérm se CD # DC, qé d.m.th. se shumé-
zimi matricor nuk e gézon vetiné e ndérrimit. Por, mund té vértetohet se
gézon vetiné e shoqgérimit, d.m.th., né qofté se pér tri matrica A, B, C éshté i
mundur prodhimi (A-B)-C, atéheré éshté i mundur edhe prodhimi A-(B-C),
dhe

(A-B)-C=A-(B-0).

Pjesétimi i njé matrice me njé tjetér nuk pérkufizohet. Por, ekziston
njé veprim i ngjashém, i cili pérkufizohet me ané té matricés inverse té njé
matrice.

Sé pari japim kuptimin e matricés identike.

Matricé identike I éshté njé matricé katrore e cila i ka té gjitha ele-
mentet e diagonales té barabarté me 1, kurse té gjithé elementet tjeré té
barabarté me 0.

Pér shembull, matricat identike té rendeve 2 x 2, 3 x 3 dhe 4 x 4 jané

b 1]

Shembull 4. Gjeni prodhimin e njé matrice katrore té rendit 2

A= |:a11 012]

O O =
O = O
_ o O
o O = O

1
0
’ 0
0

o = O O
_— o O O

a21 A2

me matricén identike I té rendit 2 x 2. Gjeni pastaj prodhimit I A.
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Zgjidhje. Kemi

AI:{GM alZ}_|:1 0}:{a11'1+012'0 &11'04-@12'1}

ag1 Q92 01 a21-1+a22-0 a21-0+a22-1
_ |11 a12 — A
a21  G22 '
Poashtu,
IA: 1 0 ) a1;p a2 _ 1~a11—i—0~a21 1'&12+0'CL22
01 o1 A929 O~a11+1~a21 O~a12+1-a22
= A.

|01 a2
a21 A2

Mund té vértetohet (shhni detyrén 6) se pér ¢do matricé katrore A té
rendit n vlen

|AI = A= A,

ku I éshté matrica identike e rendit n x n.

Pér matricé katrore A té rendit n themi se éshté josingulare né qofté se
det A # 0.

Né qofté se A éshté njé matricé josingulare, atéheré matrica inverse e A,
e shénojmé me A~!, quhet matrica e tillé qé

A A=A A=1

Por, shtrohet pyetja, si gjendet matrica inverse A~! e njé matrice josin-
gulare A? Pérgjegjjen e jep pohimi vijues.



32 KAPITULLI 1. ELEMENTE TE ALGJEBRES LINEARE

Né qofté se A éshté njé matricé josingulare, atéheré matrica e saj in-
verse A~1 éshté

_ 1 )
A lzdetA.adJA’

ku adj A éshté matrica e adjonguar e matricés A, e cila pérbéhét nga
kofaktorét sipas rreshtave té elementéve té A té rradhitur sipas shtyllave:

Qg1 Qg1 Q31 ... Qpl

Qo Qg2 Q32 ... (2

adjA = |13 Q23 Q33 ... Qp3
_aln Aop A3y ... ann_

Pra, vérejmé se kofaktorét e elementeve té rreshtit i-té té A jané elementét
e shtyllés sé i-té té adj A.

Shembull 5. Gjeni matricén inverse té matricés

Zgjidhje. Né shembullin 2 kemi llogaritur kofaktorét e matricés A:

app =1, an=-2, az =71,
a;p =0, ap=1, gy = —2,
a3 =0, ag =0, agy = 1.
Prandaj
1 -2 7
adjA=10 1 =2
0 0 1

Né shembullin 3 kemi llogaritur, poashtu, se det A = 1. Késhtu,
1 -2 7 1
0 1 =2|=1{0
0 0 1 0

-2 7
-2

Al = L -adezl 1
0 1

det A 1
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Shqyrtojmé, né fund, edhe njé ményré té parqitjes sé njé sistemi ekua-
cionesh lineare (trajtén matricore), dhe njé zgjidhjen e sistemit me ané té
matricés inverse.

Véjmeé, si zakonisht,

@11 A2 @13 ... QAip
Q21 Q22 Q23 ... A2y
A= |G31 a3 a3z ... Aa3p|
_anl ap2 Ap3 ... a'nn_
si dhe o .
X1 by
Hp; by

Tn, b,

Vérejmé barazimin (matricor)
AX = B. (1)

Duke e zhvilluar sipas elementéve té rreshteve té matricés A dhe shtyllés X,
fitojmé

a11T1 + a12T9 + a13T3 + -+ + A1, Ty bl
a91T1 + A99x9 + A93T3 + * + + + A2, Ty bg
asz1xy + a3ox2 + a33xs + -+ a3, Ty = b3 ,
Ap1T7 + Ap2T2 + Ap3T3 +--+ AppTp bn

d.m.th.

a1 + ajoxo + a13%3 + ot axT, = bl
a91T1 + A922T9 + 9373 + -+ AonTy — bg

asz1xy + a3ox2 + a33xs + -t a3nLy — b3 (2)

Ap1T1 + ApaTa + Ap3T3 + - -+ App Ty = by,

qé pikérisht paraget trajtén e pérgjithshme té njé sistemi n ekuacionesh lin-
eare me n té panjohura.
Vérejmé se

(3)
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éshté zgjidhja e ekuacionit (1).
Vértet,
AX = A(A™'B) = (AA"Y)YB=1B = B.

Késhtu, ekuacioni (3) na jep zgjidhjet e sistemit té ekuacioneve lineare (2)
me ané té matricés inverse A~! té matricés A té koeficientéve té sistemit.

Shembull 6. Zgjidhni sistemin

T+ 229 — 323 = —3
l’2+21’3: 5

T3 = 2.

Zgjidhje. Matrica e koeficientéve té sistemit éshté
1
A= |0
0

Prandaj sistemi yné mund té shkruhet né formén matricore

1 2 -3 T -3
01 2 To| = 5)
00 1 T3 2

Né shembullin 5 kemi gjetur matricén inverse

1 -2 7
A7t=10 1 =2
0o 0 1
Prandaj, sipas formulés (3),
1 -2 7 -3 1
X=A"'"B=1|0 1 =2|-|5|=]|1];
0 0 1 2 2

d.m.th.,
1’1:1, 1’2:1, 1’3:2.

O

Zgjidhja me ané té matricés inverse e sistemit té ekuacioneve lineare, edhe
pse né dukje té paré e thjeshté, ka mé tepér vleré teorike sesa praktike; kjo
pér arsye se llogaritja e matricés inverse kérkon kryerjen e njé numri té madh
veprimesh, dhe si e tillé éshté e papérshtatshme pér t'u zbatuar né praktikeé.
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Detyra pér ushtrime

1. Supozoni se ¢mimet e blerjes dhe kostot e transportit pér dru, fasadé
dhe kulm pér pérdorim né ndértimtari jané dhéné me tabelén 1.3. Gjeni
matricén e cila paraqet kostot pér njési.

‘Druri Fasada | Kulmi

Blerja 6 4 2
Transporti 1 1 0.5

Tabela 1.3. Cmimet dhe kostot e transportit.

2. Pér matricat A, B, C, D té dhéna me

1 -4 -1 5 3
A=1|-2 0 3|, B=|-2 1
7 -1 5 6 —1

4
1 3 =2
o=l 53 o=

tregoni se a jané té mundura veprimet vijuese, dhe né qofté se po, gjeni
rezultatin.

3. Té zgjidhet sistemi

201 + 19 — T3+ x4 — 35 =7

1+ 203 — x4+ x5 =2
—2T9 — X3+ x4 — T5 = —H

3x1 + X9 — 4x3 + brs = 6

1’1—$2—$3—Z’4+$5:3
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4. Té zgjidhet sistemi

41’1—1’2—'—5(73:8
221 + 519 + 223 = 3
ZL’1—|—2£L'2—|—4ZL'3:11

(a) me metodén e eliminimit té Gauss-it;
(b) me metodén e Cramer-it;

(c) me metodén e matricés inverse.
5. Cila éshté matrica katrore D = [d;;] e rendit n me vetiné

dhe

6. Tregoni se pér ¢do matricé katrore té rendit n

a;x a2 13 ... Qip
G21 Q22 Q23 ... Qgp
A= |G az2 aszy ... as,
_anl Ap2 Ap3 ... arm_
vlen
Al =TA = A,

ku I éshté matrica identike e rendit n x n.



