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Kushtuar Petit.

„Libri“ mundet vërtet që një profesor-të-hutuar
ta bëjë të hutuar.

Është ngushlluese të jesh në mundësi
të zhytesh në persiatje të tilla akademike si shkruarja e një libri

duke ditur se dikush tjetër
është duke mbajtur lidhjen me botën reale.

— J. Glenn Brookshear, Computer science (1999)
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Parathënie

Ky libër ofron një hyrje mbi idetë dhe konceptet e matematikës së biznesit dhe
ekonomiksit si një bazë solide për kurset e mëtejme nga këto fusha.

Audienca

Libri është shkruar për studentë të cilët përgaditen për një karierë biznesi ose
ekonomiksi. Është supozuar që këta studentë kanë përfunduar matematikën e
shkollës së mesme të lartë. Qëllimi ynë parësor këtu është të mësohen teknikat
e algjebrës lineare, matematikës finansiare dhe analizës matematike të cilat ka
shumë të ngjarët që studentët do t’i hasin në kurset gjatë studimeve të tyre
themelore dhe në aktivitetet e tyre të mëpastajme profesionale.

Organizimi i materialit

Trajtimi i materialit është disenjuar ashtu që të ofrojë një të kuptuar të qartë,
intuitiv të koncepteve themelore matematike. Megjithëse asnjëherë nuk e kemi
sakrifikuar saktësinë matematike, theksi është vënë në përdorimin e teknikave
të shtjelluara në zbatime nga biznesi dhe ekonomiksi. Parimi udhërrëfyes të
cilit i jemi përmbajtur është se qëllimi i mësimit të matematikës për studentët e
biznesit dhe ekonomiksit duhet të jetë ofrimi i veglave matematike të cilat këta
do të mund t’i shfrytëzojnë për zgjidhjen e problemeve nga fushat e biznesit
dhe ekonomiksit. Kështu, zbatime të shumta nga këto fusha janë dhënë si
për të motivuar nxënjen e koncepteve të reja, ashtu edhe për të ilustruar këto
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koncepte. Shembuj zbatimesh të tillë gjithnjë ndërthuren me materialin e
shtjelluar dhe rrjedhin paralelisht me të.

Pra, thënë me pak fjalë, jemi përpjekur që ekspozimin ta spikasin stili i
drejtpërdrejt, orientimi nga zbatime dhe qasja nga zgjidhje problemesh.

Fokusi ynë ishte që tekstin ta organizojmë ashtu që të jetë sa më i afërt
për studentin. Jemi përpjekur që shpjegimet të jenë të qarta dhe konçize, të
përcjellura me shembuj motivues për të ndihmuar studentët ta bëjnë lidhjen
ndërmjet matematikës dhe botës profesionale të tyre, dhe me detyra ushtrimesh
për të përforcuar konceptet e nxëna dhe për të zhvilluar aftësinë e zbatimit të
tyre në zgjidhje problemesh.

Çështje pedagogjike

Ky tekst është produkt i shumë vitesh mësimdhënjeje të matematikës për
biznes dhe ekonomiks.

Materia e shtjelluar mbulon temat matematike të cilat trajtohen në kurset
standarde të matematikës për studentë biznesi dhe ekonomiksi. Kriteri për
përzgjedhjen e këtyre temave është zbatimi i drejtpërdrejt që gjejnë në këto
fusha dhe përdorimi i nocioneve të mbuluara në kurset e mëtejme nga këto
fusha.

Materiali në tekstin mund të mbulohet nga një kurs dysemestral ose të nda-
het në dy kurse njësemestrale. Gjatë organizimit të lëndës, si tërësi modulare
mund të konsiderohen kapitulli 1, pastaj kapitujt 2 e 3, dhe kapitujt 4, 5 e 6.

Jemi përpjekur që temat t’i prezentojmë ashtu që secila pikë t’i përgjigjet
në vija të trasha periudhës kohore të një leksioni klasor.

Mirënjohje

Disa njerëz kanë kontribuar për këtë botim. U jemi posaçërisht mirënjohës
mr. Murat Sadikut dhe Sadri Aliut nga Universiteti i Evropës Juglindore në
Tetovë për asistencën e tyre në zhvillimin e këtij libri.

Dëshirojmë poashtu t’i falenderojmë recenzentët dr. Fevzi Berisha dhe
dr. Ajet Ahmeti nga Universiteti i Prishtinës, të cilët kanë dhënë komente
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dhe sugjerime të thella për përmirësim gjatë zhvillimit të dorëshkrimit për
këtë botim.

Autorët
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Kapitulli 1

Elemente të algjebrës

lineare

1.1 Sistemet e dy ekuacioneve

Shpesh, në aplikime të ndryshme në biznes dhe ekonomi, hasim në probleme
të cilat janë, në dukje, të pamundur për t’u zgjidhur sepse në to figurojnë
dy ose më tepër ndryshore. Mirëpo, një zgjidhje mund të gjendet në qoftë
se shkruajmë dy ose më tepër ekuacione lineare1 të pavarura nga njëri tjetri,
me poaq ndryshore, dhe i zgjidhim njërin pas tjetrit. Para se ta diskutojmë
këtë problem në trajtë të përgjithshme, le të marrim në shqyrtim një zbatim
praktik.

Një ndërmarrës planifikon të fillojë një biznes të prodhimit dhe shitjes së
biçikletave. Ndërmarrësi dëshiron ta llogarisë pikën e rentabilitetit; kjo përku-
fizohet si pika ku të ardhurat janë të barabarta me kostot. Me fjalë tjera, është
kjo pika ku ndërmarrësi as nuk fiton as nuk humb të holla.

Ndërmarrësi vlerëson se kostoja fikse e tij (qeraja, rryma, uji, telefoni,
sigurimi, etj.) do të jetë rreth 1, 000 C në muaj. Kostot tjera si materiali,

1Ekuacione lineare janë ato ekuacione te të cilat të panjohurat, siç janë x dhe y, kanë
eksponentin 1. Kështu, ekuacioni 3x− 5y = 7 është linear meqë eksponentet e x dhe y janë
që të dyja 1. Mirëpo, ekuacioni 3x2 − 5y = 7 nuk është linear sepse eksponenti i x është 2.

1



2 KAPITULLI 1. ELEMENTE TË ALGJEBRËS LINEARE

prodhimi dhe pagat njihen si kosto variabile dhe do të rriten linearisht (në
trajtë drejtëze). Llogaritjet paraprake tregojnë se kostoja variabile për prod-
himin e 500 biçikletash do të jetë 9, 000 C në muaj. Atëherë, kostoja totale e
prodhimit të 500 biçikletave do të jetë

kostoja totale = kostoja fikse + kostoja variabile

= 1000 + 9000 = 10, 000.

Paraqesim grafikisht koston (boshti C), në varësi nga numri i biçikletave
të prodhuara (boshti x) sikur në figurën 1.1.

0

2000

4000

6000

8000

10000

0 100 200 300 400 500

x (njësi)

C (C)

b

b

P1(0, 1000)

P2(500, 10, 000)

Figura 1.1. Kostoja totale sipas numrit të biçikletave.

Në figurën 1.1 boshti x është abshisa dhe boshti C është ordinata. Së
bashku, këto boshte përbëjnë një sistem koordinativ kartezian. Drejtëza e
tërhequr nëpër pikat P1 dhe P2 është paraqitje grafike e kostos totale të pro-
dhimit të biçikletave. Fillon në pikën P1 me ordinatë 1, 000 C sepse kjo paraqet
koston fikse; ajo figuron ndonëse nuk është prodhuar asnjë biçikletë. Këtë pikë



1.1. SISTEMET E DY EKUACIONEVE 3

e shënojmë me P1(0, 1000), ku numri i parë 0, brenda kllapave, shënon vlerën
e boshtit x në këtë pikë, kurse numri i dytë 1000 shënon vlerën e boshtit C
në këtë pikë. Për të thjeshtësuar shënimin, është menjanuar simboli euro.
Kështu, themi se koordinatat e pikës P1 janë (0, 1000). Ngjashëm, koordinatat
e pikës P2 shënohen me P2(500, 10000) meqë kostoja totale e prodhimit të
500 biçikletave është 10, 000 C.

Tani do të nxjerrim ekuacionin i cili përshkruan këtë drejtëz.
Në rastin e përgjithshëm, në qoftë se kemi shënuar me x boshtin e ab-

shisës dhe me y boshtin e ordinatës (figura 1.2), një drejtëz përshkruhet me
ekuacionin

y = mx+ b, (1)

kum është pjerrtësia, x abshisa, y ordinata dhe b është y-pikëprerja e drejtëzës,
d.m.th., pika ku drejtëza e pret boshtin y.

x

y

ecja

ngritja

b

b

|

x1

|

x2

|y1

|y2

bb

Figura 1.2. Drejtëza y = mx+ b.

Pjerrtësia m është herësi i ngritjes në drejtimin vertikal (boshti y) dhe
ecjes në drejtimin horizontal (boshti x), d.m.th. (shihni figurën 1.2),

m =
ngritja

ecja
=
y2 − y1
x2 − x1

.
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T’i kthehemi sërish shembullit tonë nga figura 1.1. Aty kemi C1 = 1000,
C2 = 10000, x1 = 0, x2 = 500. Prandaj, pjerrtësia është

m =
ngritja

ecja
=
C2 − C1

x2 − x1
=

10000− 1000

500− 0
=

9000

500
= 18,

kurse mund të shohim se y-prerja është 1000. Prandaj, mbështetur në barazi-
min (1), ekuacioni i drejtëzës që paraqet koston totale është

C = 18x+ 1000.

Shpesh është e përshtatshme që të panjohurat në një barazim të figurojnë
nga ana e majtë e barazimit kurse vlerat e njohura nga ana e djathtë e tij.
Atëherë, barazimi i mësipërm shkruhet në formën2

C − 18x = 1000.

Ky barazim ka dy të panjohura x dhe C, prandaj nuk ekziston një zgjidhje
e vetme; më saktësisht, mund të gjejmë pafundësisht shumë kombinime të x
dhe C të cilat do ta plotësojnë barazimin. Edhe më saktësisht, këto kombinime
jane abshisat dhe ordinatat e pikave të drejtëzës nga figura 1.1.

Për ta caktuar pikën e rentabilitetit na duhet një ekuacion i dytë, dhe atë
do ta gjejmë duke shfrytëzuar fakte shtesë, të cilat janë fomuluar në vazhdim.

Ndërmarrësi ka përcaktuar se të ardhurat do të jenë poashtu lineare dhe
se në qoftë se shet 500 biçikleta me çmim 25 C për copë, ai do të gjenerojë të
ardhura prej 500 · 25 = 12, 500 euro. Ky fakt mund të paraqitet me një tjetër
drejtëz e cila i është shtuar figurës 1.1. Rezultati është paraqitur në figurën 1.3.

Drejtëza e re fillon në pikën P3(0, 0) sepse nuk do të ketë fare të ardhura
në qoftë se nuk shitet asnjë biçikletë. Ajo kalon nëpër pikën P4(500, 12500),
e cila paraqet kushtin se ndërmarrësi do të gjenerojë 12, 500 C kur të shiten
500 biçikleta.

Pikëprerja e dy drejtëzave paraqet pikën e rentabilitetit, dhe është pikë-
risht kjo ajo që kërkon ndërmarrësi. Projeksioni i pikës së rentabilitetit në
boshtin x, i paraqitur si vijë e ndërprerë, tregon se duhet të shiten përafërsisht

2Do të supozojmë se lexuesi tanimë ka zotëruar vetitë elementare të manipulimit me
veprimet themelore me shprehje në një barazim. Prandaj, detajet e thjeshtësimit dhe
rishkruarjes së një barazimi po i lëmë menjanë.
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8000

10000

12000

0 100 200 300 400 500

x (njësi)

C, R (C)

b

P1(0, 1000)

P3(0, 0)

P2(500, 10, 000)

P4(500, 12, 500)

Të ardhurat

Kosoja totale

Pika e rentabilitetit

Profiti

Figura 1.3. Prerja e grafikëve (drejtëzave) të kostos totale dhe të ardhurave.

140 biçikleta për të pasur profit zero. Poashtu, projeksioni në boshtin y tregon
se në këtë pikë të rentabilitetit të ardhurat e gjeneruara janë afërsisht 3, 500 C.

Procedura e tillë njihet si zgjidhje grafike. Zgjidhja grafike jep vlera të
përafërta.

Tani do të vazhdojmë për ta gjetur të ashtuquajturën zgjidhje analitike.
Kjo procedurë do të prodhojë vlera të sakta.

Siç u tha më sipër, na duhet një ekuacion i dytë. Ky fitohet nga drejtëza në
figurën 1.3 e cila paraqet të ardhurat. Për të fituar ekuacionin e kësaj drejtëze
nisemi prej ekuacionit (1), i cili për rastin e grafikut të të ardhurave totale ka
formën

R = mx+ b.

Pjerrtësia m e të ardhurave është

m =
ngritja

ecja
=
R2 −R1

x2 − x1
=

12, 500− 0

500− 0
=

125

5
= 25,
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kurse shohim se vlera e b, d.m.th., y-pikëprerjes, është 0. Prandaj, ekuacioni i
cili përshkruan të ardhurat është

R = 25x.

Për t’i grupuar ekuacionet e kostos totale dhe të ardhurave së bashku,
duhet që abshisat dhe ordinatat për të dyja drjetëzat t’i shënojmë me simbole
të njëjta.

Edhe deri më tani abshisat për të dyja drejtëzat i kemi shënuar me x.
Mirëpo kemi supozuar se në rastin e drejtëzës së kostos totale fjala shkon
për njësi të prodhuara, kurse në rastin e drejtëzës së të ardhurave, për njësi
të shitura. Identifikojmë këto dy madhësi, d.m.th. supozojmë se ndërmarësi
mund të shesë tërë sasinë e prodhuar të biçikletave3. Kështu në vazhdim flasim
për njësi biçikletash (të prodhuara dhe të shitura).

Ngjashëm veprojmë edhe ordinatat e dy grafikëve. Koston totale deri më
tashti e kemi shënuar me C, kurse të ardhurat me R (në të dyja rastet njësia
matëse është euro). Meqë ndërmarrësit i intereson sasia e prodhimit për të
cilën këto dy madhësi do të jenë të barabarta, do t’i shënojmë të dyja me të
njëjtin simbol, për shembull, y.

Duke i gupuar së bashku tani ekuacionet e kostos totale dhe të ardhurave,
fitojmë sistemin e ekuacioneve

y − 18x = 1000

y = 25x.

Këto ekuacione duhet zgjidhur njëherësh të dyja. Kjo do të thotë se duhet
gjetur vlera të vetme për x dhe y ashtu që të plotësohen të dyja barazimet.

Një mënyrë e lehtë për t’i zgjidhur këto ekuacione është duke zëvendësuar
të dytën në të parën. Kështu elimonohet ndryshorja y nga ekuacioni i parë, i
cili tani merr formën

25x− 18x = 1000,

ose

7x = 1000;

3Në ekonomiks, kushtet nën të cilat e tërë sasia e ofruar e mallit shitet njihen si treg i

balansuar.
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d.m.th.,

x =
1000

7
.

Tani4, për të gjetur të panjohurën y, zëvendësojmë vlerën e gjetur të x
qoftë në ekuacionin e parë, qoftë në të dytin. Kështu, duke zëvendësuar, për
shembull, në të dytin, fitojmë

y = 25 · 1000

7
=

25000

7
.

Prandaj, zgjidhjet e sakta për x dhe y janë

x =
1000

7
,

y =
25000

7
.

Meqë nuk nevojiten zëvendësime të mëtejme, thjeshtësojmë vlerat e x dhe y
duke kryer pjesëtimin, për të fituar x = 1000

7 ≈ 142.86 dhe x = 25000
7 ≈

3571.40. Natyrisht, biçikletat duhet të shprehen si numra të plotë, prandaj
pika e rentabilitetit të biznesit të ndërmarrësit tonë është 143 biçikleta, të
cilat, pas shitjes, do të sjellin të ardhura prej

y = 143 · 25 = 3575

euro.
Të rikujtojmë se për pikën e rentabilitetit, metoda grafike na dha vlerën

e përafërt prej 140 biçikletash, të cilat do të gjeneronin të ardhura prej y =
140 · 25 = 3500 eurosh. Edhepse metoda grafike nuk është poaq e saktë sa
metoda analitike, ajo megjithatë na ofron ca informata paraprake, të cilat
mund të shfrytëzohen për kontrollimin e zgjidhjeve të gjetura duke zbatuar
metodën analitike.

4Nuk është e këshillueshme të bëhet pjesëtimi i 1000 me 7 që tani. Ky pjesëtim do të
prodhonte një numër me pafundësisht shumë decimale, i cili vetëm mund të përafrohet dhe,
pasi të zëvendësohet për të gjetur y, do të prodhojë edhe një tjetër përafrim. Zakonisht
pjesëtimin e kryejmë si hap të fundit.
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Vërejtje. Sistemi i dhënë i ekuacioneve lineare u zgjidh me anë të të ashtuqu-
ajturës metodë të zëvendësimit, të njohur poashtu edhe si metodë e elminimit
e Gauss-it. Në njërën nga pikat vijuese do ta diskutojmë këtë metodë në më
tepër detaje, si dhe dy metoda tjera: zgjidhjen me anë të matricës inverse dhe
zgjidhjen me rregullën e Cramer-it.

Detyra për ushtrime

1. Të zgjidhen sistemet vijuese të ekuacioneve lineare:

(a)
x+ y = 2

3x− 2y = −1

(b)
3x+ 2y = 5

3x− 2y = 7

(c)
12x− 7y = 17

5x− 3y = 7

(d)
25x+ 62y = 27500

28x+ 42y = 26900

2. Janë dhënë funksioni i kërkesës dhe ai i kostos totale të një prodhimi:

(a) x = −2p+ 4000, C = 2000 + 5x;

(b) x = −p+ 90, C = 500 + 7x.

Gjeni çmimin për të cilin arrihet pika e rentabilitetit. (Supozoni se
kërkesa është e barabartë me ofertën.)

3. Vartësia ndërmjet sasisë x të kërkuar në treg të një prodhimi dhe çmimit p
të një njësie quhet funksion i kërkesës, kurse vartësia ndërmjet sasisë x të
ofruar në treg të një prodhimi dhe çmimit p të një njësie quhet funksion
i ofertës.
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Një treg quhet i balansuar në qoftë se kërkesa është e barabartë me
ofertën.

Gjeni sasinë e prodhimit dhe çmimin ashtu që të arrihet balansi i tregut
në qoftë se janë dhënë funksioni i kërkesës x = −5p+ 10 dhe funksioni i
ofertës x = 2p− 7.5.

4. Janë dhënë funksioni i kërkesës x = − p2

5 + 10 dhe funksioni i ofertës

x = p2

2 − 7.5.

(a) Përcaktoni çmimin e prodhimit ashtu që të kemi ekuilibër tregu.

(b) Njehsoni sasinë e prodhimit për të cilën tregu është i ekuilibruar.

5. Një ndërmarrës vlerëson se kostoja fikse e biznesit të tij do të jetë 2, 500 C
në muaj dhe se kostoja variabile do të rritet linearisht. Në qoftë se
kostoja variabile për prodhimin e 1500 njësish do të jetë 22, 500 C në
muaj, kurse çmimi i shitjes nën kushtet e tregut të ekuilibruar është
25 C për njësi, gjeni sasinë e prodhimit për të cilën biznesi i tij arrin
pikën e rentabilitetit. Sa është kostoja totale në atë pikë?

6. Gjeni x- dhe y pikëprerjet e drejtëzës 3x+ 2y = 12, dhe skiconi grafikun.

7. Gjeni pjerrtësinë e drejtëzës x+ 2y = 4.

8. Gjeni ekuacionin e drejtëzës e cila kalon nëpër pikat (3, 2) dhe (−1, 0).

9. Kompania prodhuese MollaMax shet mollë për 20 C për kuti për 10 ku-
titë e para. Porositë për më tepër se 10 kuti marrin zbritje prej 15% në
kutitë e blera përmbi 10. Gjeni një shprehje për çmimin e një porosie
prej x kutishë, skiconi çmimin kundrejt x dhe shfrytëzoni shprehjen për
të gjetur çmimin e një porosie prej 18 kutish.

10. Furra Muffin prodhon dy madhësi krofnash me rrush të tharë duke për-
dorur brum dhe rrusht të tharë të paketuar më parë. Secila krofnë e
madhe shfrytëzon 15 dekagram brum (1 dekagram është 10 gram) dhe
6 dekagram rrush të tharë, dhe secila krofnë e vogël shfrytëzon 7 dek-
agram brum dhe 3 dekagram rrush të tharë. Çdo ditë shtorja pranon
4,000 dekagram brum dhe 1,650 dekagram rrush të tharë. Sa krofna të
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mëdha dhe krofna të vogla duhet të piqen çdo ditë për të përdorur tërë
brumin dhe tëre rrushin e terur?

11. Një çift i pensionuar me 140,000 C për të investuar do të dëshironte të
kishte të ardhura vjetore prej 18,000 C nga investimi i tyre. Një investim
i sigurtë sjell interes 10% në vit, kurse një investim më riskant sjell 15%
në vit. Sa duhet të investijnë ata sipas secilës normë interesi?

1.2 Matricat dhe përcaktorët. Zgjidhja e sis-

temeve të tri ekuacioneve me metodën e

Cramer-it

Në zbatime praktike paraqiten poashtu sisteme të tri apo më tepër ekua-
cionesh. Në vazhdim to të marrim në shqyrtim një shembull tjetër, i cili
përbëhet nga tri ekuacione me tri të panjohura. Është tepër e rëndësishme të
mbajmë në mend se, për të qenë e mundur që sistemi të ketë një zgjidhje të
vetme, numri i ekuacioneve duhet të jetë i njëjtë sikur numri i ndryshoreve.

Shembull 1. Në një biznes makinash automobilistike, veturat më të popullari-
zuara janë të Tipit A, B dhe C. Meqë blerësit zakonisht bëjnë tregti për çmimin
më të volitshëm, çmimi i shitjes për secilin tip nuk është i njëjtë. Tabela 1.1
tregon shitjet dhe të ardhurat për një periudhë tremujore. Paraqitni ekuacionet
për llogaritjen e çmimit mesatar të shitjes për secilin nga tipet e veturave.

Muaji Tipi A Tipi B Tipi C Të ardhurat

1 25 62 54 2,756,000 C
2 28 42 58 2,695,000 C
3 45 53 56 3,124,000 C

Tabela 1.1. Shitjet dhe të ardhurat nga veturat.

Zgjidhje. Në këtë shembull, të panjohurat janë çmimet mesatare të shitjes për
këto tipe makinash. I shënojmë këto me x për Tipin A, y për Tipin B dhe z
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për Tipin C. Atëherë shitjet për secilën nga periudhat mund të paraqiten me
sistemin vijues të ekuacioneve

25x+ 62y + 54z = 2,756,000

28x+ 42y + 58z = 2,695,000 (1)

45x+ 53y + 56z = 3,124,000.

Detyra jonë në vazhdim do të jetë të zgjidhen këto ekuacione njëkohësisht,
d.m.th. të gjenden vlerat e të panjohurave x, y dhe z të cilat plotësojnë të tre
ekuacionet njëkohësisht.

Në vazhdim të kësaj pike do të shqyrtojmë ca elemente të teorisë së matri-
cave dhe një metodë për zgjidhjen e sistemeve të tilla të ekuacioneve lineare.
Shembullit 1 do t’i kthehemi sërish nga fundi i pikës.

Matricë quhet një tabelë drejtkëndëshe numrash, sikur këto të mëposhtmet:

[

1 2 6
2 −3 5

]

ose





1 3 1
−5 21 −3
1 −4 6



 .

Në formë të përgjithshme, një matricë A shënohet me

A =















a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

am1 am2 am3 . . . amn















. (2)

Numrat aij janë elementet (ose kufizat) e matricës, ku indeksi i tregon
rreshtin dhe j tregon shtyllën në të cilën është i vendosur elementi aij .

Për një matricë me m rreshta dhe n shtylla thuhet se është matricë e
rendit m× n.

Në qoftë se m = n, matrica quhet matricë katrore e rendit n (ose m).
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Kështu, për shembull, a32 paraqet elementin e pozicionuar në rreshtin e
tretë dhe shtyllën e dytë; dy matricat tona të para janë të rendeve 2 × 3,
përkatësisht 3× 3. Më tutje, për një matricë e cila ka 5 rreshta dhe 5 shtylla
themi se është matricë katrore e rendit 5.

Shpesh, me qëllim evitimi të shënimit të stërzgjatur të matricës A nga
ekuacioni (2), shënojmë shkurt A = [aij ].

Për dy matrica të të njëjtit rend, d.m.th. që kanë numër të barabartë
rreshtash dhe numër të barabartë shtyllash me njëra tjetrën, përkufizojmë
mbledhjen dhe zbritjen e tyre si vijon.

Shuma e dy matricave A = [aij ] dhe B = [bij ] të të njëjtit rend është
matrica C e rendit të njëjtë sikur A dhe B, elementet e së cilës janë të
barabartë me shumën e elementeve përkatës të A dhe B; pra C = A+B =
[cij ], ku cij = aij + bij për të gjitha vlerat e i dhe j.

Ndryshimi i dy matricave A = [aij ] dhe B = [bij ] të të njëjtit rend
është matrica C e rendit të njëjtë sikur A dhe B, elementet e së cilës
janë të barabartë me ndryshimin e elementeve përkatës të A dhe B; pra
C = A−B = [cij ], ku cij = aij − bij për çdo i e j.

Shembull 2. Llogaritni A+B dhe A−B në qoftë se janë dhënë

A =

[

1 2 6
2 −3 5

]

dhe B =

[

3 −1 0
−2 3 5

]

.

Zgjidhje.

A+B =

[

1 + 3 2− 1 6 + 0
2− 2 −3 + 3 5 + 5

]

=

[

4 1 6
0 0 10

]

dhe

A−B =

[

1− 3 2 + 1 6− 0
2 + 2 −3− 3 5− 5

]

=

[

−2 3 6
4 −6 0

]

.
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Siç pamë, matrica është një tabelë numrash. Një matrice katrore do t’i
shoqërojmë një numër të vetëm, si karakteristikë e cila „e përcakton“ matricën
– përcaktorin e saj.

Në qoftë se A është një matricë katrore e rendit 2, d.m.th.,

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

,

atëherë përcaktori (ose determinanta) i A, shënohet me detA është

detA = a11a22 − a12a21.

Ndonjëherë, për përcaktorin e një matricës A përdorim edhe shënimin e
drejtpërdrejt5

detA =

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21.

Skica vijuese na ndihmon për të mbajtur në mend më lehtë mënyrën e
llogaritjes së përcaktorit të një matrice të rendit të dytë. Në të është treguar
se prodhimi i formuar sipas diagonales prej sipër majtas nga poshtë djathtas
zbritet me prodhimin e formuar sipas diagonales prej sipër djathtas nga poshtë
majtas.

a11 a12

a21 a22

+−

Shembull 3. Llogaritni detA dhe detB për matricat

A =

[

1 3
2 4

]

dhe B =

[

−3 1
0 −2

]

.

5Vëreni përdorimin e vijave vertikale | · | për përcaktorë në vend të kllapave të mesme [·]
për matrica.
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Zgjidhje. Sipas skemës
1 3

2 4

+−

kemi

detA =

∣

∣

∣

∣

1 3
2 4

∣

∣

∣

∣

= 1 · 4− 3 · 2 = −2.

Ngashëm

detB =

∣

∣

∣

∣

−3 1
0 −2

∣

∣

∣

∣

= (−3) · (−2)− 1 · 0 = 6,

Në pikën vijuese do të njihemi me një përkufizim më të përgjithësuar të
përcaktorit të një matrice katrore të rendit n, kurse tani për tani do të mjafto-
hemi me përkufizimin e përcaktorit të një matrice të rendit 3.

Në qoftë se A është një matricë katrore e rendit 3, d.m.th.,

A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 ,

atëherë përcaktori i A është

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a12a21a33 − a13a22a31 − a11a23a32.

Një metodë e përshtatshme për të gjetur përcaktorin e një matrice të rendit
të tretë është të përshkruhen dy shtyllat e para në të djathtë të matricës,
dhe mbledhen prodhimet të formuara sipas diagonales prej sipër majtas nga
poshtë djathtas, pastaj zbriten prodhimet të formuara sipas diagonales prej
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sipër djathtas nga poshtë majtas, siç është treguar në skicën vijuese.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ −

Shembull 4. Llogaritni detA dhe detB për matricat

A =





1 4 7
2 5 −8
3 −6 9



 dhe B =





−2 3 1
1 0 −2
0 −4 3



 .

Zgjidhje. Rikujtojmë skemën nga mësipër:

1 4 7 1 4

2 5 −8 2 5

3 −6 9 3 −6

d.m.th.,

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 7
2 5 −8
3 −6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · 5 · 9 + 4 · (−8) · 3 + 7 · 2 · (−6)

− 7 · 5 · 3− 1 · (−8) · (−6)− 4 · 2 · 9 = −360.

Ngjashëm,

detB =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 3 1
1 0 −2
0 −4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−2) · 0 · 3 + 3 · (−2) · 0 + 1 · 1 · (−4)

− 1 · 0 · 0− (−2) · (−2) · (−4)− 3 · 1 · 3 = 3.
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I kthehemi tani sërish zgjidhjes së sistemeve të ekacioneve lineare. Marrim
në shqyrtim sistemin e tri ekuacioneve

a11x+ a12y + a13z = b1
a21x+ a22y + a23z = b2

a31x+ a32y + a33z = b3.

Rregulla vijuese na mundëson gjetjen e zgjidhjeve të një sistemi ekua-
cionesh lineare me anë të përcaktorëve.

Rregulla e Cramer-it. Të panjohurat x, y dhe z mund të gjenden nga
relacionet

x =
d1

detA
, y =

d2

detA
, z =

d3

detA
,

ku

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

është përcaktori i matricës A të sistemit, kurse

d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

janë përcaktorët të cilët formohen nga përcaktori i matricës së sistemit
duke zëvendësuar shtyllën e koeficientëve pranë të panjohurës së kërkuar
me shtyllën e vlerave b1, b2 dhe b3 nga anët e djathta të ekuacioneve.

Rregulla e Cramer-it zbatohet edhe për sistemet e dy ekuacioneve (shihni
detyrën 3).

Shembull 5. Zgjidhim tani sistemin (1) nga shembulli 1:

25x+ 62y + 54z = 2,756,000

28x+ 42y + 58z = 2,695,000
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45x+ 53y + 56z = 3,124,000.

Zgjidhje. Kemi

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

25 62 54
28 42 58
45 53 56

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 25 · 42 · 56 + 62 · 58 · 45 + 54 · 28 · 53

− 54 · 42 · 45− 25 · 58 · 53− 62 · 28 · 56 = 24,630,

kurse

d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2,756,000 62 54
2,695,000 42 58
3,125,000 53 56

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2,756,000 · 42 · 56 + 62 · 58 · 3,125,000 + 54 · 2,695,000 · 53

− 54 · 42 · 3,125,000− 2,756,000 · 58 · 53− 62 · 2,695,000 · 56

= 17,163,000,

d2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

25 2,756,000 54
28 2,695,000 58
45 3,125,000 56

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 25 · 2,695,000 · 56 + 2,756,000 · 58 · 45 + 54 · 28 · 3,125,000

− 54 · 2,695,000 · 45− 25 · 58 · 3,125,000− 2,756,000 · 28 · 56

= 9,653,000

dhe

d3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

25 62 2,756,000
28 42 2,695,000
45 53 3,125,000

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 25 · 42 · 3,125,000 + 62 · 2,695,000 · 45 + 2,756,000 · 28 · 53

− 2,756,000 · 42 · 45− 25 · 2,695,000 · 53− 62 · 28 · 3,125,000
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= 22,872,500.

Prandaj,

x =
d1

detA
=

17,163,000

24,630
≈ 20,904.99, (3)

y =
d2

detA
=

9,653,000

24,630
≈ 11,757.61, (4)

z =
d3

detA
=

22,872,500

24,630
≈ 27,859.32. (5)

Detyra për ushtrime

1. Për matricat A, B, C, D të dhëna me

A =





1 −4 −1
−2 0 3
7 −1 5



 , B =





5 3 1
−2 1 1
6 −1 4



 ,

C =

[

1 3 −2
0 −1 1

]

, D =





4 −3
2 3
1 −1





tregoni se a janë të mundura veprimet vijuese, dhe në qoftë se po, gjeni
rezultatet.

(a) A+B;

(b) A+ C;

(c) A−B;

(d) B +D;

(e) C +D;

(f) B +A;

(g) B −A;

(h) A−D.
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2. Duke operuar nga dy fabrika, Kompania për Paisje Librash prodhon
rafte librash dhe kabinete dosjesh. Matrica A përmbledh prodhimin e
saj për një javë, ku rreshti i parë paraqet numrin e rafteve dhe rreshti i
dytë numrin e kabineteve të dosjeve. Matrica B jep prodhimin për javën
e dytë.

A =

[

50 30
36 44

]

, B =

[

30 45
22 62

]

,

Në qoftë se shtylla e parë në secilën matricë paraqet prodhimin nga
fabrika 1 dhe shtylla e dytë paraqet prodhimin nga fabrika 2, atëherë:

(a) Gjeni matricën e cila përshkruan prodhimin për dy javët e para.

(b) Gjeni matricën e cila përshkruan rritjen e prodhimit nga java e parë
në javën e dytë.

3. Formuloni rregullën e Cramer-it për sisteme dy ekuacionesh lineare (me
dy të panjohura).

4. Të zgjidhen me metodën e Cramer-it sistemet vijuese të ekuacioneve
lineare:

(a)
x+ 2y = 5

3x− 2y = −1

(b)
3x+ 2y = 19

3x− 2y = 11

(c)
12x− 7y = 110

8x− 3y = 90

5. Të zgjidhen me metodën e Cramer-it sistemet vijuese të ekuacioneve
lineare:

(a)

2x1 + 3x2 + x3 = 9

x1 − 2x2 + 3x3 = 6

3x1 + x2 + 2x3 = 8
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(b)

2v1 − 5− v2 + 3v3 = 0

−2v3 − 3v2 − 4v1 = 8

v2 + 3v1 − 4− v3 = 0

6. Lulishtja Te Nani shet shkurre, pemë dhe lule sezonale. Secila shkurrë
kushton 20 C, secila pemë kushton 40 Cdhe secila lule kushton 2 C.
Për t’i mbjellur këto shkurre, pemë dhe lule Te Nani faturon 10 C për
shkurrë, 10 C për pemë dhe 1 C për lule. Gjithashtu, Te Nani do t’i
sigurojë bimët që mbjell për 1 vit me çmim 4 C për shkurrë, 6 C për
pemë dhe 0.20 C për lule. Një pronar i ri shtëpie ka ndarë një buxhet
prej 1,000 C për blerjet, 400 C për mbjelljen e bimëve të blera dhe 150 C
për sigurimin e bimëve të bjella nga Te Nani. Sa shkurre, pemë dhe lule
duhet të blejë pronari i shtëpisë për të shfrytëzuar tërësisht buxhetin?

7. Shitorja Pikniku përgadit pako ushqimesh me porosi. Një konsumatore i
pëlqen kikirikun, rrushin e tharë dhe çokolatën e copëtuar, por dëshiron
vetëm dy përbërës për një pako. Në përzierjet kikirik-rrush i tharë ajo
pëlqen dy herë më tepër kikirik sesa rrush të tharë, në përzierjet kikirik-
çokolatë e copëtuar pëlqen dy herë më tepër çokolatë të copëtuar sesa
kikirik dhe në përzierjet rrush i tharë-çokolatë e copëtuar ajo pëlqen sasi
të barabarta të dy ushqimeve. Ajo blen 10 gram of kikirik, 15 gram rrush
të tharë dhe 30 gram çokolatë të copëtuar. Gjeni sasitë e përzierjeve të
ndryshme të cilat do t’i plotësojnë kushtet e saj dhe shfrytëzoni tërësisht
ushqimet të cilat i ka blerë ajo.

8. Një uzinë lodrash prodhon lodra aeroplanë, anije dhe vetura. Materi-
alet e përdorura janë plastika, shirita druri dhe çeliku. Secili aeroplan
shfrytëzon 100 gram plastikë, 25 centimetera shirit druri dhe 200 gram
çelik. Secila anije shfrytëzon 50 gram plastikë, 250 centimetera shirit
druri dhe 50 gram çelik dhe secila veturë shfrytëzon 50 gram plastikë
dhe 150 gram çelik. Në qoftë se uzina ka në dispozicion 10,500 gram
plastikë, 3,750 centimetera shirit druri, dhe 25,500 gram çelik, sa aero-
planë, anije dhe vetura duhet prodhuar për të shfrytëzuar të tëra këto
furnizime?

9. Peti, Vjollca dhe Tina investojnë për pension, duke përdorur aksione,
obligacione dhe fonde tregjesh finansiare. Ato shfrytëzojnë udhërrëfyesit



1.3. PËRCAKTORËT E RENDEVE TË LARTË 21

vijues: Peti dëshiron gjysmën e parave të saja në aksione dhe pjesën e
mbetur të ndarë në mënyrë të barabartë në obligacione dhe fonde tregjesh
finansiare. Vjollca dëshiron t’i ndajë paratë e saja në mënyrë të barabartë
ndërmjet të tri letrave me vlerë, dhe Tina dëshiron t’i ndajë paratë e saja
në mënyrë të barabartë ndërmjet aksionesh dhe obligacionesh. Në qoftë
se interesi vjetor në aksione është 9%, në obligacione 6% dhe në fonde
tregjesh finansiare 3%, sa është totali që duhet investuar secila grua ashtu
që secila prej tyre të fitojë 10,000 C nga investimi i vet?

1.3 Përcaktorët e matricave të rendeve të larta

Në vitin 1973 Profesor Wassily Leontieff fitoi Çmimin Nobel për Ekonomi
në shenjë mirënjohjeje për zhvillimin e metodave matematike për studimin e
sistemeve ekonomike me anë të hyrjeve dhe daljeve. Shembulli vijues është një
model hyrje-daljesh i Leontief-it, nga i cili fitohet një sistem katër ekuacionesh
lineare me katër të panjohura.

Shembull 1. Një korporatë përbëhet nga 4 departamente. Produktiviteti i se-
cilit departament ndikon nevojat e punës të departamenteve tjera. Tabela 1.2
tregon sasinë e prodhimit të departamentit të i-të të nevojshme për prodhimin
e një njësie të departamentit të j-të, dhe sasitë (të shprehura në njësi përkatëse)
e produkteve finale të planifikuara për secilin departament. Paraqitni ekua-

Dept. Koeficientët Prodhimi

1 2 3 4 final

1 0.1 0.1 0.2 0.1 500
2 0.2 0.3 0.3 0.2 100
3 0.2 0.1 0.3 0.1 200
4 0.2 0 0 0.1 1000

Tabela 1.2. Koeficientët e ndikimeve ndërmjet departamenteve

cionet për llogaritjen e vëllimeve të prodhimit të departamenteve.

Zgjidhje. Shënojmë me q1, q2, q3, q4 sasitë (të panjohura) e prodhimit të de-
partamentit 1, 2, 3 dhe 4. Atëherë, vëllimet e prodhimit të secilit nga depar-
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tamentet mund të paraqiten me ekuacionet vijuese:

q1 = 0.1q1 + 0.1q2 + 0.2q3 + 0.1q4 + 500

q2 = 0.2q1 + 0.3q2 + 0.3q3 + 0.2q4 + 100

q3 = 0.2q1 + 0.1q2 + 0.3q3 + 0.1q4 + 200

q4 = 0.2q1 + 0q2 + 0q3 + 0.1q4 + 1000.

Pas grupimit të të panjohurave nga anët e majta të barazimeve, fitojmë
sistemin e ekuacioneve lineare

0.9q1 − 0.1q2 − 0.2q3 − 0.1q4 = 500

−0.2q1 + 0.7q2 − 0.3q3 − 0.2q4 = 100

−0.2q1 − 0.1q2 + 0.7q3 − 0.1q4 = 200 (1)

−0.2q1 + 0.9q4 = 1000.

Detyra jonë vijuese është zgjidhja e një sistemi të tillë ekuacionesh lineare,
d.m.th., në shembullin tonë, gjetja e vlerave të të panjohurave q1, q2, q3, q4
ashtu që të plotësohen të katër ekuacionet.

Në rastin e përgjithshëm, metoda e Cramer-it mund të formulohet, në
mënyrë analoge sikur për sistemet e tri ekuacioneve, edhe për sistemet e katër
(ose më tepër) ekuacionesh lineare. Si rezultat, fitohen për t’u llogaritur për-
caktorë matricash të rendit të katërtë (ose më tepër). Problemi qëndron në
faktin se metoda e përshkruar në pikën paraprake nuk mund të zbatohet për
llogaritjen e përcaktorit të një matrice të rendit më të lartë se 3. Për të gjetur
përcaktorët e matricave të rendeve të larta, së pari duhet llogaritur kofaktorët,
të cilët do t’i përkufizojmë në vazhdim.

Le të jetë A një matricë katrore e rendit n

A =















a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann















.
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Në qoftë se largojmë nga matrica A rreshtin e i-të dhe shtyllën e j-të,
përcaktori i matricës së mbetur katore të rendit n − 1 quhet minor i
matricës A, dhe zakonisht e shënojmë me Mij .

Prodhimi
(−1)i+jMij ,

i minorit me parashenjën përkatëse, quhet kofaktor i elementit aij , dhe
shënohet me αij .

Shembull 2. Llogaritni kofaktorët e matricës

A =





1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 .

Zgjidhje. Llogarisim kofaktorët. Kemi

α11 = (−1)1+1M11 = (−1)2M11 =

∣

∣

∣

∣

1 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1,

α12 = (−1)1+2M12 = (−1)3M12 = −
∣

∣

∣

∣

0 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 0,

α13 = (−1)1+3M13 = (−1)4M13 =

∣

∣

∣

∣

0 1
0 0

∣

∣

∣

∣

= 0,

α21 = (−1)2+1M21 = (−1)3M21 = −
∣

∣

∣

∣

2 −3
0 1

∣

∣

∣

∣

= −2,

α22 = (−1)2+2M22 = (−1)4M22 =

∣

∣

∣

∣

1 −3
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1,

α23 = (−1)2+3M23 = (−1)5M23 = −
∣

∣

∣

∣

1 2
0 0

∣

∣

∣

∣

= 0,

α31 = (−1)3+1M31 = (−1)4M31 =

∣

∣

∣

∣

2 −3
1 2

∣

∣

∣

∣

= 7,
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α32 = (−1)3+2M32 = (−1)5M32 = −
∣

∣

∣

∣

1 −3
0 2

∣

∣

∣

∣

= −2,

α33 = (−1)3+3M33 = (−1)6M33 =

∣

∣

∣

∣

1 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1.

Kalojmë tani në gjetjen e përcaktorëve të matricave të rendeve të larta.

Përcaktori i një matrice A të rendit n (n > 1) është shuma e prodhimeve
të elementeve të një rreshti ose një shtylle me kofaktorët e vetë; d.m.th.,
sipas rreshtit të i-të

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ai1αi1 + ai2αi2 + · · ·+ ainαin,

ose sipas shtyllës së j-të

detA = a1jα1j + a2jα2j + · · ·+ anjαnj .

Tani mund të llogarisim vlerën e përcaktorit të matricës nga shembulli 2.

Shembull 3. Llogaritni përcaktorin e matricës

A =





1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 .

Zgjidhje. Llogaritjen e përcaktorit mund ta bëjmë sipas elementëve të cilitdo
rresht ose shtyllë. Mirëpo, për ta lehtësuar punën, zakonisht zgjedhim rreshtin
ose shtyllën e cila ka më së tepërmi vlera zero. Në rastin tonë kjo është shtylla
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e parë (ose rreshti i tretë). Llogarisim, për shembull, sipas shtyllës së parë.
Kemi

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3
0 1 2
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · α11 + 0 · α21 + 0 · α31 = 1 · (−1)1+1

∣

∣

∣

∣

1 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1.

Testoni rezultatin e fituar në shembullin e mësipërm duke gjetur përcak-
torin e matricës me anë të metodës së mësuar në pikën 1.2.

Me metodën e re mund të llogarisim përcaktorin e një matrice të rendit më
të lartë se 3.

Shembull 4. Llogaritni përcaktorin e matricës vijuese të rendit të katërtë

A =









0 1 2 3
2 0 2 5
0 1 0 1
3 2 1 2









.

Zgjidhje. Llogarisim, për shembull, sipas rreshtit të tretë. Kemi

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2 3
2 0 2 5
0 1 0 1
3 2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 · α31 + 1 · α32 + 0 · α33 + 1 · α34

= 1 · (−1)3+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2 3
2 2 5
3 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)3+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2
2 0 2
3 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)5 · 10 + (−1)7 · 12 = −22.

Tani jemi në gjendje të zgjidhim sistemin (1), të fituar në shembullin 1.

Shembull 5. Zgjidhni sistemin e katër ekuacioneve lineare

0.9q1 − 0.1q2 − 0.2q3 − 0.1q4 = 500
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−0.2q1 + 0.7q2 − 0.3q3 − 0.2q4 = 100

−0.2q1 − 0.1q2 + 0.7q3 − 0.1q4 = 200

−0.2q1 + 0.9q4 = 1000.

Zgjidhje. Sipas metodës së Cramer-it kemi

q1 =
d1

detA
, q2 =

d2

detA
, q3 =

d3

detA
, q4 =

d4

detA
,

ku

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 −0.2 −0.1
−0.2 0.7 −0.3 −0.2
−0.2 −0.1 0.7 −0.1
−0.2 0 0 0.9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −0.2 · α41 + 0 · α42 + 0 · α43 + 0.9 · α44

= −0.2 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−0.1 −0.2 −0.1
0.7 −0.3 −0.2
−0.1 0.7 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0.9 · (−1)4+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 −0.2
−0.2 0.7 −0.3
−0.2 −0.1 0.7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.3096,

kurse

d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

500 −0.1 −0.2 −0.1
100 0.7 −0.3 −0.2
200 −0.1 0.7 −0.1
1000 0 0 0.9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1000 · α41 + 0 · α42 + 0 · α43 + 0.9 · α44

= 1000 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−0.1 −0.2 −0.1
0.7 −0.3 −0.2
−0.1 0.7 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0.9 · (−1)4+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

500 −0.1 −0.2
100 0.7 −0.3
200 −0.1 0.7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 326.7,
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d2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 500 −0.2 −0.1
−0.2 100 −0.3 −0.2
−0.2 200 0.7 −0.1
−0.2 1000 0 0.9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −0.2 · α41 + 1000 · α42 + 0 · α43 + 0.9 · α44

= −0.2 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

500 −0.2 −0.1
100 −0.3 −0.2
200 0.7 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1000 · (−1)4+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.2 −0.1
−0.2 −0.3 −0.2
−0.2 0.7 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0.9 · (−1)4+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 500 −0.2
−0.2 100 −0.3
−0.2 200 0.7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 383.5,

d3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 500 −0.1
−0.2 0.7 100 −0.2
−0.2 −0.1 200 −0.1
−0.2 0 1000 0.9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −0.2 · α41 + 0 · α42 + 1000 · α43 + 0.9 · α44

= −0.2 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−0.1 500 −0.1
0.7 100 −0.2
−0.1 200 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1000 · (−1)4+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 −0.1
−0.2 0.7 −0.2
−0.2 −0.1 −0.1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0.9 · (−1)4+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 500
−0.2 0.7 100
−0.2 −0.1 200

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 296.1

dhe

d4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 −0.2 500
−0.2 0.7 −0.3 100
−0.2 −0.1 0.7 200
−0.2 0 0 1000

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −0.2 · α41 + 0 · α42 + 0 · α43 + 1000 · α44

= −0.2 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−0.1 500 500
0.7 100 100
−0.1 200 200

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1000 · (−1)4+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.9 −0.1 −0.2
−0.2 0.7 −0.3
−0.2 −0.1 0.7

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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= 416.6.

Prandaj,

q1 =
d1

detA
=

326.7

0.3096
≈ 1055.23,

q2 =
d2

detA
=

383.5

0.3096
≈ 1238.70,

q3 =
d3

detA
=

296.1

0.3096
≈ 956.40,

q4 =
d4

detA
=

416.6

0.3096
≈ 1345.61.

Përfundimisht, meqë në zbatimin tonë q1, q2, q3, q4 paraqesin sasi prodhimi të
shprehur në njësitë përkatëse, kemi

q1 ≈ 1055, q2 ≈ 1239, q3 ≈ 956, q4 ≈ 1346.

Detyra për ushtrime

1. Llogaritni kofaktorët e matricave

(a) A =

[

1 2
3 4

]

;

(b) B =





1 2 −3
2 −4 2
−1 2 −6



 ;

(c) C =









2 −1 0 −3
−1 1 0 −1
4 0 3 −2
−3 0 0 1









;

(d) D =









3 5 1 0
2 1 4 5
1 7 4 2
−3 5 1 1









.
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2. Llogaritni përcaktorët e matricave A, B, C, D nga detyra 1.

3. Të zgjidhet sistemi vijues i katër ekuacionesh lineare

−x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 14

x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 9

3x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 19

4x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 27.

4. Një biznes makinash automobilistike, shet vetura të Tipit A, B, C dhe D.
Për shkak të negociatave me blerësit për çmimin më të volitshëm, çmimi i
shitjes për secilin tip nuk është i njëjtë. Tabela vijuese tregon shitjet dhe
të ardhurat për një periudhë katërmujore. Llogaritni çmimin mesatar të
shitjes për secilin nga tipet e veturave.

Muaji Tipi A Tipi B Tipi C Tipi D Të ardhurat

1 25 60 50 10 3, 235, 000 C
2 28 42 58 13 2, 870, 000 C
3 45 53 56 15 3, 420, 000 C
4 45 50 50 15 3, 235, 000 C

5. Shqyrtojmë modelin hyrje-dalje të Leontief-it për një ekonomi me dy
mallra, çelik dhe thëngjill. Supozojmë se 0.1 njësi çeliku dhe 2 njësi
thëngjilli kërkohen për të prodhuar 1 njësi çeliku, dhe 0.3 njësi çeliku
kërkohen për të prodhuar 1 njësi thëngjilli. Supzojmë poashtu se kërkesa
e jashtme për mallrat është 12 njësi çeliku dhe 3 njësi thëngjilli. Gjeni
skemën e prodhimit e cila plotëson këtë kërkesë.

6. Supozoni se një ekonomi ka tri mallra – çimento, rrymë elektrike dhe
çelik. Tabela vijuese tregon sasitë e mallrave të përdorura për të prod-
huar një njësi të secilit mall dhe sasitë e prodhimeve finale. Llogaritni
vëllimet e prodhimit për secilin departament.

7. Një korporatë përbëhet nga 4 departamente. Produktiviteti i secilit de-
partament ndikon nevojat e punës të departamenteve tjera sipas tabelës
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Malli Koeficientët Prodhimi

Çimento Rrymë elektrike Çelik final

Çimento 0.2 0.6 0.2 30
Rrymë elektrike 0 0.1 0.4 20

Çelik 0.6 0 0.3 40

vijuese, e cila tregon sasinë e prodhimit të departamentit të i-të të nevoj-
shme për prodhimin e një njësie të departamentit të j-të, dhe sasitë (të
shprehura në njësi përkatëse) e produkteve finale të planifikuara për se-
cilin departament. Llogaritni vëllimet e prodhimeve të departamenteve.

Dept. Koeficientët Prodhimi

1 2 3 4 final

1 0.6 0.002 0 0 1000
2 0.1 0.2 0 0.005 1000
3 0 0.1 0.3 0 1000
4 0.2 0.3 0.4 0.6 1000

8. Vërtetoni se përkufizimi i përcaktorit të një matrice katrore të rendit n, i
dhënë në këtë pikë, për n = 2 është i njëjti me përkufizimin e përcaktorit
të një matrice katrore të rendit 2 të dhënë në pikën 1.2.

9. Vërtetoni se përkufizimi i përcaktorit të një matrice katrore të rendit n, i
dhënë në këtë pikë, për n = 3 është i njëjti me përkufizimin e përcaktorit
të një matrice katrore të rendit 3 të dhënë në pikën 1.2.

1.4 Shumëzimi i matricave. Matrica inverse

Me anë të metodës së Cramer-it, duke zbërthyer përcaktorët sipas një rreshti
ose një shtylle, parimisht, mund të zgjidhim sisteme ekuacionesh lineare me
çfarëdo numri të panjohurash. Mirëpo, në rastin e përgjithshëm, për të zgjid-
hur një sistem prej 5 ekuacionesh me 5 të panjohura duhet llogaritur 5 për-
caktorë të rendit 4, e për llogaritjen e secilit prej tyre duhet llogaritur nga
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4 përcaktorë të rendit 3; d.m.th., gjithsej 20 përcaktorë të rendit 3. Puna
vështirësohet edhe më në rastet e sistemeve me më tepër të panjohura.

Metoda vijuese na mundëson të zgjidhim një sistem ekuacionesh lineare
duke eliminuar njërën pas tjetrës të panjohurat në ekuacionet e sistemit, për
ta transformuar kështu në një sistem ekuivalent i cili është më i lehtë për t’u
zgjidhur.

Përshkruajmë këtë metodë me një shembull.

Shembull 1. Zgjidhni sistemin

x1 + x2 + 3x4 = 4

2x1 + x2 − x3 + x4 = 1

3x1 − x2 − x3 + 2x4 = −3

−x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 4

Zgjidhje. Përshkruajmë ekuacionin e parë, shumëzojmë ekuacionin e parë me 2
dhe e zbresim nga i dyti, pastaj shumëzojmë të parin me 3 dhe e zbresim nga
i treti dhe, në fund, i mbledhim të parin ekuacionit të katërtë. Si rezultat,
fitojmë sistemin ekuivalent

x1 + x2 + 3x4 = 4

−x2 − x3 − 5x4 = −7

−4x2 − x3 − 7x4 = −15

3x2 + 3x3 + 2x4 = 8.

Në sistemin e ri, me qëllim eliminim të ndryshores x2 nga ekuacioni i tretë
dhe ai i katërtë, shumëzojmë ekuacionin e dytë me 4 dhe ia zbresim të tretit,
pastaj shumëzojmë ekuacionin e dytë me 3 dhe ia mbledhim të katërtit, për
të fituar

x1 + x2 + 3x4 = 4

−x2 − x3 − 5x4 = −7

+ 3x3 + 13x4 = 13

− 13x4 = −13.
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Sistemin e fundit mund ta zgjidhim duke gjetur së pari vlerën për x4 nga
ekuacioni i fundit

x4 =
−13

−13
= 1,

pastaj vlerën e fituar e zëvendësojmë në ekuacionin e parafundit për të gje-
tur x3

3x3 = 13− 13x4,

ose

x3 =
1

3
(13− 13 · 1) = 0,

dhe kështu me rradhë deri tek ekuacioni i parë:

x2 = −(−7 + 5x4 + x3) = −(−7 + 5 · 1 + 0) = 2,

x1 = 4− 3x4 − x2 = 4− 3− 2 = −1.

Metoda e tillë e zgjidhjes së sistemeve të ekuacioneve lineare quhet metoda
e eleiminimit e Gauss-it.

Edhe më lehtë, pa i shënuar fare ndryshoret e ekuacioneve, metodën do të
mund ta zbatonim duke e aplikuar në matricën e zgjeruar të sistemit, e cila
përbëhet nga matrica e koeficientëve të sistemit, të cilës i përshkruhet nga e
djathta shtylla e lirë. Pastaj veprimet kryhen mbi elementët e kësaj matrice.

Përkujtojmë se në pikën 1.2 kemi përkufizuar mbledhjen dhe zbritjen e dy
matricave. Përkufizojmë në vazhdim dy veprime të reja me matrica: shumëz-
imin e matricës me skalar (numër) dhe shumëzimin e dy matricave.

Në qoftë se k është një numër (ose, skalar), atëherë prodhimi skalar i
skalarit k me një matricë A është matrica B e rendit të njëjtë sikur A,
elementet e së cilës janë të barabartë me prodhimin e elementëve përkatës
të A me k; pra, B = kA = [bij ], ku bij = k · aij .
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Shembull 2. Shumëzoni skalarisht matricën

A =

[

−1 2
3 −4

]

me numrin 5.

Zgjidhje.

kA = 5 ·
[

−1 2
3 −4

]

=

[

5 · (−1) 5 · 2
5 · 3 5 · (−4)

]

=

[

−5 10
15 −20

]

.

Përkufizojmë në vazhdim prodhimin matricor, ose, shkurt, prodhimin, e një
matrice A me një matricë B. Për këtë, është e nevojshme që numri i shtyllave
të matricës A të jetë i barabartë me numrin e rreshtave të matricës B. Kështu,
në qoftë se matrica A është e rendit m × p, kurse matrica B e rendit p × n,
atëherë prodhimi A · B do të jetë matricë e rendit m × n (shihni skemën e
mëposhtme).

A B

m× p p× n

Tregon se A mund të shumëzohet me B

Tregon dimensionin e prodhimit A ·B
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Në qoftë se A është një matricë e rendit m × p dhe B është një matricë
e rendit p × n, atëherë prodhimi matricor i matricës A me B është ma-
trica C e rendit m× n, elementet e së cilës janë të barabarta me shumën
e prodhimeve të elementeve të një rreshti të A me elementet përkatëse të
një shtylle të B; pra, C = AB = [cij ], ku

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj =
p
∑

k=1

aikbkj .

Shembull 3. Le të jenë

A =





2 1 −1
3 1 2
0 −2 −3



 , B =





1 −1 1
2 −1 2
3 0 −3



 ,

C =
[

2 3 4
]

, D =





1
−1
2



 .

Llogaritni prodhimet AB, AD, CD, DC.

Zgjidhje. Meqë dimensionet e matricave A e B janë 3 × 3 dhe 3 × 3, atëherë
është i mundur prodhimi AB, dhe rezultati do të jetë sërish një matricë 3× 3:

AB =





2 1 −1
3 1 2
0 −2 −3



 ·





1 −1 1
2 −1 2
3 0 3





=





2 · 1 + 1 · 2 + (−1) · 3 2 · (−1) + 1 · (−1) + (−1) · 0
3 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3 3 · (−1) + 1 · (−1) + 2 · 0

0 · 1 + (−2) · 2 + (−3) · 3 0 · (−1) + (−2) · (−1) + (−3) · 0
2 · 1 + 1 · 2 + (−1) · 3

3 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3
0 · 1 + (−2) · 2 + (−3) · 3




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=





1 −3 1
11 −4 11
−13 2 −13



 .

Më tutje, meqë dimensionet e A e D janë, përkatësisht, 3×3 e 3×1, prodhimi
AD do të jetë matricë e rendit 3× 1:

AD =





2 1 −1
3 1 2
0 −2 −3



 ·





1
−1
2





=





2 · 1 + 1 · (−1) + (−1) · 2
3 · 1 + 1 · (−1) + 2 · 2

0 · 1 + (−2) · (−1) + (−3) · 2



 =





−1
6
−4



 .

Ngjashëm, CD është matricë e rendit 1× 1,

CD =
[

2 3 4
]

·





1
−1
2



 =
[

2 · 1 + 3 · (−1) + 4 · 2
]

=
[

7
]

.

Nga ana tjetër, DC është një matricë e rendit 3× 3,

DC =





1
−1
2



 ·
[

2 3 4
]

=





1 · 2 1 · 3 1 · 4
(−1) · 2 (−1) · 3 (−1) · 4

2 · 2 2 · 3 2 · 4



 =





2 3 4
−2 −3 −4
4 6 8



 .

Vërejmë në shembullin e mësipërm se CD 6= DC, që d.m.th. se shumë-
zimi matricor nuk e gëzon vetinë e ndërrimit. Por, mund të vërtetohet se
gëzon vetinë e shoqërimit, d.m.th., në qoftë se për tri matrica A, B, C është i
mundur prodhimi (A ·B) ·C, atëherë është i mundur edhe prodhimi A · (B ·C),
dhe

(A ·B) · C = A · (B · C).
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Pjesëtimi i një matrice me një tjetër nuk përkufizohet. Por, ekziston një
veprim i ngjashëm, i cili përkufizohet me anë të matricës inverse të një matrice.

Së pari japim kuptimin e matricës identike.

Matricë identike I është një matricë katrore e cila i ka të gjitha elementet
e diagonales të barabartë me 1, kurse të gjithë elementet tjerë të barabartë
me 0.

Për shembull, matricat identike të rendeve 2× 2, 3× 3 dhe 4× 4 janë

[

1 0
0 1

]

,





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.

Shembull 4. Gjeni prodhimin e një matrice katrore të rendit 2

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

me matricën identike I të rendit 2× 2. Gjeni pastaj prodhimit IA.

Zgjidhje. Kemi

AI =

[

a11 a12

a21 a22

]

·
[

1 0
0 1

]

=

[

a11 · 1 + a12 · 0 a11 · 0 + a12 · 1
a21 · 1 + a22 · 0 a21 · 0 + a22 · 1

]

=

[

a11 a12

a21 a22

]

= A.

Poashtu,

IA =

[

1 0
0 1

]

·
[

a11 a12

a21 a22

]

=

[

1 · a11 + 0 · a21 1 · a12 + 0 · a22

0 · a11 + 1 · a21 0 · a12 + 1 · a22

]

=

[

a11 a12

a21 a22

]

= A.
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Mund të vërtetohet (shhni detyrën 12) se për çdo matricë A dhe matricë
identike I për të cilën ekziston prodhimi AI ose IA vlen

AI = A and IA = A.

Për matricë katrore A të rendit n themi se është josingulare në qoftë se
detA 6= 0.

Në qoftë se A është një matricë josingulare, atëherë matrica inverse e A,
e shënojmë me A−1, quhet matrica e tillë që

A · A−1 = A−1 ·A = I.

Por, shtrohet pyetja, si gjendet matrica inverse A−1 e një matrice josingu-
lare A? Përgjegjjen e jep pohimi vijues.

Në qoftë se A është një matricë josingulare, atëherë matrica e saj in-
verse A−1 është

A−1 =
1

detA
· adjA,

ku adjA është matrica e adjonguar e matricës A, e cila përbëhët nga
kofaktorët sipas rreshtave të elementëve të A të rradhitur sipas shtyllave:

adjA =















α11 α21 α31 . . . αn1

α12 α22 α32 . . . αn2

α13 α23 α33 . . . αn3

...
...

...
...

α1n α2n α3n . . . αnn















.
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Pra, vërejmë se kofaktorët e elementeve të rreshtit i-të të A janë elementët
e shtyllës së i-të të adjA.

Shembull 5. Gjeni matricën inverse të matricës

A =





1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 .

Zgjidhje. Në shembullin 2 kemi llogaritur kofaktorët e matricës A:

α11 = 1, α21 = −2, α31 = 7,

α12 = 0, α22 = 1, α32 = −2,

α13 = 0, α23 = 0, α33 = 1.

Prandaj

adjA =





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 .

Në shembullin 3 kemi llogaritur, poashtu, se detA = 1. Kështu,

A−1 =
1

detA
· adjA =

1

1
·





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 =





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 .

Shqyrtojmë, në fund, edhe një mënyrë të paraqitjes së një sistemi ekua-
cionesh lineare (trajtën matricore), dhe një zgjidhjen e sistemit me anë të
matricës inverse.

Vëjmë, si zakonisht,

A =















a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann















,
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si dhe

X =















x1

x2

x3

...
xn















, B =















b1
b2
b3
...
bn















.

Vërejmë barazimin (matricor)

AX = B. (1)

Duke e zhvilluar sipas elementëve të rreshteve të matricës A dhe shtyllës X ,
fitojmë















a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn
a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · ·+ a3nxn

...
an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · ·+ annxn















=















b1
b2
b3
...
bn















,

d.m.th.

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · ·+ a3nxn = b3 (2)

...

an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · ·+ annxn = bn,

që pikërisht paraqet trajtën e përgjithshme të një sistemi n ekuacionesh lineare
me n të panjohura.

Vërejmë se

X = A−1B (3)

është zgjidhja e ekuacionit (1).
Vërtet,

AX = A(A−1B) = (AA−1)B = IB = B.

Kështu, ekuacioni (3) na jep zgjidhjet e sistemit të ekuacioneve lineare (2)
me anë të matricës inverse A−1 të matricës A të koeficientëve të sistemit.
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Shembull 6. Zgjidhni sistemin

x1 + 2x2 − 3x3 = −3

x2 + 2x3 = 5

x3 = 2.

Zgjidhje. Matrica e koeficientëve të sistemit është

A =





1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 .

Prandaj sistemi ynë mund të shkruhet në formën matricore




1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 ·





x1

x2

x3



 =





−3
5
2



 .

Në shembullin 5 kemi gjetur matricën inverse

A−1 =





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 .

Prandaj, sipas formulës (3),

X = A−1B =





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 ·





−3
5
2



 =





1
1
2



 ;

d.m.th.,
x1 = 1, x2 = 1, x3 = 2.

Zgjidhja me anë të matricës inverse e sistemit të ekuacioneve lineare, edhe
pse në dukje të parë e thjeshtë, ka më tepër vlerë teorike sesa praktike; kjo
për arsye se llogaritja e matricës inverse kërkon kryerjen e një numri të madh
veprimesh, dhe si e tillë është e papërshtatshme për t’u zbatuar në praktikë.
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Detyra për ushtrime

1. Për matricat A, B, C, D të dhëna me

A =





1 −4 −1
−2 0 3
7 −1 5



 , B =





5 3 1
−2 1 1
6 −1 4



 ,

C =

[

1 3 −2
0 −1 1

]

, D =





4 −3
2 3
1 −1





tregoni se a janë të mundura veprimet vijuese, dhe në qoftë se po, gjeni
rezultatin.

(a) AB;

(b) AC;

(c) BD;

(d) CD;

(e) BA;

(f) CA;

(g) DA.

2. Të zgjidhet sistemi

2x1 + x2 − x3 + x4 − 3x5 = 9

x1 + 2x3 − x4 + x5 = 3

−2x2 − x3 + x4 − x5 = −6

3x1 + x2 − 4x3 + 5x5 = 0

x1 − x2 − x3 − x4 + x5 = −3

3. Të zgjidhet sistemi

4x1 − x2 + x3 = 8

2x1 + 5x2 + 2x3 = 3

x1 + 2x2 + 4x3 = 11
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(a) me metodën e eliminimit të Gauss-it;

(b) me metodën e Cramer-it;

(c) me metodën e matricës inverse.

4. Një biznismen i vogël alokon kohën e tij ndërmjet shitjesh (si klientëve të
vjetër ashtu atyre të rinjë), menagjimit të zyrës dhe planifikimit afatg-
jatë. Ai vendos se gjysmëm e kohës së tij duhet t’ua përkushtojë shitjeve
dhe atë dy herë më tepër kohë klientëve të vjetër sesa klientëve të rinjë.
Gjithashtu, ai vendos t’i përkushtojë dy herë më tepër kohë klientëve të
rinjë sesa planifikimit afatgjatë. Supozoni se ai punon 40 orë në javë. Si
duhet ta alokojë kohën e tij biznismeni ashtu që të arrijë qëllimet e veta?

5. Supozoni se çmimet e blerjes dhe kostot e transposrtit (për njësi) për
drurin, pjesët anësore dhe kulmin të përdorura në ndërtimtari janë dhënë
me tabelën vijuese.

Druri Anësoret Kulmi
Blejra 6 4 2
Transporti 1 1 0.5

Shkruani matricën e cila paraqet çmimin për njësi. Në qoftë se furnizuesi
deklaron një rritje prej 10% si për blerje ashtu edhe për transport të
këtyre mallrave, gjeni shprehjen për matricën e re të kostos për njësi.
Gjeni matricën e re të kostos?

6. Një agjenci siguracionesh regjistron shitjet e kryera nga secili agjent në
një pano të madhe. Agjencia ka një staf shitës pesëanëtarësh, dhe ofron
siguracion jete, siguracion veture dhe siguracion shtëpie. Panoja mund
të organizohet siç është treguar në tabelën vijuese.

Tipi i policës Alisa Mjellma Fisniku Dardani Helena
Jete 8 10 6 3 5
Veture 3 4 12 12 10
Shtëpie 7 6 3 2 8
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Të dhënat në tabelën janë për muajin janar. Në qoftë se pajtohemi të
mbajmë mend domethënien e fushës në secilën pozitë, atëherë shifrat e
shitjes për janar mund të paraqiten me anë të një matrice 3× 5

A =





8 10 6 3 5
3 4 12 12 10
7 6 3 2 8



 .

Matrica përkatëse për shkurt është

B =





4 6 5 6 4
5 2 2 6 8
6 8 5 2 6



 .

(a) Gjeni matricën e cila paraqet shitjet e kombinuara për janar dhe
shkurt.

(b) Në qoftë se menagjeri i shitjes planifikon për mars për secilin shitës
të realizojë dyfishin e shkurit për secilin tip police, gjeni matricën
që paraqet pikësynimin.

7. Në situatën e përshkruar në detyrën 6, për kuartalin qershor deri gusht
është planifikuar që shitjet të jenë të barabarta me shumën e shitjeve në
janar dhe dyfishin e tyre në shkurt. Gjeni matricën e cila paraqet shitjen
e planifikuar.

8. Në situatën e përshkruar në detyrën 6, 1,000 C për një policë jete, 600 C
për një policë veture, dhe 500 C për një policë shtëpie. Gjeni matricat C
dhe D që paraqesin të ardhurat e gjeneruara nga secili shitës për secilin
tip police në janar dhe shkurt. Gjeni matricën P të tillë që C = PA dhe
D = PB.

9. Në situatën e përshkruar në detyrën 8, supozoni se është planifikuar që
të ardhurat në mars të jenë 10% më të larta sesa ato në shkurt. Gjeni
matricën e cila paraqet të ardhurat e rritura.

10. Në situatën e përshkruar në detyrën 8, supozoni se menagjeri i shitjeve
ka planifikuar të ardhurat në mars krahasuar me ato në shkurt të rriten
për 10% për të ardhurat nga të gjitha tipet e policave për Alisën, dhe
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15% rritje të ardhurash nga të gjitha tipet e plicave për Dardanin. Gjeni
matricën R ashtu që matrica e të ardhurave për mars të jetë E = DR.

11. Cila është matrica katrore D = [dij ] e rendit n me vetinë

dij = 1 për i = j

dhe
dij = 0 për i 6= j?

12. Tregoni se për çdo matricë katrore të rendit n

A =















a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann















vlen
AI = IA = A,

ku I është matrica identike e rendit n× n.



Kapitulli 2

Vargjet dhe seritë

2.1 Vargjet dhe limitet e vargjeve

Siç do të bindemi në kapitujt vijues, analiza matematike është një degë tejet
e fuqishme e matematikës me diapazon të gjerë zbatimesh. Ajo që e bën të
fuqishme analizën matematike dhe e dallon nga algjebra është nocioni i limitit,
dhe qëllimi i kësaj pike është të ofrojë një hyrje në këtë nocion të rëndësishëm.
Qasja jonë do të jetë intuitive më tepër sesa formale. Idetë e skicuara këtu for-
mojnë bazat për një zhvillim më rigoroz të ligjeve dhe procedurave të analizës
matematike dhe qëndrojnë mu në zemrën e shumë nga matematika bashkëko-
hore.

Në këtë kapitull do të merremi me procesin limit të një vargu, kurse që në
kapitullin vijues këtë nocion do ta zgjerojmë edhe për funksione.

Nocioni i vargut është përgjithësim i matricës njërreshtëshe nga kapitulli
paraprak. Kështu, matricën [a1, a2, a3, . . . , ap] me dimensione 1 × p do ta
quajmë varg të fundmë.

Kur flasim për vargje, zakonisht, i lëmë menjanë kllapat e matricës, kështu
që një varg të fundmë rëndom e shënojmë në formën

a1, a2, a3, . . . , ap,

ose, edhe me shkurt, {an}pn=1.

45



46 KAPITULLI 2. VARGJET DHE SERITË

Vërejmë se në qoftë se kemi një varg të fundmë {an}pn=1, atëherë çdo numri
të plotë n nga intervali 1 ≤ n ≤ p i është shoqëruar një numër real an. Tabela
vijuese ilustron këtë shoqërim.

n 1 2 3 . . . p

an a1 a2 a3 . . . ap

Tani, në qoftë se numrin n nuk e kufizojmë nga sipër me p; d.m.th., çfarëdo
numri të plotë n ≥ 1 (pra, numri natyror) i shoqërohet një numër real an,
atëherë fitohet varg i pafundmë (ose, shkurt, varg). Shoqërimi i tillë është
ilustruar me tabelën vijuese.

n 1 2 3 . . . n . . .
an a1 a2 a3 . . . an . . .

Një varg i pafundmë zakonisht shënohet në formën

a1, a2, a3, . . . , an, . . .

Në matematikë përdoret simboli ∞ (lexoni: „infinit“) për të paraqitur një
madhësi e cila zmadhohet përtej çdo kufiri të fundmë. Është me rëndësi të
mbajmë mend se ∞ kurrë nuk paraqet një numër.

Kështu, në trajtë të shkurtuar, një varg numerik e paraqesim në formën
{an}∞n=1, e cila tregon se n mund të rritet pafundësisht. Ndonjëherë, madje,
një varg e shënojmë, thjesht, duke vënë elementin e përgjithshëm të tij an.

Shembull 1. (a) Në qoftë se rregulla e shoqërimit të n me an është an = 1
n ,

atëherë a1 = 1
1 = 1, a2 = 1

2 , a3 = 1
3 , . . . , kështu që vargu i fituar si

rezultat është

1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

(b) Në qoftë se an = n
n+1 , atëherë vargu i fituar është

1

2
,

2

3
,
3

4
, . . . ,

n

n+ 1
, . . .

(c) Në qoftë se an = (−1)n 1
2n , atëherë vargu i fituar është

−1

2
,

1

4
,−1

6
, . . . , (−1)n

1

2n
, . . .
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Në vazhdim marrim në shqyrtim procesin limit të një vargu. E thënë në vija
të trasha, ky proces limit ka të bëjë me ekzaminimin e sjelljes së një vargu an
kur n rritet pafundësisht. Kështu ekonomistët të cilët flasin për profitin vjetor
afatgjatë kanë, në fakt, të bëjnë me sjellje limite.

Për të ilustruar konceptin e limitit, supozojmë se dëshirojmë të dijmë çfarë
ndodh me vargun an = 1

n kur n rritet pafundësisht. Një ndjenë për situatën
mund ta përfitojmë në qoftë se llogarisim vlerat e an duke shfrytëzuar vlera
të n të cilat shkojnë githnjë duke u rritur. Tabela vijuese përmbledh sjelljen
e an kur n rritet pafundësisht.

n 10 100 200 500 1000 10000
an 0.1 0.01 0.005 0.002 0.001 0.0001

Vlerat e elementeve të vargut nga kjo tabelë sugjerojnë se an i afrohet num-
rit 0 kur numri n rritet pafundësisht. Në matematikë sjellja e tillë përshkruhet
duke thënë „limiti i an kur n tenton nga ∞ është 0“ dhe shkurt shënohet

lim
n→∞
an = 0.

Në mënyrë më të përgjithshme, limiti i an kur n rritet pafundësisht mund
të përkufizohet joformalisht si vijon.

Limiti i një vargu. Në qoftë se an i afrohet gjithmonë më afër numrit L
kur n rritet pafundësisht, atëherë L është limit i an kur n tenton nga ∞.
Sjellja e tillë shprehet duke shënuar

lim
n→∞
an = L.

Gjeometrikisht, shprehja për limitin lim
n→∞
an = L ka domethënien se pi-

kat an i afrohen në boshtin numerik pikës L kur n rritet pafundësisht. Fi-
gura 2.1 ilustron faktin

lim
n→∞

1

n
= 0,

të shqyrtuar më parë.
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anbc
0

b

1

1

b

1

2

b

1

3

b

1

5

b

1

10

b

1

20

b

1

50

Figura 2.1. Interpretimi i gjeometrik i shprehjes lim
n→∞

1

n
= 0.

Është me rëndësi të kuptohet se limiti përshkruan sjelljen e vargut kur n
tenton nga ∞, e jo në vetë ∞. Siç përmendëm edhe më parë, ∞ nuk është
numër dhe n nuk mund të bëhet i barabartë me ∞.

Limitet u nënshtrohen rregullave të caktuara algjebrike, të cilat mund të
shfrytëzohen gjatë llogaritjeve. Këto rregulla, të cilat duken të besueshme në
bazë të përkufizimit tonë joformal të limitit, vërtetohen formalisht në kurse më
teorike të matematikës. Ato janë të rëndësishme sepse thjeshtësojnë llogaritjen
e limiteve.

Vetitë algjebrike të limiteve. Në qoftë se ekzistojnë lim
n→∞
an dhe

lim
n→∞
bn, atëherë

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞
an + lim

n→∞
bn,

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞
an − lim

n→∞
bn,

lim
n→∞

(kan) = k lim
n→∞
an për çdo konstantë k,

lim
n→∞

(anbn) =
(

lim
n→∞
an
)(

lim
n→∞
bn
)

,

lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞
an

lim
n→∞
bn

në qoftë se lim
n→∞
bn 6= 0,

lim
n→∞
apn =

(

lim
n→∞
an
)p

në qoftë se ekziston lim
n→∞

apn.

D.m.th., limiti i një shume, ndryshimi, prodhimi, herësi ose fuqie është
shuma, ndryshimi, prodhimi, herësi ose fuqia e limiteve të veçanta,
përderisa të gjitha shprehjet janë të definuara.
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Dy vetitë vijuese kanë të bëjnë me limitet e dy vargjeve elementare, dhe
mund të shfrytëzohen për gjetjen e limiteve të vargjeve tjera.

Për çdo konstantë k,

lim
n→∞
k = k dhe lim

n→∞
n =∞.

D.m.th., limiti i një konstante është vetë konstanta, dhe limiti i an = n
kur n tenton në ∞ është ∞.

Dy vetitë e fundit mund të arsyetohen lehtë. Gjeometrikisht, të gjithë ele-
mentet e vargut konstant an = k përputhen në boshtin numerik me pikën k,
prandaj lim

n→∞
k = k. Nga ana tjetër, lim

n→∞
n = ∞ thotë se kur n rritet pa-

fundësisht edhe vlerat e elementëve të vargut an = n rriten pafundësisht.

Limitet të cilat kanë të bëjnë me fuqi dhe vlera reciproke fuqishë mund të
llogariten si vijon, për k > 0:

lim
n→∞
nk =∞ dhe lim

n→∞

1

nk
= 0.

Vetia e parë thotë se, për k > 0, vlerat e nk rriten pafundësisht kur n tenton
nga∞. Vetinë e dytë mund ta provojmë mbështetur në rregullat algjebrike të
dhëna më parë dhe faktin se lim

n→∞

1
n = 0:

lim
n→∞

1

nk
= lim
n→∞

(

1

n

)k

=

(

lim
n→∞

1

n

)k

= 0k = 0.

Në formë më të përgjithshme, limiti i një shprehjeje polinomiale aknk +
ak−1n

k−1 + · · ·+a1n+a0 përcaktohet nga termi me fuqinë më të madhe, i cili
rritet (ose zvogëlohet) më shpejt sesa termat tjerë me fuqi më të vogla.
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Limiti i një shprehjeje polinomiale. Në qoftë se an 6= 0, atëherë

lim
n→∞

(akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n+ a0) = lim
n→∞
akn

k.

D.m.th., për të gjetur limitin, marrim limitin e termit me fuqinë më të
madhe.

Rregulla e mësipërme shfrytëzohet për të përcaktuar se a është ∞ apo
−∞ limiti i një shprehjeje polinomiale kur n tenton në ∞; pra, a rritet apo
zvogëlohet pafundësisht shprehja kur n rritet pafundësisht.

Shembull 2. Gjeni lim
n→∞

(1 − n2 + 4n3 − 3n4).

Zgjidhje. Kemi

lim
n→∞

(1 − n2 + 4n3 − 3n4) = lim
n→∞

(−3n4) = −3( lim
n→∞
n4) = −∞.

Pra elementët e vargut an = 1 − n2 + 4n3 − 3n4 zvogëlohen pafundësisht
kur n rritet pafundësisht.

Mënyra për të gjetur limitin e një shprehjeje racionale sipas n, d.m.th. një
herësi të dy shprehjesh polinomiale, është të krahasohen fuqitë më të mëdha të
numëruesit dhe emëruesit, dhe të pjesëtohen numëruesi dhe emëruesi me n të
ngritur në më të voglën nga këto fuqi. Një gjë e tillë do të reduktojë problemin
në të tillë ku shumica e termave janë të formës ank , të cilët i afrohen zeros kur n
tenton nga ∞.

Limiti i një shprehjeje racionale. Për të gjetur limitin kur n tenton
nga ∞ të një shprehjeje racionale sipas n:

1. Krahasoni fuqitë më të mëdha të numëruesit dhe emëruesit, dhe
pjesëtoni numëruesin dhe emëruesin me n të ngritur në më të voglën
nga këto fuqi.

2. Gjeni limitet e numëruesit dhe emëruesit të ri.
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Shembull 3. Gjeni lim
n→∞

3n2−2n+1
2n2+3n−1 .

Zgjidhje. Pjesëtojmë numëruesin dhe emëruesin me n2, për të fituar

lim
n→∞

3n2 − 2n+ 1

2n2 + 3n− 1
= lim
n→∞

3n2−2n+1
n2

2n2+3n−1
n2

= lim
n→∞

3− 2
n + 1

n2

2 + 3
n − 1

n2

=
3− 0 + 0

2 + 0− 0
=

3

2
.

Shembull 4. Gjeni lim
n→∞

−n2+2n+1
5n−2 .

Zgjidhje. Pjesëtojmë numëruesin dhe emëruesin me n, për të fituar

lim
n→∞

−n2 + 2n+ 1

5n− 2
= lim
n→∞

−n+ 2 + 1
n

5− 2
n

.

Meqë

lim
n→∞

(

−n+ 2 +
1

n

)

= −∞ dhe lim
n→∞

(

5− 2

n

)

= 5,

rrjedh se

lim
n→∞

−n2 + 2n+ 1

5n− 2
= −∞.

Marrim në shqyrtim tani vargun an =
(

1 + 1
n

)n
. Limiti i këtij vargu kur n

tenton nga∞ zakonisht shënohet me e dhe quhet baza natyrore eksponenciale:

e = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

.

„Prit pak!“ mund të thoni, „ky limit duhet të jetë 1, meqë
(

1 + 1
n

)n
me

siguri tenton nga 1 kur n rritet pafundësisht, dhe 1n = 1 për çdo n.“ Mirëpo
nuk është ashtu. Procesi limit nuk funksionon kësisoji, siç mund të shohim
nga tabela vijuese:
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n 1 10 100 1, 000 10, 000 100, 000
(

1 + 1
n

)n
2 2.5937 2.7048 2.7169 2.7182 2.7183

Numri e është nga më të rëndësishmit në tërë matematikën, dhe vlera e tij
është llogaritur me saktësi të madhe. Vlera e tij në pesë decimale është

e = 2.71828...

Në analizën matematike vërtetohet se numri i decimaleve të tij është i pa-
fundmë dhe se ato nuk përsëriten në mënyrë periodike.1

Të përmbledhim:

Baza natyrore eksponenciale e. Numri

e = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= 2.71828...

quhet baza natyrore eksponenciale.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni pesë elementët e parë të vargjeve

(a) an = 2n− 5;

(b) an = − 1
2n+ 3;

(c) an = 2n+3
n+1 ;

(d) an =
(

1 + 1
n

)n
;

(e) an = n+(−1)n

2 .

2. Sygjeroni elementin e përgjithshëm an për vargun

(a) 1, 1
3 , 1

5 , 1
7 , . . .

1Numrat e tillë njihen në matematikë si numra irracionalë.
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(b) 2
3 , 4

5 , 8
7 , 16

9 , . . .

(c) 1, − 1
3 , 1

5 , − 1
7 , . . .

3. Gjeni lim
n→∞
an për vargjet

(a) an = n
n+1 ;

(b) an = (−1)n 1
2n ;

(c) an = 3n−1
2n+3 ;

(d) an = 5n−7
1−3n ;

(e) an = n3−2n−1
n−3 ;

(f) an = n−1
−n3+2n+1 ;

(g) an = 3−n
−n2+5n−2 .

4. Gjeni

(a) lim
n→∞

n√
n2−5

;

(b) lim
n→∞

3n3−2n+4
5n2
√
n2+2

;

(c) lim
n→∞

(
√
n2 + n−

√
n2 − n).

5. Themi se një varg {an}∞n=1 është monoton rritës në qoftë se çdo element
i tij është më i vogël sesa elementi pasardhës; d.m.th., për çdo n është
an < an+1. Cilët nga vargjet vijues janë monoton rritës?

(a) an = 1
n

(b) an = 1− 1
n

(c) an = 1 + 1
n

(d) an = 1
2n

(e) an = (−1)n 1
2n

6. Themi se një varg {an}∞n=1 është monoton zvogëlues në qoftë se çdo
element i tij është më i madh sesa elementi pasardhës; d.m.th., për çdo n
është an > an+1. Cilët nga vargjet vijues janë monoton zvogëlues?
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(a) an = 1
n

(b) an = 1− 1
n

(c) an = 1 + 1
n

(d) an = 1− 1
2n

(e) an = (−1)n 1
2n

7. Themi se një varg {an}∞n=1 është i kufizuar në qoftë se ekzistojnë dy
numra m dhe M ashtu që çdo element i vargut ndodhet ndërmjet tyre;
d.m.th., për çdo n është m ≤ an ≤ M . Numrat m dhe M quhen kufi i
poshtëm dhe kufi i sipërm i vargut an. A është i kufizuar vargu vijues?
Gjeni një kufi të poshtëm dhe një kufi të sipërm të vargut.

(a) an = 1
n

(b) an = 1− 1
n

(c) an = 1 + 1
n

(d) an = 1− 1
2n

(e) an = (−1)n 1
2n

8. Gjeni lim
n→∞
an për vargjet

(a) an =
(

1 + 1
2n

)n
;

(b) an =
(

1− 1
n

)n
;

(c) an =
(

1 + 3
n

)n
;

(d) an =
(

1 + 1
n

)5n
;

(e) an =
(

1 + 4
n

)5n
;

(f) an =
(

1− 2
3n

)−4n
.

9. Le të jenë {an}∞n=1 dhe {bn}∞n=1 dy vargje. Themi se një varg {an}∞n=1

është O(bn) (shënojmë an = O(bn)) në qoftë se ekzistojnë konstantat C
dhe n0 të tilla që an ≤ Cbn për çdo n > n0. Vërtetoni transformimet
vijuese në shprehje në të cilat përdoret notacion-O.

(a) O(1) = O(2)
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(b) an = O(an)

(c) cO(an) = O(an)

(d) O(can) = O(an)

(e) O(an) O(bn) = O(anbn)

(f) Në qoftë se an = O(bn), atëherë O(an) + O(bn) = O(bn).

10. Duke shfrytëzuar faktet se

lim
n→∞

lnn

n
= 0

dhe se për çdo k dhe çdo α > 1

lim
n→∞

nk

αn
= 0,

vërtetoni se

(a) lnn = O(n), por n 6= O(lnn);

(b) n lnn = O(n3/2), por n3/2 6= O(n lnn);

(c) nm = O(αn), por αn 6= O(nm).

2.2 Progresioni aritmetik dhe ai gjeometrik

Nga pikëvështrimi i zbatimit në biznes dhe ekonomiks, me rëndësi të veçantë
janë dy tipe vargjesh: vargu (ose progresioni) aritmetik dhe vargu gjeometrik.

Progresioni aritmetik. Një varg a1, a2, a3, . . . , an, . . . është varg (ose
progresion) aritmetik në qoftë se çdo term përveç të parit fitohet duke ia
shtuar termit paraardhës një numër konstant d (të quajtur diferencë, ose
ndryshim); d.m.th., në qoftë se për çdo n > 1 është

an − an−1 = d.
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Shembull 1. Një biznes prodhimi detergjenti kishte në vitin 2005 produktin
vjetor 147 ton. Pronari ka planifikuar që çdo vit të rrisë produktivitetin për
4.5 ton. Sa do të jetë prodhimi i planifikuar vjetor në vitin 2007?

Zgjidhje. Meqë prodhimi çdo vit është planifikuar të ndryshojë nga prodhimi
vjetor paraprak për 4.5 ton, vargu i prodhimeve të planifikuara vjetore është
progresion aritmetik, siç është ilustruar me tabelën vijuese.

Viti 2005 2006 2007 . . .
n 1 2 3 . . .
an 147 151.5 156 . . .

Pra, prodhimi vjetor në vitin 2007 është paraparë të jetë a3 = 156 ton de-
tergjent.

Për të gjetur elementin e përgjithshëm an të një progresioni aritmetik vë-
rejmë se

an = an−1 + d = (an−2 + d) + d = an−2 + 2d

= an−3 + 3d = · · · = a1 + (n− 1)d.

Pra, elementi i përgjithshëm i një vargu aritmetik me element të parë a1

dhe ndryshim d është

an = a1 + (n− 1)d.

Shembull 2. Gjeni sasinë e prodhimit vjetor të planifikuar për vitin 2015 në
zbatimin nga shembulli 1.

Zgjidhje. Siç pamë gjatë zgjidhjes së shembullit 1, prodhimet e planifikuara
vjetore formojnë progresion aritmetik me a1 = 147, d = 4.5. Tani kërkohet
elementi a11 i vargut. Kemi

a11 = a1 + (11− 1)d = 147 + 10 · 4.5 = 192

ton.
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Në shumë zbatime është e nevojshme të gjendet shuma e n elementeve të
para të një progresioni aritmetik; d.m.th., të gjendet vlera e shprehjes

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an.

Shënimi i gjatë nga ana e djathtë e barazimit të fundit, në matemetikë shënohet
në formë të shkurtër

n
∑

k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an.

Në qoftë se {ak}nk=1 është një progresion aritmetik, atëherë shuma e n ele-
mentëve të parë të tij, e shprehur sipas a1, është

Sn =
n
∑

k=1

ak = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + · · ·+ [a1 + (n− 1)d],

kurse e shprehur sipas an është

Sn = an + an−1 + an−2 + · · ·+ a1

= an + (an − d) + (an − 2d) + (an − 3d) + · · ·+ [an − (n− 1)d].

Duke mbledhur anë për anë dy shprehjet për Sn, fitojmë

2Sn = n(a1 + an);

d.m.th.,

Sn =
n

2
(a1 + an).

Në qoftë se në formulën për Sn zëvendësojmë an = a1 + (n− 1)d, fitojmë
formulën për shumën e n elementëve të vargut aritmetik të shprehur me anë
të a1 dhe d:

Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d].
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Shembull 3. Është vlerësuar se javën e parë kontributet nën ndikimin e një
kampanjeje për ngritje fondesh do të jenë 5,000 C, kurse gjatë javëve të ardhsh-
me çdo javë do të zvogëlohen për 600 C. Llogaritni totalin fondeve të ngritura
nga kampanja gjatë periudhës kohore 8 javore.

Zgjidhje. Vargu i fondeve javora të ngritura nga kampanja është progresion ar-
itmetik me element të parë a1 = 5000 dhe diferencë d = −600. Sipas formulës,
për shumën e 8 elementëve të parë të këtij progresioni kemi

S8 =
8

2
[2 · 5,000 + (8− 1) · (−600)] = 23],200.

Pra, totali i fondeve të ngritura do të jetë 23,200 C.

Siç pamë më sipër, një progresion aritmetik rritet (ose zvogëlohet) sipas
një ndryshimi konstant. Për dallim, në qoftë se një varg rritet (ose zvogëlohet)
sipas një faktori konstant, atëherë kemi të bëjmë me progresion gjeometrik.

Progresioni gjeometrik. Një varg a1, a2, a3, . . . , an, . . . është varg
(ose progresion) gjeometrik në qoftë se çdo term përveç të parit fitohet si
prodhim i termit paraardhës me një faktor konstant q (të quajtur herës);
d.m.th., në qoftë se për çdo n > 1 është

an

an−1
= q.

Gjejmë elementin e përgjithshëm an të një progresioni gjeometrik:

an = an−1q = (an−2q)q = an−2q
2 = an−3q

3 = · · · = a1q
n−1.

Pra, elementi i përgjithshëm i një vargu gjeometrik me element të parë a1

dhe herës q është

an = a1q
n−1.
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Shembull 4. Një prodhues vlerëson se të hyrat vjetore nga prodhimi dhe shitja
e një malli do të rriten çdo vit për 15%. Sa janë të hyrat e vlerësuara vjetore
për vitin 2015 në qoftë se në fund të vitit 2005 kishte të hyra vjetore prej
100,000 C?

Zgjidhje. Për të hyrat vjetore gjatë periudhës së parë vëjmë R1 = 100,000.
Meqë është planifikuar që të hyrat vjetore çdo vit të rriten për 15%, kemi

R2 = R1 +R1 ·
15

100
= R1

(

1 +
15

100

)

.

Në përgjithësi, në qoftë se të hyrat vjetore për periudhën e n-të i shënojmë
me Rn, kurse ato të periudhës paraprake me Rn−1, atëherë

Rn = Rn−1 +Rn−1 ·
15

100
= Rn−1

(

1 +
15

100

)

,

që do të thotë se vargu i të hyrave vjetore është progresion gjeometrik me
herësin q = 1 + 15

100 = 1.15.
Të hyrat e vlerësuara vjetore për vitin 2015 janë

R11 = 100,000 · 1.1510 ≈ 404,556

euro.

Le të jetë {ak}nk=1 një progresion gjeometrik. Për të gjetur formulën për
shumën e n elementëve të parë të tij

Sn =
n
∑

k=1

ak = a1 + a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n−1,

së pari shumëzojmë anë për anë barazimin me q, për të fituar

qSn = a1q + a1q
2 + a1q

3 + · · ·+ a1q
n,

dhe pastaj zbresim anë për anë barazimin e parë nga i dyti:

qSn − Sn = a1q
n − a1.
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Prej këtej, për q 6= 1 fitojmë

Sn = a1
qn − 1

q − 1
,

që paraqet formulën për shumën e n elementëve të parë të progresionit gjeo-
metrik.

Shembull 5. Supozojmë se gjatë vitit të parë të shfrytëzimit një makinë e
caktuar industriale gjeneron profit prej 3,000 C dhe se çdo vit të ardhshëm
profiti zvogëlohet për 13%. Sa do të jetë profiti total i gjeneruar nga shfrytë-
zimi i makinës për 15 vjet?

Zgjidhje. Shënojmë me Pn profitin për vitin e n-të të shfrytëzimit të makinës.
Atëherë

Pn = Pn−1 − Pn−1 ·
13

100
= Pn−1

(

1− 13

100

)

,

që d.m.th. se vargu i profiteve vjetore është progresion gjeometrik me herës
q = 1− 13

100 = 0.87 dhe element të parë P1 = 3000. Sipas formulës, për shumën
e 15 elementëve të parë të tij kemi

S15 = 3,000 · 0.8715 − 1

0.87− 1
≈ 20,219.6

euro.

Detyra për ushtrime

1. Një ndërmarrës kishte në vitin 2005 produktin vjetor 5,000 njësi. Ndër-
marrësi ka planifikuar që çdo vit të rrisë produktivitetin për 25 njësi.

(a) Sa është prodhimi i planifikuar vjetor në fund të vitit 2020?

(b) Sa është prodhimi total i planifikuar nga fillimi i vitit 2005 deri në
fund të vitit 2020?

(c) Sa është prodhimi i planifikuar nga fillimi i vitit 2015 deri në fund
të vitit 2020?
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2. Është vlerësuar se javën e parë kontributet nën ndikimin e një kampanjeje
për ngritje fondesh do të jenë 10, 000 C, kurse gjatë javëve të ardhshme

(a) çdo javë do të zvogëlohen për 800 C;

(b) çdo javë do të zvogëlohen për 20%.

Llogaritni totalin fondeve të ngritura nga kampanja gjatë periudhës ko-
hore 10 javore.

3. Një makinë industriale gjatë vitit të parë gjeneron profit prej 7,000 C
dhe çdo vit të ardhshëm profiti zvogëlohet për 10%. Sa do të jetë profiti
total i gjeneruar nga shfrytëzimi i makinës për 10 vjet?

4. Kostoja e mirëmbajtjes së një makinë industriale gjatë vitit të parë është
2,000 C dhe çdo vit të ardhshëm kostoja rritet për 15%. Sa do të jetë
kostoja totale e mirëmbajtjes së makinës për 10 vjet?

5. Një kursimtar deponon në bankë kapitalin prej 10,000 C për një afat
10 vjeçar. Në çfarë shume do të shtohet kapitali i tij pas 10 vjetësh
në qoftë se banka paguan 6.5% interes vjetor dekursiv (d.m.th., çdo vit
akumulohet edhe interesi në interes)?

6. Një klient deponon për 20 vjet periodikisht në fillim të çdo viti deposita
të barabarta vjetore prej 1,000 C në emër sigurimi privat pensional. Sa
do të jetë shuma e akumuluar pas 20 vjetësh në qoftë se kompania e
sigurimit paguan 6% interes vjetor dekursiv?

7. Një ndërmarje në vitin e pestë ka prodhuar 126,250 m pëlhurë, kurse në
vitin e gjashtë 390,625 m pëlhurë. Për sa vjet janë prodhuar 648,375 m
pëlhurë, në qoftë se prodhimi është shtuar sipas një progresioni gjeome-
trik.

2.3 Seritë

Në qoftë se a1, a2, a3, . . . , an, . . . është një varg, atëherë mund të formojmë
vargun e shumave {Sn}∞n=1 të elementeve të vargut {an}∞n=1 si vijon:

S1 = a1,
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S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

...

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n
∑

k=1

ak,

...

Për vargun e tillë {Sn}∞n=1 themi se është një seri. Elementi i tij i përgjith-

shëm Sn =
n
∑

k=1

ak quhet shumë e pjesëshme e {an}∞n=1. Në qoftë se ekziston

limiti S = lim
n→∞
Sn, atëherë S quhet shumë e serisë.

Atë që u tha më sipër japim në formë të përmbledhur si vijon.

Në qoftë se {an}∞n=1 është një varg numrash, atëherë vargu i shumave të

pjesëshme Sn =
n
∑

k=1

ak të tij quhet seri.

Në qoftë se S = lim
n→∞
Sn, atëherë S është shuma e serisë dhe shënojmë

S = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · · =
∞
∑

k=1

ak.

Në qoftë se ekziston shuma e një serie, atëherë themi se seria është kon-
vergjente; në të kundërtën seria quhet divergjente.

Shembull 1. Shqyrtoni natyrën (konvergjente ose divergjente) e serisë

∞
∑

n=1

1

n

Zgjidhje. Tabela vijuese na jep një ide intuitive mbi natyrën e serisë
∞
∑

n=1

1
n .
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n 1 2 5 10 100 1000 10000
n
∑

k=1

1
k 1 1.5 2.2833 2.9290 5.1874 7.4855 9.7876

Pra, kemi përshtypjen se vlerat e shumave të pjesëshme rriten pafundësisht;
d.m.th.

∞
∑

n=1

1

n
=∞.

Në këtë mund të bindemi edhe formalisht. Sikur seria të ishte konvergjente;
d.m.th., sikur të ishte lim

n→∞
Sn = S, atëherë do të kishim

lim
n→∞

(S2n − Sn) = lim
n→∞
S2n − lim

n→∞
Sn = S − S = 0.

Por

S2n − Sn =
2n
∑

k=1

1

k
−
n
∑

k=1

1

k
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

2n

>
1

2n
+

1

2n
+

1

2n
+ · · ·+ 1

2n
= n

1

2n
=

1

2
.

Rrjedhimisht, seria
∞
∑

n=1

1
n është divergjente.

Shembull 2. Çfarë është natyra e serisë vijuese?

∞
∑

n=1

1

n2

Zgjidhje. Ideja e parë që mund të kemi për këtë seri është se ajo duhet të
divergjojë, meqë shumat e pjesëshme gjithnjë rriten kur n rritet pafundësisht.
Mirëpo jo. Procesi limit nuk funksionin kësisoji, siç mund të bindemi nga
tabela vijuese.

n 1 5 10 100 103 104 105 106

n
∑

k=1

1
k2 1 1.4636 1.5498 1.6350 1.6439 1.6448 1.6449 1.6449
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Nga tabela shohim intuitivisht se seria
∞
∑

n=1

1
n2 konvergjon. Shuma e saj nuk

e tejkalon, për shembull, numrin 2.

Në kurse më teorike të matematikës tregohet pohimi i përgjithësuar vijues.

Në qoftë se k > 1, atëherë seria
∞
∑

n=1

1
nk

konvergjon.

Në qoftë se k ≤ 1, atëherë seria
∞
∑

n=1

1
nk

divergjon.

Në qoftë se vargu a1, a2, a3, . . . , an, . . . është progresion gjeometrik,

atëherë serinë
∞
∑

n=1

an e quajmë seri gjeometrike.

Në pikën paraprake pamë se shuma e pjesëshme e një progresioni gjeome-
trik është

Sn =
n
∑

k=1

ak =
n
∑

k=1

a1q
k−1 = a1

qn − 1

q − 1
.

Kështu,

lim
n→∞
Sn = lim

n→∞
a1
qn − 1

q − 1
= a1

(

lim
n→∞

qn
)

− 1

q − 1
. (1)

Pra, për të përcaktuar natyrën e një serie gjeomterike, së pari duhet të
shqyrtojmë limitin lim

n→∞
qn për vlera të dhëna të konstantës q.

Në analizën matematike tregohet se për vlera të q nga intervali −1 < q < 1
numrat qn i ofrohen zeros (dhe atë më shpejt sesa numrat 1

n ) kur n rritet
pafundësisht.

Nga ana tjetër, për q > 1 numrat qn rriten pafundësisht kur n i ofrohet∞,
kurse për n < −1 numrat qn nuk i ofrohen një numri kur n tenton në ∞.

Tabela vijuese ilustron këtë sjellje për vlerat q = 2
3 , q = − 3

4 , q = 2 dhe
q = −1.5.
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n 1 2 5 10 50 100
(

2
3

)n
0.6667 0.4444 0.1317 0.017 1.6 · 10−9 2.5 · 10−18

(

− 3
4

)n −0.75 0.5625 −0.2373 0.0563 5.7 · 10−7 3.2 · 10−13

2n 2 4 32 1024 1.1 · 1015 1.3 · 1030

(−1.5)n −1.5 2.25 −7.594 57.67 6.4 · 108 4.1 · 1017

Në vijim është dhënë në mënyrë të përmbledhur sjellja e vargut qn kur n
rritet pafundësisht.

Në qoftë se −1 < q < 1, atëherë

lim
n→∞
qn = 0.

Në qoftë se q > 1, atëherë

lim
n→∞

qn =∞.

Në qoftë se q < −1, atëherë nuk ekziston limiti i vargut qn.

Tani mund të studiojmë natyrën e serisë gjeometrike. Mbështetur në ba-
razimin (1) dhe pohimin e mësipërm, konkludojmë mbi sjelljen vijuese të serisë
gjeometrike.
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Në qoftë se −1 < q < 1, atëherë

∞
∑

k=0

aqk =
a

1− q .

Në qoftë se q > 1, atëherë

∞
∑

k=0

aqk =∞.

Në qoftë se q < −1, atëherë seria
∞
∑

k=0

aqk divergjon.

Përndryshe, përcaktimi i natyrës së një serie
∞
∑

k=1

ak në rastin e përgjith-

shëm nuk është një punë e lehtë. Pohimi vijues na ndihmon të përcaktojmë
kur një seri divergjon.

Në qoftë se një seri
∞
∑

n=1
an konvergjon, atëherë lim

n→∞
an = 0.

Prandaj, në qoftë se nuk është lim
n→∞

an = 0, atëherë seria
∞
∑

n=1
an nuk mund

të konvergjojë.
Anasjelltas, për të përcaktuar kur një seri konvergjon në analizën matema-

tike janë zhvilluar shumë kritere.
Kriteri vijues na mundëson në shumë raste të përcaktojmë natyrën e një

serie me elementë pozitivë.
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Kriteri i D’Alembert-it. Për çdo n le të jetë an > 0 dhe

lim
n→∞

an+1

an
= L.

Në qoftë se L < 1, atëherë seria
∞
∑

n=1
an konvergjon.

Në qoftë se L > 1, atëherë seria
∞
∑

n=1
an divergjon.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni shumën e serisë

(a)
∞
∑

n=0

(

3
4

)n

(b) 1 + 1
2 + 1

22 + 1
23 + . . .

(c)
∞
∑

n=0

(

− 1
4

)n

(d) 1− 1
2 + 1

22 − 1
23 + . . .

2. Sypozojmë se për shkak të inflacionit, euro zhvlerësohet për 0.5% në
vit. Në qoftë se vlera në euro e GDP të një vendi mbetet konstante
gjatë viteve, sa është vlera e totalit të GDP vjetore për të gjitha vitet e
mëpastajme së bashku krahasuar me vetëm atë të këtij viti?

3. Të studiohet natyra e serisë

(a) 1 + 1
23 + 1

33 + . . .

(b) 1 + 1√
2

+ 1√
3

+ . . .
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(c) 1
2 + 1

5 + 1
8 + 1

11 + . . .

(d) 1
4 + 1

7 + 1
10 + . . .

(e) 1
3 + 4

32 + 9
33 + 16

34 + . . .

(f) 11
2 + 21

22 + 31
23 + . . .



Kapitulli 3

Hyrje në matematikën

finansiare

Në afarizmin e biznesit, ndërmjet kreditorit (dhënësit të kredisë) dhe debito-
rit (marrësit të kredisë), ekzistojnë raporte kreditore. Interesi (kamata) është
shuma të cilën debitori ia paguan kreditorit si kompenzim për shfrytëzimin e
kredisë për një kohë të caktuar. Interesi kontraktohet ashtu që përcaktohet
sa njësi monetare (për shembull, C) duhet paguar debitori kreditorit në çdo
100 nj.m. të shumës së huazuar gjatë kohës së shfrytëzimit të kredisë.

3.1 Njehsimi proporcional dhe përqindja

Përpjesë e dy numrave a 6= 0 dhe b 6= 0 quhet herësi i tyre ab ; p.sh., 10
4 , që

është njësoj sikurse 5
2 .

Barazimi i dy përpjesave quhet proporcion:

a

b
=
c

d
.

Proporcioni ab = c
d vlen atëherë dhe vetëm atëherë kur ad = bc.

69
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Shembull 1. Zgjidhni ekuacionin

5

x
=

25

12
.

Zgjidhje. Ky proporcion është ekuivalent me barazimin

25x = 5 · 12

prej nga rrjedh

x =
12

5
= 2.4.

Në praktikë shpeshherë hasim në tregues siç janë: shtrenjtimi, rritja ose
zvogëlimi i prodhimtarisë, rritja e të ardhurave personale, lartësia e marzhës
tregtare etj., të cilat gadi çdo herë paraqiten në përqindje.

Madhësitë të cilat lidhen me njehsimin e përqindjes janë:

1. Sasia kryesore (kapitali) K është madhësia nga e cila duhet të llogaritet
shuma e përqindjes.

2. Përqindja p e madhësisë së dhënë paraqet të qindtat pjesë të asaj mad-
hësie.

3. Shuma e përqindjes (interesi) I është vlera e llogaritur e përqindjes nga
sasia kryesore.

Simbolikisht, përqindjen p e shënojmë me p%. Relacioni ndërmjet këtyre
madhësive shprehet me anë të proporcionit

K

I
=

100

p
,

d.m.th.,

I =
K · p
100
. (1)

Shembull 2. Çmimi i një prodhimi është 380 C dhe përqindja e zbritjes p = 5%.
Sa është interesi I dhe çmimi i ri?
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Zgjidhje. Kemi

I =
K · p
100

=
380 · 5

100
= 19.

Pra, çmimi i ri do të jetë

K − I = 380− 19 = 361

euro

Shembull 3. Nga panxharsheqeri fitohet 18% sheqer. Sa kilogram panxharshe-
qer nevojiten për 13,113 kg sheqer?

Zgjidhje. Këtu është p = 18, I = 13,113, ndërsa kërkohet vlera e K. Nga
formula (1) kemi

K =
I · 100

p
=

13,113 · 100

18
= 72,850.

Në qoftë se sasinë e caktuar duhet ndarë në më tepër përpjesë të caktuara,
atëherë shfrytëzohet njehsimi i ndarjes.

Shënojmë me K sasinë e cila duhet të ndahet në n pjesë me përpjesë
r1 : r2 : · · · : rn. Me k1, k2, . . . , kn shënojmë me rradhë pjesët e sasisë K
të cilat u përgjigjen numrave r1, r2, . . . , rn. Ndërmjet këtyre pjesëve dhe
numrave të përpjesës të dhënë ekziston proporcion i drejtë, d.m.th.:

k1 = Ar1, k2 = Ar2, ..., kn = Arn,

ku numri A është koeficient i proporcionalitetit.
Meqë k1 + k2 + · · ·+ kn = K, atëherë A(r1 + r2 + · · ·+ rn) = K, prej nga

fitohet vlera e koeficientit:

A =
K

r1 + r2 + · · ·+ rn
.

Duke zëvendësuar vlerën e fituar të A në k1 = Ar1, k2 = Ar2, . . . , kn = Arn
fitohen vlerat e kërkuara k1, k2, . . . , kn.
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Shembull 4. Me misër, lulediell dhe patate duhet mbjellur 189 hektar ashtu
që pjesët e mbjellura me ato kultura të jenë në përpjesë sikurse 11 : 2 : 5. Sa
hektarë do të mbillen me secilën nga kulturat?

Zgjidhje. Madhësinë K = 189 do ta ndajmë në k1 = A · 11 (misër), k2 = A · 2
(lulediell), k3 = A · 5 (patate). Kështu k1 + k2 + k3 = 11A+ 2A+ 5A. Meqë
k1 + k2 + k3 = K = 189, kemi 189 = 18A, d.m.th.,

A =
189

18
= 10.5.

Prandaj:

k1 = 10.5 · 11 = 115.5,

k2 = 10.5 · 2 = 21,

k3 = 10.5 · 5 = 52.5.

Detyra për ushtrime

1. Buka e thekrës përmban 42% ujë. Sa ka ujë në 2.5 kg bukë thekre?

2. Qarkullimi i planifikuar mujor i një shitoreje tregtare është 84,000 C.
Plani është plotësuar 12.5%. Sa euro janë realizuar?

3. Kasa-skonto 2.25% në një mall është 72 C. Nga cila shumë është lloga-
ritur?

4. Eksporti i një malli është rritur nga 648,000 t gjatë vitit të kaluar në
793,800 t gjatë këtij viti. Sa është rritja në përqindje?

5. Të caktohet çmimi i një prodhimi i cili pas shtrenjtimit për 12% rritet
për 27 C.

6. Sa kilometra rrugë do të kalojë automjeti i cili i cili ka në rezervoar 17.5 l
benzinë në qoftë se shpenzon 6.6 l në 100 km.

7. Çmimi i një artikulli pas shtrenjtimit për 8% është 135 C. Sa ka qenë
çmimi para shtrenjtimit dhe sa është interesi I?
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8. Një mall pas lirimit për 10% shitet me çmim 234 C.

(a) Për sa është zbritur çmimi?

(b) Sa ishte çmimi i shitjes para lirimit?

(c) Sa do të ishte çmimi i shitjes sikur lirimi të ishte 22%?

9. Një prodhim është shitur së bashku me 18% marzhë nga 10.03 C, ndërsa
i njëjti prodhim tani shitet për 7.48 C. A fitohet apo humbet tani në të,
dhe për sa përqind?

10. Në qoftë se një prodhim shitet për 2,442 C, atëherë humbja do të jetë
7.5%. Sa do të shitej prodhimi sikur të fitohej 12.5%?

11. Çmimi i stofit për fustan është zbritur 8%, e pastaj edhe 12% nga çmimi
i ri. Pas zbritjes së dytë, 1 m shitet për 20.24 C. Llogaritni çmimi para
zbritjes së dytë dhe para zbritjes së parë.

3.2 Njehsimi i interesit të thjeshtë

Në qoftë se interesi llogaritet për çdo periudhë të caktuar (në vit, muaj ose
ditë) në kapitalin fillestar të huazuar, atëherë quhet interes i thjeshtë.

Në praktikë, interesi zakonisht është i thjeshtë në qoftë se i paguhet kredi-
torit pas çdo periudhe të llogaritjes.

Në qoftë se llogaritet interesi I në kapitalin K me përqindje p% të interesit
të thjeshtë, atëherë vlen proporcioni

K

I
=

100

p
.

Shënojmë me n kohën e shfrytëzimit të kapitalit (e shprehur në vjet, muaj
ose ditë).

Në qoftë se llogaritet interesi I në kapitalin K për n vite me përqindje
vjetore p% të interesit të thjeshtë, atëherë vlen proporcioni

K

I
=

100

pn
.
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Në qoftë se llogaritet interesi I në kapitalin K për m muaj me përqindje
vjetore të interesit p%, atëherë vlen proporcioni

K

I
=

100

pm12

,

d.m.th.,
K

I
=

1200

pm
.

Në qoftë se llogaritet interesi I në kapitalin K për d ditë me përqindje
vjetore të interesit p%, atëherë vlen proporcioni

K

I
=

100

p d360

,

d.m.th.,
K

I
=

36000

pd
.

Shembull 1. Sa interes sjellin 750 C me 5 1
3 % kamatë vjetore për 3 vjet?

Zgjidhje. Sipas proporcionit
K

I
=

100

p · n,

kemi

I =
pK

100
· n.

Meqë p = 5 1
3 = 16

3 , kemi

I =
16
3 · 750

100
· 3 = 120.

Shembull 2. Cili kapital do të sjellë për 9 muaj me përqindje vjetore 7% interes
15,750 C?
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Zgjidhje. Sipas proporcionit
K

I
=

100

pm12

,

kemi

K =
100I

p

12

m
,

d.m.th.,

K =
100 · 15,750

7

12

9
= 300,000.

Shembull 3. Në qoftë se më 24 prill deponohen në bankë 6,000 C me përqindje
vjetore 7%, atëherë sa interes do të fitohet deri më 29 tetor të po këtij viti?

Zgjidhje. Duke llogaritur se çdo muaj i ka, mesatarisht, nga 30 ditë, atëherë
numri i ditëve për këtë periudhë do të jetë d = 185. Sipas proporcionit

K

I
=

100

p d360

,

kemi

I =
pK

100

d

360
,

ose

I =
7 · 6,000

100

185

360
≈ 215.83.

Shembull 4. Me çfarë përqindje vjetore të interesit, 7,125 C sjellin për 96 ditë
interes 152 C?

Zgjidhje. Sipas proporcionit
K

I
=

100

p d360

,

kemi

p =
100I

K

360

d
,
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d.m.th.,

p =
100 · 152

7,125

360

96
= 8.

Pra, përqindja vjetore e interesit duhet të jetë 8%.

Detyra për ushtrime

1. Sa interes do të paguhet për 7 muaj me 5% kamatë vjetore për kredinë
në vlerë 25,000 C?

2. Për sa vjet kapitali prej 16,800 C me 7% interes vjetor të thjeshtë do të
sjellë 2,352 C?

3. Cili kapital për 3 muaj e 15 ditë me 6% kamatë vjetore do të sjellë 200 C
në emër interesi?

4. Një person ka marrë kredi më 12 maj 10,000 C me kamatë vjetore 9%.
Sa do të paguajë në qoftë se kredinë e kthen më

(a) 18 korrik;

(b) 20 shtator?

5. Më 27 gusht është marrë hua një shumë të hollash me 6% interes dhe
është kthyer më 1 dhjetor, së bashku me interesin, gjithsej 5,334 C. Sa
është paguar në emër të interesit dhe cila shumë është huazuar?

6. Cili kapital sjell në vit me 6% kamatë të njëjtin interes sikurse 32,000 C
me 4%?

7. Cili kapital sjell për n vite me 9% kamatë të njëjtin interes (të thjeshtë)
sikurse 18,000 C për të njëjtën kohë me 6%?

8. Një person deponoi gjysmën e kapitalit të vetë me 3.5% kamatë, 10,000 C
me 5%, kurse mbetjen me 4%. Gjithsej për një vit merr 3,100 C interes.
Sa është kapitali?
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3.3 Njehsimi i interesit të përbërë

Në qoftë se interesi llogaritet pas n periudhash përllogaritëse, atëherë zakonisht
zbatohet llogritja e „interesit në interes“, ose, siç thuhet, interesit të përbërë.

Deponohet kapitali fillestar K me përqindje kamatore p%. Në fund të vitit
të parë (ose në fund të periudhës së parë përllogaritëse – në qoftë se periudha
nuk është njëvjeçare)1 kapitali i deponuar sjell interesin Kp

100 , d.m.th. vlera e
re e kapitalit (ose, siç thuhet, vlera e kapitalit pas kapitalizimit të parë) do të
jetë

K1 = K +
Kp

100
= K

(

1 +
p

100

)

.

Kështu, gjatë vitit të dytë kapitali K1 do të sjellë interesin K1p
100 , d.m.th. në

fund të vitit të dytë vlera e kapitalit do të jetë

K2 = K1 +
K1p

100
= K1

(

1 +
p

100

)

= K
(

1 +
p

100

)2

.

Në mënyrë analoge, në fund të vitit të tretë:

K3 = K2 +
K2p

100
= K2

(

1 +
p

100

)

= K
(

1 +
p

100

)3

,

ndërsa në fund të vitit të n-të do të jetë

Kn = Kn−1 +
Kn−1p

100
= Kn−1

(

1 +
p

100

)

= K
(

1 +
p

100

)n

.

Në këtë mënyrë,

Kn = K
(

1 +
p

100

)n

, (1)

që paraqet formulën për njehsimin e interesit të përbërë.

1Në qoftë se dëshirohet në mënyrë eksplicite të theksohet se fjala është për interes të
përbërë me përqindje vjetore, përdoret shkurtesa p% (p.a.d).
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Faktori i interesit. Vlera

r = 1 +
p

100

quhet faktor i interesit të përbërë.

Në qoftë se kapitalizimi kryhet m herë gjatë një viti, atëherë numri i peri-
udhave përllogaritëse do të jetëmn, kurse përqindja kamatore për një periudhë
p
m . Në këtë rast vlera e kapitali pas kapitalizimit të fundit do të jetë

Kmn = K
(

1 +
p

100m

)mn

. (2)

Vëni re se në këtë rast faktori i interesit të përbërë është

r = 1 +
p

100m
.

Shembull 1. Në qoftë se në fillim të vitit 1994 janë deponuar në bankë 10,000 C
me përqindje 8% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, çfarë do të jetë vlera e kapitalit
në fillim të vitit 2015?

Zgjidhje. Meqë K = 10,000, p = 8, n = 2015− 1994 = 21, kemi

K21 = 10,000

(

1 +
8

100

)21

≈ 50,338.34.

Shembull 2. Çfarë kapitali fillestar duhet deponuar në bankë me interes vjetor
5% (p.a.d) ashtu që pas 5 vjetësh të disponohet me 1,000 C?



3.3. NJEHSIMI I INTERESIT TË PËRBËRË 79

Zgjidhje. Meqë p = 5, K5 = 1,000 dhe n = 5, kurse nga formula (1) fitojmë

K = Kn
(

1 +
p

100

)−n
,

do të kemi

K = 1,000

(

1 +
5

100

)−5

=
1,000

1.055
≈ 783.53.

Shembull 3. Çfarë përqindje vjetore interesi të përbërë ka paguar banka në
qoftë se pas 8 vjetësh nga deponimi i 1,000 C është fituar interes prej 400 C?

Zgjidhje. Nga formula (1) kemi

p = 100

(

n

√

Kn

K
− 1

)

,

kurse
Kn = K + I = 1,000 + 400 = 1,400,

prandaj

p = 100

(

8

√

1,400

1,000
− 1

)

= 100
(

8
√

1.4− 1
)

≈ 4.3.

Shembull 4. Për cilën kohë shuma prej 50,000 C do të rritet për 25,000 C në
qoftë se kapitalizimi është semestral me 6% (p.a.d)?

Zgjidhje. Kemi K = 50,000, p = 6, m = 2,

K2n = K + I = 50,000 + 25,000 = 75,000.

Nga formula (2) fitojmë

75,000 = 50,000

(

1 +
6

100 · 2

)2n

,
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ose
75,000 = 50,000 · 1.032n,

prej nga
1.032n = 1.5.

Duke logaritmuar anë për anë barazimin e fundit gjejmë

2n log 1.03 = log 1.5,

d.m.th.

n =
log 1.5

2 log 1.03
≈ 6.86.

Pra, interesi i dhënë do të arrihet (dhe tejkalohet) në fund të vitit të shtatë.

Detyra për ushtrime

1. Në çfarë shume do të shtohen 12,000 C pas 5 vjetësh me 8% (p.a.d) dhe
kapitalizim

(a) vjetor;

(b) semestral (2 herë në vit);

(c) tremujor;

(d) mujor?

2. Për sa do të rriten 3,800 C për 3 vjet me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim

(a) vjetor;

(b) semestral;

(c) tremujor;

(d) mujor?

3. Sa duhet depozituar në bankë sot ashtu që pas 4 vjetësh dë disponohet me
6,800 C në qoftë se banka llogarit interes me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim
vjetor?

4. Cila shumë është deponuar para 4 vjetësh me 8% (p.a.d) dhe kapitalizim
semestral në qoftë se është rritur në 1,000 C?
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5. Në bankë janë deponuar 5,000 C me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor.
Pas 4 vjetësh deponuesi tërheq 2,000 C kurse pas 3 vjetësh vijuese tërheq
edhe 3,000 C. Sa është shuma e mbetur në bankë pas 9 vjetësh nga dita
e deponimit?

6. Për blerje të një objekti blerësi i parë ofron 45,000 C të gatshme, kurse
i dyti 20,000 C të gatshme, 20,000 C pas 4 vjetësh dhe 20,000 C pas
10 vjetësh. Cila ofertë është më e volitshme për shitësin në qoftë se për
pagesat e mëvonshme njehson interesin me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim
gjashtëmujor?

7. Debitori duhet të paguajë 17,400 C pas 4 vjetësh dhe 23,500 C pas
7 vjetësh, kurse tërë kredia mund të paguhet sot me me 6% (p.a.d) dhe
kapitalizim semestral. Sa është shuma që do të paguhej sot?

8. Pas sa vitesh shuma e deponuar prej K eurosh do të dyfishohet në qoftë
se përqindja kamatore është 10% (p.a.d), kurse kapitalizimi vjetor?

9. Një person deponon në bankë 2,000 C me përqindje interesi 3% (p.a.d),
kurse një person tjetër deponon 2,500 C me 2% (p.a.d). Pas sa kohe dy
personat do të disponojnë me shumë të njëjtë? Kapitalizimi është vjetor.

3.4 Kapitalizimi i vazhdueshëm

Praktika e interesit të përbërë me kapitalizim të vazhdueshëm mund të shkak-
tojë huti. Konceptualisht, është e mundur të mendohet mbi kapitalizim ditor,
d.m.th., çdo ditë, dhe më tej: çdo orë, çdo minut, çdo sekond, dhe kështu
në mënyrë të vazhdueshme. Sidoqoftë me rritjen e numrit të kapitalizimeve,
efekti i përgjithshëm i një kapitalizimi bëhet më i papërfillshëm. Për këtë
arsye kapitalizimi i vazhdueshëm përdoret kryesisht në aplikime më të ava-
nsuara, ku ndryshime ndodhin me frekuencë të lartë. Disa nga këto aplikime
mund të gjenden në fushën e makroekonomisë, kur diskutohet mbi inflacionin
dhe financat.

Për të nxjerrur formulën për njehsimin e interesit të përbërë me kapitalizim
të vazhdueshëm, rikujtojmë së pari formulën e njehsimit të interesit të përbërë
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me përqindje vjetore dhe disa kapitalizime brenda viti:

Kmn = K
(

1 +
p

100m

)mn

,

ku K është vlera e kapitalit fillestar, p – përqindja vjetore e interesit, n –
numri i viteve, m – numri i kapitalizimeve brenda një viti, Kmn – vlera pas
n vitesh, d.m.th. pas mn kapitalizimesh.

Në qoftë se kapitalizimi kryhet në mënyrë të vazhdueshme (d.m.th. pandër-
prerë), atëherë m→∞, pra

K∞n = lim
m→∞

K
(

1 +
p

100m

)mn

= K lim
m→∞

(

1 +
p

100m

)mn

= K lim
m→∞

(

1 +
1

100m
p

)mn

= K lim
m→∞

(

1 +
1

100m
p

)
100m
p
·n p

100

= K



 lim
m→∞

(

1 +
1

100m
p

)
100m
p





n p

100

.

Vëjmë 100m
p = x; atëherë

(

1 +
1

100m
p

)
100m
p

=

(

1 +
1

x

)x

.

Meqë m→∞, atëherë edhe x→∞. Gjithashtu, dihet se

lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e,

ku e është baza e logaritmit natyror: e ≈ 2.71828. Rrjedhimisht,

K∞n = Ken
p

100 . (1)

Shembull 1. Të llogaritet gjendja përfundimtare pas 3 vjetësh për kapitalin
fillestar 100, 000 C të deponuar me interes të përbërë me 6% (p.a.d) dhe kap-
italizim të vazhdueshëm.
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Zgjidhje. Janë dhënë K = 100, 000, p = 6, n = 3. Sipas formulës (1) kemi

K∞3 = 100000e3
6

100 = 100000e3·0.06 = 100000e0.18 ≈ 119721.74.

Shembull 2. Z.-sha Tringa është gadi për t’i regjistruar studimet e Admini-
strimit të biznesit. Pasi që të diplomojë pas 4 vjetësh, ajo dëshiron të bëjë
një udhëtim për në SHBA për të cilin vlerëson se do t’i kushtojë 5,000 C. Sa
duhet të investojë sot me 7% (p.a.d) për të pasur mjaft për udhëtimin në qoftë
se kapitalizimi është i vazhdueshëm.

Zgjidhje. Sipas formulës (1) fitojmë

K = K∞ne
−n p

100 .

Meqë në shembullin tonë është n = 4, p = 7, K∞4 = 5,000, kemi

K = 5,000e−4 7

100 = 5,000e−0.28 ≈ 3,778.92.

Shembull 3. Për sa kohë do të dyfishohet shuma e investuar me interes vjetor
8% (p.a.d) dhe kapitalizim të vazhdueshëm?

Zgjidhje. Kemi p = 8. Le të jetë K shuma fillestare e investuar; atëherë, sipas
kushtit të detyrës:

K∞n = 2K.

Duke zbatuar formulën (1) fitojmë

Ken
p

100 = 2K,

d.m.th.,
en

p

100 = 2,

ose
e0.08n = 2.



84 KAPITULLI 3. HYRJE NË MATEMATIKËN FINANSIARE

Logaritmojmë anë për anë ekuacionin e fundit, pastaj e zgjidhim sipas n:

0.08n = ln 2

n =
ln 2

0.08
≈ 8.66.

Detyra për ushtrime

1. Le të jenë investuar 1,000 C me përqindje vjetore interesi 6% (p.a.d).
Njehsoni balansin pas 10 vitesh në qoftë se kapitalizimi është

(a) periodik (katërmujor);

(b) mujor;

(c) ditor (sypozoni se viti ka 365 ditë);

(d) i vazhdueshëm.

2. Le të jenë investuar 5000 C me përqindje vjetore interesi 10% (p.a.d).
Njehsoni balansin pas 10 vitesh në qoftë se kapitalizimi është

(a) vjetor;

(b) gjysmëvjetor;

(c) ditor (sypozoni se viti ka 365 ditë);

(d) i vazhdueshëm.

3. Çfarë shume të hollash duhet investuar sot me 7% (p.a.d). dhe kapital-
izim të vazhdueshëm ashtu që pas 20 vjetësh vlera e saj të jetë 20,000 C?

4. Sa është vlera sot e 10000 C pas një periudhe kohore 5 vjeçare në qoftë
se interesi njehsohet në mënyrë të vazhdueshme me përqindje vjetore
7% (p.a.d)? Sa është vlera sot e 20,000 C nën kushtet e njëjta?

5. Një shumë të hollash është investuar me një përqindje të caktuar interesi
dhe kapitalizim të vazhdueshëm. Pas 10 vitesh shuma është dyfishuar.
Si do të jetë balansi pas 20 vitesh krahasuar me investimin fillestar?
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6. Më 1626 Peter Minuit i shiti imtësira në vlerë $24 një fisi amerikanësh
autoktonë për tokë në ishullin Manhattan Island. Supozohet se në vitin
1990 e njëjta tokë kishte vlerën $25.2 miliard. Në qoftë se shitësit në këtë
transakcion do të kishin investuar $24 e tyre me interes 7% (p.a.d) dhe
kapitalizim të vazhdueshëm gjatë tërë periudhës 364 vjeçare, kush do të
kishte përfituar më tepër nga kjo tregti? Për sa?

7. Kur një bankë ofron interes me një përqindje vjetore p dhe kapitalizim
më tepër se një herë në vit, totali i interesit të fituar gjatë vitit është
më i madh se p% i balansit në fillim të vitit. Përqindja aktuale për të
cilën balansi rritet gjatë një viti quhet përqindje efektive e interesit, kurse
përqindja e publikuar p quhet përqindje nominale e interesit. Me fjalë
tjera përqindja efektive e interesit është përqindja e thjeshtë e cila është
ekuivalente me përqindjen nominale të interesit të përbërë.

(a) Në qoftë se kapitalizimi llogaritet m herë për vit, vërtetoni se për-
qindja efektive e interesit është 100

((

1 + p
100m

)m − 1
)

.

(b) Në qoftë se kapitalizimi është i vazhdueshëm, vërtetoni se përqindja
efektive e interesit është 100

(

e
p

100 − 1
)

.

8. Në qoftë se një bankë ofron interes me përqindje nominale 6% (p.a.d),
sa është më e madhe përqindja efektive në qoftë se kapitalizimi është i
vazhdueshëm sesa në qoftë se kapitalizimi është periodik?

9. Cili investim ka përqindje më të madhe efektive: 8.2% (p.a.d) me kapi-
talizim katërmujor, ose 8.1% (p.a.d) me kapitalizim të vazhdueshëm,

10. Vërtetoni se për një përqindje nominale interesi të dhënë përqindja më
e madhe aktuale e interesit arrihet në qoftë se kapitalizimi është i vazh-
dueshëm. Me fjalë tjera, nga të gjitha mënyrat e kapitalizimit, fitimi më i
madh arrihet në qoftë se investimi është me kapitalizim të vazhdueshëm.

11. Për sa kohë do të dyfishohet shuma e investuar me përqindje interesi
vjetor 6% (p.a.d) dhe kapitalizim të vazhdueshëm?

12. Shuma e deponuar në një bankë dyfishohet çdo 13 vjet. Banka lloga-
rit interes të përbërë me kapitalizim të vazhdueshëm. Çfarë përqindje
vjetore të interesit ofron banka?
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3.5 Depozitat periodike

Në pikën e mësipërme është shqyrtuar rasti i deponimit të një kapitali të
caktuar dhe i gjendjes së fundit të kapitalit në bazë të llogaritjes së interesit
vjetor. Në këtë pikë do të shqyrtojmë një problem ca më kompleks: në fillim të
çdo viti (ose çdo periudhe kapitalizimi në qoftë se e njëjta nuk është njëvjeçare)
do të deponohen shuma të barabarta D, kurse banka kryen kamatizimin me
përqindje p% (p.a.d). Depozitat e tilla quhen depozita periodike.

Caktojmë vlerën e fundit Sn pas n depozitash periodike.
Vlera e ardhme e depozitit të parë (të deponuar në fillim të vitit të parë)

pas n vitesh, d.m.th., n kapitalizimesh, do të jetë

D
(

1 +
p

100

)n

.

Depoziti i dytë do të kapitalizohet n− 1 herë, që sjell shumën

D
(

1 +
p

100

)n−1

.

Duke vazhduar këtë procedurë, depoziti i fundit (i deponuar në fillim të vitit n)
kapitalizohet vetëm njëherë, për të sjellur

D
(

1 +
p

100

)

.

Kështu, në fund të vitit të n-të do të kemi shumën

Sn = D
(

1 +
p

100

)n

+D
(

1 +
p

100

)n−1

+ · · ·+D
(

1 +
p

100

)

= D
(

1 +
p

100

)

{

(

1 +
p

100

)n−1

+
(

1 +
p

100

)n−2

+ · · ·+ 1

}

.

Në kllapat gjarpërore paraqitet shuma e progresionit gjeometrik, prandaj
në qoftë se vëjmë r = 1 + p

100 , kemi

1 + r + r2 + · · ·+ rn−1 =
rn − 1

r − 1

për n = 0, 1, 2, . . .
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Në këtë mënyrë, kemi

Sn = D
r(rn − 1)

r − 1
. (1)

Shembull 1. Në qoftë se në fillim të çdo viti deponohen në bankë nga 1,000 C
me interes 7.5% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, sa do të jetë shuma që arrihet
në fund të vitit të shtatë?

Zgjidhje. Janë dhënë D = 1,000, p = 7.5 dhe n = 7. Kemi

Sn = D
r(rn − 1)

r − 1

dhe

r = 1 +
p

100
= 1 +

7.5

100
= 1.075.

Prandaj,

S7 = 1,000 · 1.075(1.0757− 1)

1.075− 1
≈ 1,000 · 9.446371 ≈ 9,446.37

Shembull 2. Sa vjet duhet deponuar nga 10,000 C për çdo vit ashtu që në fund
të merren 100,000 C në qoftë se llogaritet interes 6% (p.a.d) me kapitalizim
vjetor?

Zgjidhje. Kemi D = 10,000, Sn = 100,000,

r = 1 +
p

100
= 1 +

6

100
= 1.06.

Duke zëvendësuar në formulën (1) marrim

100,000 = 10,000
1.06(1.06n− 1)

1.06− 1
,

d.m.th.,

1.06n = 10 · 0.06

1.06
+ 1,
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ose
1.06n ≈ 1.56604.

Duke logaritmuar ekuacionin e fundit gjejmë

n log 1.06 ≈ log 1.56604,

ose

n ≈ log 1.56604

log 1.06
≈ 7.70.

Pra, shuma e kërkuar do të arrihet (dhe tejkalohet) pas 8 vjetësh.

Shembull 3. Një person deponon nga 500 C në fillim të çdo gjysmëviti për 30
vjet me interes 6% (p.a.d) dhe kapitalizim gjashtëmujor. Llogaritni shumën
përfundimtare.

Zgjidhje. Janë dhënë D = 500, n = 30, m = 2, p = 6. Në bazë të formulës (2)
nga pika 3.3 dhe asaj (1) fitojmë

Smn = D
r(rmn − 1)

r − 1
,

ku tani

r = 1 +
p

100m
.

Duke zëvendësuar vlerat e dhëna marrim

r = 1 +
6

100 · 2 = 1.03,

S2·30 = 500 · 1.03(1.032·30 − 1)

1.03− 1
,

ose
S60 ≈ 500 · 167.94504 ≈ 83,972.52.
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Detyra për ushtrime

1. Në qoftë se në fillim të çdo viti deponohen në bankë nga 700 C me interes
8% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, sa do të jetë shuma që arrihet në fund
të vitit të dhjetë?

2. Një person deponon nga 1,000 C për 20 vjet me interes 6% (p.a.d) në
fillim të

(a) çdo viti me kapitalizim vjetor;

(b) çdo gjysmëviti me kapitalizim gjysmëvjetor.

Llogaritni shumën përfundimtare.

3. Sa herë duhet deponuar shumë të njëjtë në fillim të çdo viti ashtu që
shuma e fundit të jetë 14 herë më e madhe sesa shuma e depozitit peri-
odik? Përqindja e interesit është 5% (p.a.d) me kapitalizim vjetor.

4. Sa herë duhet deponuar shumë të njëjtë në fillim të çdo tremujori ashtu
që shuma e fundit të jetë 20 herë më e madhe sesa shuma e depozitit
periodik? Përqindja e interesit është 8% (p.a.d) me kapitalizim tremujor.

5. Një person deponon në fillim të çdo semestri shuma të njëjta me interes
të përbërë. Në fund të vitit të tretë kapitali arrin vlerën 8,480 C, kurse në
fund të vitit të gjashtë 23,500 C. Të llogariten vlera e depozitit periodik
dhe përqindja e interesit në qoftë se kapitalizimi është semestral.

6. Një person deponon në fillim të çdo tremujori shuma të njëjta me interes
të përbërë. Në fund të vitit të dytë kapitali arrin vlerën 6,500 C, kurse në
fund të vitit të katërtë 14,200 C. Të llogariten vlera e depozitit periodik
dhe përqindja e interesit në qoftë se kapitalizimi është tremujor.

3.6 Rentat periodike

Rentë periodike quhet shuma e cila merret gjatë ndonjë periudhe në intervale
të barabarta kohore në emër të një shume të deponuar më parë me interes të
përbërë.
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Kapitali M i cili duhet deponuar në fillim të periudhës, ashtu që nga ai të
merren renta periodike me vlerë R, quhet mizë.

Caktojmë vlerën e mizës M të deponuar me përqindje p% (p.a.d) dhe
kapitalizim njëvjeçar ashtu që nga e njëjta të merren n renta periodike R në
fund të çdo viti (gjatë periudhës vijuese n vjeçare).

Vlera M1 në momentin e deponimit ose vlera e tashme e rentës së parë,
mund të gjendet nga formula për shumën pas 1 kapitalizimi:

R =M1r,

ku me
r = 1 +

p

100
është shënuar, si zakonisht, faktori i interesit të përbërë. Rrjedhimisht, vlera
e tashme e rentës së parë është

M1 = R · 1

r
.

Vlera e tashme M2 e rentës së dytë gjendet nga formula për shumën pas
2 kapitalizimesh me interes të përbërë:

R =M2r
2,

ose

M2 = R · 1

r2
.

Vlera e tashme M3 e rentës së tretë gjendet nga formula për shumën pas
3 kapitalizimesh me interes të përbërë:

R =M3r
3,

ose

M3 = R · 1

r3
.

Duke vazhduar këtë procedurë, vlera e tashme Mn e rentës së n-të gjendet
nga formula për shumën pas n kapitalizimesh me ineteres të përbërë:

R =Mnr
n,
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ose

Mn = R · 1

rn
.

VleraM e mizës është e barabartë me shumën e të githa vlerave të tashme:

M =M1 +M2 +M3 + · · ·+Mn

= R · 1

r
+R · 1

r2
+R · 1

r3
+ · · ·+R · 1

rn

= R · 1

rn
(rn−1 + rn−2 + rn−3 + · · ·+ 1).

Duke zbatuar, sikur në pikën paraprake, formulën për shumën e progresi-
onit gjeometrik:

rn−1 + rn−2 + rn−3 + · · ·+ 1 =
rn − 1

r − 1
,

fitojmë

M = R
rn − 1

rn(r − 1)
, (1)

që paraqet fomulën për llogaritjen e mizës.

Shembull 1. Sa duhet deponuar në bankë sot me interes 10% (p.a.d) dhe kapi-
talizim vjetor ashtu që 12 vjetët vijuese të merren renta periodike prej 5,000 C?

Zgjidhje. Janë dhënë R = 5,000, p = 10, n = 12. Kemi

r = 1 +
10

100
= 1.1

dhe

M = 5,000 · 1.112 − 1

1.112 · (1.1− 1)
≈ 5,000 · 6.813692 ≈ 34,068.46.

Shembull 2. Sa duhet deponuar në bankë sot me interes 8% (p.a.d) dhe kapi-
talizim semestral ashtu që 12 vjetët vijuese të merren nga 4,000 C në fund të
çdo semestri (gjashtëmujori)?
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Zgjidhje. Janë dhënë R = 4,000, p = 8, n = 12,m = 2. Në bazë të formulës (2)
nga pika 3.3 dhe asaj (1) fitojmë

M = R
rmn − 1

rmn(r − 1)
,

ku tani

r = 1 +
p

100m
.

Pra,

r = 1 +
8

100 · 2 = 1.04

dhe

M = 4,000 · 1.042·12 − 1

1.042·12 · (1.04− 1)
≈ 4,000 · 15.246963 ≈ 60,987.85.

Shembull 3. Në bankë janë deponuar 87,700 C me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim
semestral. Të llogaritet sa herë mund të merren renta periodike gjashtëmujore
prej 5,000 C?

Zgjidhje. Janë dhënëM = 87,700, R = 5,000, p = 6, m = 2. Llogarisim vlerën
e mn. Kemi

r = 1 +
p

100m
,

d.m.th.

r = 1 +
6

100 · 2 = 1.03.

Duke zëvendësuar vlerat në formulën

M = R
rmn − 1

rmn(r − 1)
,

fitojmë

87,700 = 5,000
1.032n − 1

1.032n(1.03− 1)
,
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d.m.th.,
877

50
· 0.03 =

1.032n − 1

1.032n
,

ose
0.5262 · 1.032n = 1.032n − 1.

Prej këtej gjejmë
1.032n(1− 0.5262) = 1,

ose

1.032n =
1

0.4738
.

Duke logaritmuar anë për anë barazimin e fundit marrim

2n log 1.03 ≈ log 2.110595,

d.m.th.

2n ≈ log 2.110595

log 1.03
≈ 25.27.

Pra, 25 < 2n < 26, që d.m.th. se merren 25 renta të plota nga 5,000 C.

Detyra për ushtrime

1. Sa duhet deponuar në bankë sot me interes 10% (p.a.d) dhe kapitalizim
tremujor ashtu që 16 vjetët vijuese të merren nga 3,000 C në fund të çdo
tremujori?

2. Janë deponuar 200,000 C me interes 10% (p.a.d) dhe kapitalizim tre-
mujor. Sa do të jetë renta periodike në qoftë se merret 9 vjet në fund të
çdo tremujori?

3. Llogaritni në shembullin 3 sa është vlera e rentës së njëzetegjashtë (jo të
plotë) e cila mbetet për t’u paguar?

4. Në bankë janë deponuar 100,000 C me 7% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor.
Të llogaritet sa herë mund të merren renta vjetore prej 8,000 C?

5. Në bankë janë deponuar 14,100 C me 8% (p.a.d) dhe kapitalizim tremu-
jor. Të llogaritet sa herë mund të merren renta tremujore prej 6,000 C?
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6. Sa duhet deponuar në bankë sot me interes p% (p.a.d) dhe kapitalizim
vjetor ashtu që n − 1 vjetët e parë të merren renta periodike R, kurse
vitin e fundit të merret renta jo e plotë R′ (R′ < R)?

7. Sa duhet deponuar me interes 6% (p.a.d), me kapitalizim tremujor, në
fillim të çdo viti gjatë 12 vjetëve ashtu që gjatë 15 vjetëve vijuese të
merren nga 4,000 C në fund të çdo viti?

8. Prindi deponon në fillim të çdo viti, nga dita e lindjes së fëmisë deri në
moshën 25 vjeçare, nga 1,000 C me 5% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor
ashtu që i biri duke filluar nga mosha 30 vjeçare, në 25 vitet vijuese të
marrë në fund të çdo viti renta periodike. Sa është vlera e rentave?

9. Një person dëshiron që rentat periodike prej 3,330 C të cilat është da-
shur t’i merrë 30 vjet t’i zëvendësojë me më të mëdha, të cilat do t’i
merrë 20 vjet. Sa do të jetë vlera e rentave të reja periodike në qoftë se
përqindja e interesit është 5% (p.a.d) me kapitalizim vjetor?



3.7. HUAT 95

3.7 Huat

Në rast kontraktimi të një kredie afatgjatë (ose huaje), në kontratën e kredisë
duhet të përpunohet plani i amortizimit të huas, d.m.th. i shlyerjes së bo-
rxhit të huamarrësit (debitorit) gjatë një numri të caktuar vitesh, me ç’rast
debitori bën pagesa të caktuara periodike, në atë mënyrë që pas kalimit të
numrit të caktuar të viteve të shlyejë tërë kredinë, përfshirë edhe interesat për
shfrytëzimin e shumave me të cilat ka disponuar.

Shumat të cila paguhen në mënyrë periodike, të cilat përmbajnë borxhin
kryesor dhe interesin në të, quhen anuitete.

3.7.1 Huat me anuitete të barabarta

Le të jetë K vlera e kredisë (borxhi kryesor) së dhënë për n vite me përqindje
interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor. Le të jetë A vlera e anuitetit vjetor,
të paguar në fund të çdo viti.

Anuiteti i parë paguhet pas kalimit të vitit të parë; rrjedhimisht, vlera
e diskontuar (d.m.th. vlera sot, ose vlera e tanishme) e tij është Ar , ku, si
zakonisht,

r = 1 +
p

100

është faktori i interesit dekursiv.
Anuiteti i dytë paguhet pas 2 vitesh, prandaj vlera e diskontuar e tij është

A
r2 , e kështu me rradhë; më në fund, anuiteti i n-të paguhet pas n vitesh,
prandaj vlera e diskontuar e tij është Arn .

Kredia do të amortizohet në qoftë se shuma e vlera të diskontuara të të
gjitha anuiteteve është e barabartë vlerën e kredisë, d.m.th. në qoftë se2

K =
A

r
+
A

r2
+ · · · + A

rn
=
A

rn
(rn−1 + rn−2 + · · · + 1) = A

rn − 1

rn(r − 1)
.

Nga barazimi i fundit gjejmë

A = K
rn(r − 1)

rn − 1
, (1)

2Vëreni analogjinë me ecurinë, tanimë të njohur, të nxjerrjes së formulës për llogaritjen
e mizës për rentën e dhënë periodike.
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që paraqet formulën për llogaritjen e vlerës së anuiteteve të barabarta për
amortizimin e kredisë.

Shembull 1. Kredia prej 50,000 C amortizohet për 12 vjet me 5% (p.a.d)
interes (dhe kapitalizim vjetor). Sa do të jetë anuiteti vjetor?

Zgjidhje. Kemi K = 50,000, p = 5, n = 12,

r = 1 +
p

100
= 1 +

5

100
= 1.05.

Sipas formulës (1) gjejmë

A = K
rn(r − 1)

rn − 1
= 50,000

1.0512(1.05− 1)

1.0512 − 1
≈ 5,641.27.

Në qoftë se pagimi i anuiteteve dhe kapitalizimi bëhen m herë në vit,
atëherë nga sa dijmë më parë, formula (1) merr formën

A = K
rmn(r − 1)

rmn − 1
, (2)

ku tani

r = 1 +
p

100m
.

Shembull 2. Cila hua mund të shlyhet për 10 vjet me anuitete mujore prej
200 C dhe interes 6% (p.a.d) me kapitalizim mujor?

Zgjidhje. Këtu kemi A = 200, p = 6, n = 10, m = 12,

r = 1 +
p

100m
= 1 +

6

100 · 12
= 1.005.

Nga formula (2) fitojmë

K = A
rmn − 1

rmn(r − 1)
= 200

1.00512·10 − 1

1.00512·10(1.005− 1)
≈ 18,014.69.
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Secili anuitet është i barabartë me shumën e interesit në borxhin e mbetur
dhe të pjesës së borxhit kryesor të cilin e kthen, e që quhet këst.

Është e qartë se vlerat e kësteve ndryshojnë.
Për thjeshtim në llogaritje, sypozojmë sërish se kemi të bëjmë me anuitete

dhe kapitalizim vjetorë (d.m.th. m = 1).
Atëherë, në fund të vitit të parë, meqë borxhi i mbetur është K (gjatë vitit

të parë është shfrytëzuar e tërë pjesa kryesore), interesi në huanë për 1 vit
është Kp100 . Kështu, në qoftë se këstin e parë e shënojmë me K1, do të kemi

A = K1 +
Kp

100
,

d.m.th. për këstin e parë gjejmë

K1 = A− Kp
100
. (3)

Pas pagesës së anuitetit të parë borxhi i mbetur zvogëlohet për K1, d.m.th.
ka vlerën K −K1. Meqë për anuitetin e dytë poashtu vlen

A = K2 +
(K −K1)p

100
,

për këstin e dytë fitojmë

K2 = A− (K −K1)p

100
.

Rrjedhimisht, sipas (3),

K2 = A− Kp
100

+
K1p

100
= K1 +

K1p

100
= K1

(

1 +
p

100

)

;

pra,
K2 = K1r.

Pas pagesës së anuitetit të dytë borxhi i mbetur do të zvogëlohet akoma
për K2, d.m.th. ka vlerën K −K1 −K2, e meqë për anuitetin e tretë kemi

A = K3 +
(K −K1 −K2)p

100
,
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fitojmë

K3 = A− (K −K1 −K2)p

100
,

ose

K3 = A− (K −K1)p

100
+
K2p

100
= K2 +

K2p

100
= K2

(

1 +
p

100

)

= K2r.

Duke zëvendësuar K2 = K1r në barazimin e fundit, fitojmë

K3 = K1r
2.

Në qoftë se do të vazhdonim këtë, do të fitonim

K4 = K1r
3,

K5 = K1r
4,

. . .

Kn = K1r
n−1, (4)

Shembull 3. Huaja prej 300,000 C amortizohet për 15 vjet me anuitete të
barabarta vjetore dhe interes 10% (p.a.d) me kapitalizim vjetor. Të caktohet
kësti i fundit.

Zgjidhje. Kemi K = 300,000, n = 15, p = 10,

r = 1 +
p

100
= 1 +

10

100
= 1.1.

Gjejmë së pari vlerën e anuiteteve të barabarta:

A = 300,000
1.115(1.1− 1)

1.115 − 1
≈ 39,442.13,

dhe pastaj këstin e parë:

K1 = A− Kp
100
≈ 39,442.13− 300,000 · 10

100
≈ 9,442.13.

Tani, duke zbatuar formulën (4) gjejmë

K15 = K1r
14 ≈ 9,442.13 · 1.114 ≈ 35,856.48.
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Detyra për ushtrime

1. Kredia prej 50,000 C amortizohet për 12 vjet me 5% (p.a.d). Sa do të
jetë vlera e anuitetit në qoftë se periudha e kapitalizimit dhe anuiteteve
është

(a) gjashtëmujore;

(b) katërmujore;

(c) tremujore;

(d) mujore?

2. Është marrë hua për shtëpi prej 150,000 C me interes 9% (p.a.d) dhe
kapitalizim mujor për 30 vjet. Sa është anuiteti mujor për këtë hua?

3. Përcaktoni pagesën mujore për veturë të re me çmim 15,675 C në qoftë
se në të paguhet deposit prej 4,000 C dhe vetura financohet për periudhë
5 vjeçare me përqindje 6% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor.

4. Vërtetoni se në qoftë se huaja prej K eurosh amortizohet për n vjet me
përqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor, atëherë anuitetetet
e barabarta mujore janë

A =
Ki

1− (1 + i)−12n
,

ku i = p
100·12 është norma mujore e interesit (e shprehur si numër deci-

mal).

5. Cila hua mund të shlyhet për 10 vjet me anuitete prej 1,000 C dhe interes
6% (p.a.d) në qoftë se periudha e kapitalizimit dhe anuiteteve është

(a) vjetore;

(b) gjashtëmujore;

(c) katërmujore?

6. Sypozojmë se një familje mund t’ia dalë me pagesa mujore prej jo më
tepër se 1,200 C për hua për shtëpi. Cila është shuma më e madhe e
të hollave të cilën ata mund ta huazojnë, nën sypozimin se huadhënësi
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është i disponuar ta amortizojë huanë për 30 vjet me interes 9% (p.a.d)
dhe kapitalizim mujor?

7. Sa periudha zgjat pagesa e huas prej 14,877.47 C me anuitet vjetor
1,000 C e me interes 3% (p.a.d)?

8. Për sa vjet amortizohet huaja prej 85,000 C me anuitet katërmujor prej
5,089.21 C me 2.4% (p.a.d) dhe kapitalizim katërmujor?

9. Sa anuitete duhet paguar për amortizimin e huasë prej 72,000 C me anu-
itet gjashtëmujor prej 8,015.51 C me 4% (p.a.d) dhe kapitalizim gjashtë-
mujor?

10. Sa periudha zgjat pagesa e huas prej 14,877.47 C me anuitet vjetor
1,000 C e me interes 3% (p.a.d)?

11. Huaja prej 200,000 C amortizohet për 5 vjet me anuitete të barabarta
vjetore dhe interes 8% (p.a.d) me kapitalizim vjetor. Caktoni:

(a) anuitetin;

(b) këstin e parë;

(c) këstin e katërtë.

12. Huaja prej 100,000 C amortizohet për 15 vjet me anuitete të barabarta
mujore dhe interes 8% (p.a.d) me kapitalizim mujor. Caktoni këstin e
fundit.

13. Vërtetoni se në qoftë se huaja prej K eurosh amortizohet për n vjet me
përqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, atëherë vlera e këstit
të parë është

K1 = K
r − 1

rn − 1
.

14. Vërtetoni se në qoftë se një hua amortizohet për n vjet me anuitete
vjetore prej A eurosh dhe përqindje interesi p% (p.a.d) e kapitalizim
vjetor, atëherë:

(a) vlera e këstit të parë është

K1 = Ar−n,
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(b) vlera e këstit të i-të është

Ki = Ari−n−1.

3.7.2 Plani i amortizimit të një huaje me anuitete të ba-

rabarta

Siç pamë në pikën paraprake, në kthimin pjesë-pjesë të borxhit (amortizimin
e huas) debitori paguan në mënyrë periodike interesat, si dhe pjesë të borxhit
kryesor.

Shënojmë me Ii interesin për vitin (periodën) i, Pi borxhin e kthyer (pjesën
e paguar) pas anuitetit të i-të, Ri mbetjen e borxhit pas anuitetit të i-të.

Supozojmë se interesi llogaritet me kapitalizim vjetor dhe anuitetet janë
vjetore (d.m.th. m = 1).

Nga sa u tha në pikën paraprake, do të kemi:

1. për interesin:

Ii =
Ri−1p

100

(vëreni se në rast më tepër kapitalizimesh dhe anuitetesh brenda vitit,

d.m.th. kur m 6= 1, këtu do të kemi Ii =
Ri−1p

100m
),

2. për këstin:
Ki = A− Ii,

3. për borxhin e paguar:
Pi = Pi−1 +Ki

dhe
Pi = K1 +K2 + · · ·+Ki,

4. për mbetjen e borxhit:

Ri = Ri−1 −Ki

dhe
Ri = K − (K1 +K2 + · · ·+Ki) = K − Pi.
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Që borxhi të shlyhet pas n anuitetesh do të duhej që Pn = K, ose Rn = 0,
pra

K1 +K2 + · · ·+Kn = K,

që paraqet kushtin e shlyerjes së borxhit (ose, kushtin e mbylljes).
Kështu, borxhi i mbetur mund të shprehet edhe në formën

Ri = Ki+1 +Ki+2 + · · ·+Kn.

Do të themi se është përpiluar plani i amortizimit të borxhit në qoftë se
është ndërtuar një tabelë e cila ka për shtylla vlerat e i, Ki, Ii, Ai (anuiteti
i i-të), Ri dhe, sipas dëshirës, Pi:

i Ii Ki Ai Ri Pi

0 K

1 R0p
100 A− I1 A R0 −K1 P0 +K1

2 R1p
100 A− I2 A R1 −K2 P1 +K2

...
...

...
...

...
...

n
Rn−1p

100 A− In A Rn−1 −Kn Pn−1 +Kn

Shembull 4. Huaja prej 100,000 C amortizohet me anuitete të barabarta vje-
tore për 5 vjet me interes 7% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor. Të përpilohet
plani i amortizimit.

Zgjidhje. Janë dhënë K = 100,000, n = 5, p = 7. Gjejmë së pari vlerën e
anuiteteve:

r = 1 +
p

100
= 1 +

7

100
= 1.07

A = K
rn(r − 1)

rn − 1
= 100,000

1.075(1.07− 1)

1.075 − 1
≈ 24,389.07.

Tani përpilojmë planin e amortizimit:
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i Ii Ki Ai Ri Pi
0 100,000
1 7,000 17,389.07 24,389.07 82,610.93 17,389.07
2 5,782.77 18,606.30 24,389.07 64,004.63 35,995.37
3 4,480.32 19,908.75 24,389.07 44,095.88 55,904.12
4 3,086.71 21,302.36 24,389.07 22,793.52 77,206.48
5 1,595.55 22,793.52 24,389.07 0 100,000

Nga plani i amortizimit të huasë mund të lexohen vlerat e borxhit të
kthyer Pi në fund të periodës i dhe të mbetjes Ri të borxhit. Megjithatë,
ndonjëherë është e nevojshme të llogariten drejtpërdrejt këto vlera, pa për-
pilim paraprak të planit të amortizimit.

Nxerrim më poshtë formulat për llogaritjen e këtyre vlerave.
Meqë, siç dihet, Ki = K1r

i−1, kemi

Pi = K1 +K2 +K3 + · · ·+Ki
= K1 +K1r +K1r

2 + · · ·+K1r
i−1

= K1(1 + r + r2 + · · ·+ ri−1).

D.m.th.,

Pi = K1
ri − 1

r − 1
. (5)

Nga ana tjetër,

Ri = Ki+1 +Ki+2 +Ki+3 + · · ·+Kn
= K1r

i +K1r
i+1 +K1r

i+2 + · · ·+K1r
n−1

= K1r
i(1 + r + r2 + · · ·+ rn−i−1).

Meqë shprehja nën kllapa paraqet shumën e n − i termash të një progresioni
gjeometrik, kemi

Ri = K1r
i r
n−i − 1

r − 1
,
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ose, përfundimisht,

Ri = K1
rn − ri
r − 1

. (6)

Shembull 5. Huaja prej 400,000 C amortizohet për 20 vjet me anuitete të
barabarta semestrale dhe interes 8% (p.a.d) e kapitalizim semestral. Të gjen-
det:

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 30 anuiteteve të paguara,

(b) borxhi i mbetur pas 30 anuiteteve të paguara.

Zgjidhje. Janë dhënë K = 400,000, n = 20, m = 2, p = 8, i = 30. Gjejmë së
pari vlerën e anuiteteve të barabarta. Meqë

r = 1 +
p

100m
= 1 +

8

100 · 2 = 1.04,

kemi

A = K
rmn(r − 1)

rmn − 1
= 400000

1.042·20(1.04− 1)

1.042·20 − 1
≈ 20209.40.

Gjejmë tani këstin e parë:

K1 = A− Kp
100m

≈ 20209.40− 400000 · 8
100 · 2 ≈ 4209.40.

(a) Borxhi i shlyer do të jetë

P30 = K1
r30 − 1

r − 1
≈ 4209.40

1.0430− 1

1.04− 1
≈ 236083.70.

(b) Borxhi i mbetur do të jetë

R30 = K1
rmn − r30

r − 1
≈ 4209.40

1.0422̇0 − 1

1.04− 1
≈ 163916.30.

Natyrisht, duke ditur rezultatin e llogaritur nën (a) për Pi, vlerën e Ri
kemi mundur ta llogarisim më thjeshtë:

R30 = K − P30 ≈ 400000− 236083.70 ≈ 163916.30.
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Detyra për ushtrime

1. Kredia prej 10,000 C amortizohet me anuitete të barabarta mujore për
1 vjet me interes 12% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor. Të përpilohet plani
i amortizimit.

2. Kredia prej 50,000 C amortizohet me anuitete të barabarta katërmujore
për 3 vjet me interes 9% (p.a.d) dhe kapitalizim katërmujor. Të përpi-
lohet plani i amortizimit.

3. Huaja prej 500,000 C amortizohet për 10 vjet me anuitete të barabarta
vjetore dhe interes 7% (p.a.d) e kapitalizim vjetor. Të gjendet:

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 7 anuiteteve të paguara,

(b) borxhi i mbetur pas 7 anuiteteve të paguara.

4. Huaja prej 1,000,000 C amortizohet për 15 vjet me anuitete të barabarta
mujore dhe interes 6% (p.a.d) e kapitalizim mujor. Të gjendet:

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 120 anuiteteve të paguara,

(b) borxhi i mbetur pas 120 anuiteteve të paguara.

5. Shprehni formulat e dhëna në këtë pikë për interesin Ii, borxhin e pa-
guar Pi dhe për mbetjen e borxhit Ri në rast të disa kapitalizimesh dhe
anuitetesh brenda vitit, d.m.th. kur m 6= 1.

6. Përpiloni një skemë tabelare të përgjithshme (sikur ajo e dhënë në këtë
pikë) për planin e amortizimit të huasë në rast m kapitalizimesh dhe
anuitetesh brenda vitit.

7. Vërtetoni se në qoftë se huaja prej K eurosh amortizohet për n vjet me
përqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, atëherë mbetja Ri
e borxhit pas anuitetit të i-të është

Ri = K
rn − ri
rn − 1

.

8. Gjeni formulën për mbetjen Ri të borxhit pas anuitetit të i-të në qoftë
se huaja prej K eurosh amortizohet për n vjet me përqindje interesi
p% (p.a.d) dhe m kapitalizime (e po aq anuitete) brenda viti.
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3.7.3 Mënyra të tjera amortizimi huash

Le të pranojmë shënimet nga pika e mësipërme dhe le të supozojmë se kemi
një kapitalizim (dhe një anuitet) brenda vitit (d.m.th. m = 1).

Një mënyrë tjetër e amortizimit të huave, më e thjeshtë se ajo e studiuar
në pikat paraprake, është metoda e amortizmit me këste të dhëna.

Supozojmë se janë të dhëna kuotat për këstet: K1, K2, . . . , Kn, natyrisht,
ashtu që të plotësojnë kushtin

K1 +K2 + · · ·+Kn = K.

Atëherë, pjesa e mbetur e borxhit Ri dhe interesi Ii përcaktohen sikurse
më parë:

Ri = Ri−1 −Ki,

Ii =
Ri−1p

100
,

prej nga lehtë gjejmë vlerën e anuitetit Ai:

Ai = Ki + Ii.

Shembull 6. Huaja prej 1,000,000 C amortizohet për 5 vjet me interes 4%
(p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, me kuotat vijuese për këstet: K1 = 150,000,
K2 = 180,000, K3 = 210,000, K4 = 230,000, K5 = 230,000. Të përpilohet
plani i amortizimit.

Zgjidhje. Plani i amortizimit është

i Ii Ki Ai Ri Pi
0 1,000,000
1 40,000 150,000 190,000 850,000 150,000
2 34,000 180,000 214,000 670,000 330,000
3 26,800 210,000 236,800 460,000 540,000
4 18,400 230,000 248,400 230,000 770,000
5 9,200 230,000 239,200 0 1,000,000
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Vëreni se për këtë mënyrë amortizimi anuitet janë të ndryshueshme.
Të përmendim edhe një mënyrë tjetër amortizimi huash me anuitete të

ndryshueshme – amortizimi me anuitete progresion gjeometrik.
Supozojmë se anuitetet zvogëlohen (ose rriten) sipas një progresioni gjeo-

metrik. Atëherë, për ndonjë numër q 6= 0, do të jetë A2 = A1q, A3 = A2q =
A1q

2, . . . , An = An−1q = A1q
n−1.

Duke mbledhur vlerat e tashme të anuiteteve, sikur më parë, fitojmë

K =
A1

r
+
A2

r2
+
A3

r3
+ · · ·+ An

rn

=
A1

r
+
A1q

r2
+
A1q

2

r3
+ · · ·+ A1q

n−1

rn

=
A1

r

(

1 +
q

r
+
(q

r

)2

+ · · ·+
(q

r

)n−1
)

=
A1

r

(

q
r

)n − 1
q
r − 1

= A1
rn − qn
rn(r − q) .

Prej këtej fitojmë formulën për anuitetin e parë

A1 = K
rn(r − q)
rn − qn .

Tani, anuiteti aktual llogaritet nga anuiteti paraprak mbështetur në faktin se
formojnë progresion gjeometrik me herës q:

Ai = Ai−1q.

Shembull 7. Huaja prej 1,000,000 C amortizohet për 5 vjet me interes 10%
(p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, me anuitete vjetore të cilat vit pas viti zvogëlo-
hen për 5%. Të përpilohet plani i amortizimit.

Zgjidhje. Kemi: K = 1,000,000, p = 10, n = 5. Meqë

Ai = Ai−1 −Ai−1
5

100
= Ai−1 ·

(

1− 5

100

)

= Ai−1 ·
95

100
,

përfundojmë se

q =
95

100
= 0.95.
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Llogarisim anuitetin e parë:

r = 1 +
10

100
= 1.1,

A1 = K
rn(r − q)
rn − qn = 1,000,000 · 1.15(1.1− 0.95)

1.15 − 0.955
≈ 288,715.32.

Plani i amortizimit është

i Ii Ki Ai Ri Pi
0 1,000,000
1 100,000 188,715.32 288,715.32 811,284.68 188,715.32
2 81,128.47 193,151.09 274,279.56 618,133.59 381,866.41
3 61,813.36 198,752.22 260,565.58 419,381.37 580,618.63
4 41,938.14 205,599.16 247,537.30 213,782.21 786,217.79
5 21,378.22 213,782.21 235,160.43 0 1,000,000

Detyra për ushtrime

1. Kredia prej 100,000 C amortizohet për 1 vjet me interes 12% (p.a.d) dhe
kapitalizim mujor me:

(a) anuitete mujore të cilat muaj pas muaji zvogëlohen për 10%;

(b) anuitete mujore të cilat muaj pas muaji rriten për 10%;

(c) kuotat vijuese për këstet: K1 = 12,000, K2 = 11,000, K3 = 10,000,
K4 = 10,000, K5 = 9,000, K6 = 9,000, K7 = 8,000, K8 = 8,000,
K9 = 7,000, K10 = 6,000, K11 = 5,000, K12 = 5,000.

Të përpilohet plani i amortizimit.

2. Kredia prej 50,000 C amortizohet për 4 vjet me interes 9% (p.a.d) dhe
kapitalizim katërmujor me:

(a) anuitete katërmujore të cilat periodë pas periode zvogëlohen për
15%;

(b) anuitete katërmujore të cilat periodë pas periode rriten për 15%.
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(c) kuotat vijuese për këstet: K1 = K2 = K3 = K4 = K5 = K6 =
K7 = 5,000, K8 = K9 = K10 = K11 = K12 = 3,000.

Të përpilohet plani i amortizimit.

3. Huaja prej 100,000 C amortizohet për 10 vjet me interes 7% (p.a.d) e
kapitalizim vjetor. Të llogariten anuitetet ashtu që vit pas viti këstet të
rriten për 1,000 C. Të përpilohet plani i amortizimit.

4. Huaja prej 1,000,000 C amortizohet për 15 vjet me interes 6% (p.a.d)
e kapitalizim mujor. Të llogariten anuitetet ashtu që muaj pas muaji
këstet të zvogëlohen për 50 C.

5. Përpiloni një skemë tabelare të përgjithshme (sikur ajo e dhënë në pikën
paraprake) për planin e amortizimit të huasë me këste të dhëna, në qoftë
se bëhet 1 kapitalizim (dhe 1 pagesë anuiteti) në vit.

6. Përpiloni një skemë tabelare të përgjithshme (sikur ajo e dhënë në pikën
paraprake) për planin e amortizimit të huasë me anuitete progresion
gjeometrik, në qoftë se janë m kapitalizime (dhe anuitete) në vit.
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Kapitulli 4

Funksionet dhe grafikët e

tyre

4.1 Funksionet

Në shumë situata praktike vlera e një madhësie mund të varet nga vlera e një
madhësie tjetër. Për shembull, kërkesa e konsumatorëve për mish viçi mund
të varet nga çmimi i tanishëm i tregut, ose vlera e një litri qumësht mund të
varet nga sasia e yndyrës në të. Relacionet e tilla shpesh mund të paraqiten
matematikisht si funksione.

Thënë në mënyrë të lirë, funksioni përbëhet nga dy bashkësi dhe një rregull
e cila i shoqëron elementet e njërës bashkësi me elementet e bashkësisë tjetër.
Për shembull, supozojmë se dëshirojmë të përcaktojmë efektin e çmimit në
numrin e njësive të një malli të caktuar të cilat do të shiten me atë çmim. Për
të studiuar këtë lidhmëri, duhet të dijmë bashkësinë e çmimeve të pranueshme,
bashkësinë e niveleve të mundshme të shitjes dhe një rregull për shoqërimin e
secilit çmim me një nivel të caktuar shitjeje.

Japim në vijim përkufizimin e funksionit të cilin do ta shfrytëzojmë.

111



112 KAPITULLI 4. FUNKSIONET DHE GRAFIKËT E TYRE

Funksioni. Funksion është një rregull e cila çdo elementi të një
bashkësie A i shoqëron saktësisht një element të një bashkësie B.
Bashkësia A quhet domen (ose fushë përkufizimi) i funksionit, kurse
bashkësia e elementeve të shoqëruara në B quhet kodomen (ose rang).

Për shumicën e funksioneve nga kurset tona, domeni dhe kodomeni do të
jenë bashkësi numrash realë, kurse vetë funksionin do ta shënojmë me një
shkronjë, siç është f . Atëherë, vlera të cilën funksioni f ia shoqëron numrit x
nga domeni shënohet me f(x) (lexoni „f prej x“), e cila shpesh jepet si formulë,
siç është f(x) = x2 + 1.

A
bc

bc

bc
bc

B

bc

bc

bc

(a) Funksioni si pasqyrim

Makina
f

Hyrja
x

Dalja
y

(b) Funksioni si makinë

Figura 4.1. Interpretime të një funksioni f

Mund të jetë një ndihmë të mendojmë për një funksion të tillë si pasqyrim
i numrave nga A në numrat nga B (figura 4.1a), ose si një makinë e cila merr
numrin e dhënë nga A dhe e konverton në një numër në B përmes një procesi
të përcaktuar me rregullën funksionale (figura 4.1b). Për shembull, funksioni
f(x) = x2 + 1 mund të mendohet si një „makinë f“ e cila merr në hyrje x,
pastaj e ngrit në katror dhe i shton 1 për të prodhuar në dalje y = x2 + 1.
Pa marrë parasysh se si e zgjedhim ta paramendojmë një relacion funksional,
është me rëndësi të mbajmë në mend se ai i shoqëron një dhe vetëm një numër
nga kodomeni (dalja) çdo numri nga domeni (hyrja). Ja një shembull.

Shembull 1. Gjeni f(2) në qoftë se f(x) = x2 + 1.
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Zgjidhje.

f(2) = 22 + 1 = 5.

Vëreni përshtatshmërinë dhe thjeshtësinë e shënimit të funksioneve (ose,
siç themi, të notacionit funksional). Në shembullin e mësipërm formula e
përmbledhur f(x) = x2 + 1 përkufizon në tërësi funksionin, dhe faktin se 5
është numri që funksioni ia shoqëron numrit 2 mund ta tregojmë, thjesht, me
f(2) = 5.

Shpesh është e përshtatshme që një relacion funksional të paraqitet me një
ekuacion y = f(x), dhe në këtë kontekst, x dhe y quhen ndryshore (ose vari-
abla). Në veçanti, meqë vlera numerike e y përcaktohet nga ajo e x, y shpesh
quhet ndryshore e varur dhe x ndryshore e pavarur. Vëreni se nuk ka asgje
të posaçme lidhur me simbolet x dhe y. Për shembull, funksioni y = x2 + 1
mund të paraqitet poaq me lehtësi me s = t2 + 1 ose me v = u2 + 1.

Notacioni funksional mund të përdoret edhe për përshkrim të dhënash
tabelare. Për shembull, funksioni ynë y = x2 + 1 përshkruan të dhënat vi-
juese tabelare.

x y

−1 2
0 1
1 2
2 5
3 10
5 26

Në shembullin vijues, janë përdorur dy formula për të përkufizuar funk-
sionin.

Shembull 2. Gjeni g
(

− 1
2

)

, g(2) dhe g(3) në qoftë se

g(x) =

{

1
x−2 në qoftë se x < 2,

2x2 − 1 në qoftë se x ≥ 2.
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Zgjidhje. Meqë x = − 1
2 plotëson kushtin x < 2, zbatojmë pjesën e sipërme të

formulës për të gjetur

g

(

−1

2

)

=
1

− 1
2 − 2

=
1

− 5
2

= −2

5
.

Por, x = 2 dhe x = 3 plotësojnë kushtin tjetër x ≥ 2, kështu që g(2) dhe g(3)
i gjejmë duke shfrytëzuar pjesën e poshtme të formulës:

g(2) = 2 · 22 − 1 = 7

dhe

g(3) = 2 · 32 − 1 = 17.

Shembulli vijues ilustron se si notacioni funksional përdoret në situatë prak-
tike. Vëreni se për të lehtësuar interpretimin e formulave algjebrike, për funk-
sionin dhe ndryshoren e pavarur të tij janë shfrytëzuar shkronja të cilat sugje-
rojnë madhësitë relevante praktike. (Në këtë shembull, shkronja C është për
koston (angl. „cost“), kurse q për sasinë („quantity“) e prodhuar.)

Shembull 3. Supozoni se kostoja totale në euro e prodhimit të q njësish të një
malli të caktuar është dhënë me funksionin

C(q) = q3 − 20q2 + 600q + 300.

(a) Llogaritni koston e prodhimit të 10 njësive të mallit.

(b) Llogaritni koston e prodhimit të njësisë së 10-të të mallit.

Zgjidhje. (a) Kostoja e prodhimit të 10 njësive është vlera e funksionit të
kostos totale kur q = 10. Pra,

C(10) = 103 − 20 · 102 + 600 · 10 + 300 = 5300

euro.



4.1. FUNKSIONET 115

(b) Kostoja e prodhimit të njësisë së 10-të është ndryshimi ndërmjet kostos
së prodhimit të 10 njësive dhe kostos së prodhimit të 9 njësive. Pra,

C(10)−C(9) = C(10)− (93−20 ·92 + 600 ·9 + 300) = 5300−4809 = 491

euro.

Vëreni se në shembullin e mësipërm funksioni C(q) = q3−20q2 +600q+300
është i përkufizuar për çdo numër real q, por domeni i zbatimit praktik është
q ≥ 0, meqë është e pakuptimtë të flitet mbi prodhimin e një numri negativ
njësish.

Në shembullin vijues shqyrtohen dy funksione domeni i të cilave është i
ngushtuar për shkaqe algjebrike.

Shembull 4. Gjeni fushën e përkufizimit (domenin) të funksioneve vijuese.

(a) f(x) = 2
x−1 ;

(b) g(t) =
√
t− 3.

Zgjidhje. (a) Meqë është i mundur pjesëtimi me një çfarëdo numri të ndry-
shëm nga 0, fusha e përkufizimit të f është çdo numër x i tillë që x−3 6= 0,
d.m.th. çdo numër x 6= 3.

(b) Meqë numrat negativë nuk kanë rrënjë katrore reale, g(t) ka kuptim
vetëm kur t − 3 ≥ 0, kështu që domeni i g është bashkësia e të gjithë
numrave realë t të tillë që t ≥ 3.

Ka shumë situata kur një madhësi jepet si funksion i një ndryshoreje e cila,
poashtu, mund të shkruhet si funksion i një ndryshoreje tjetër. Duke kombinu-
ar këto funksione në mënyrë të përshtatshme, mund të shprehim madhësinë e
parë si funksion të ndryshores tjetër. Ky proces quhet kompozim funksionesh.

Për shembull, supozojmë se kostoja totale C(q) e prodhimit në një uzinë
është funksion i numrit të njësive të prodhuara q, i cili është vetë funksion q(t) i
numrit të orëve t që operon uzina. Sa do të jetë kostoja e t orë pune prodhuese?
Përgjegjjen në këtë pyetje do ta jipnim duke zëvendësuar q(t) në formulën për
koston për të shprehur C si funksion të përbërë të t.
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Japim përkufizimin e kompozimit të funksioneve.

Kompozimi i funksioneve. Në qoftë se janë dhënë dy funksione g(u)
dhe f(x), kompozimi (ose funksioni i përbërë) g(f(x)) është funksion i x
i formuar me zëvendësimin u = f(x) për u në formulën për g(u).

Vërejmë se funksioni i përbërë g(f(x)) ka kuptim vetëm në qoftë se domeni
i g përmban kodomenin e f . Në figurën 4.2a funksioni i përbërë është ilustruar
si pasqyrim i numrave ngaA në B, pastaj ngaB në C, kurse në 4.2b përkufizimi
i kompozimit të funksioneve është ilustruar si një „vijë prodhimi“ në të cilën
hyrja „e papërpunuar“ x së pari kthehet në një produkt kalimtar f(x) i cili ka
rolin e hyrjes të cilën e shfrytëzon makina g për të prodhuar g(f(x)).

Shembull 5. Gjeni funksionin e përbërë g(f(x)) në qoftë se g(u) = u2 + 2u− 1
dhe f(x) = x− 1.

Zgjidhje. Duke zëvendësuar u me x− 1 në formulën për g(u) fitojmë

g(f(x)) = g(x− 1) = (x− 1)2 + 2(x− 1)− 1

= (x2 − 2x+ 1) + (2x− 2)− 1 = x2 − 2.

Shembull 6. Gjeni f(x+ 1) në qoftë se f(x) = 2x2 − 1
x + 1.

Zgjidhje. Në shikim të parë, ky problem mund të duket hutues meqë shkronja x
paraqitet edhe si ndryshore e pavarur në formulën përkufizuese të f edhe si
pjesë e shprehjes x + 1. Për këtë arsye, mund të na ndihmojë të shkruajmë
formulën për f në mënyrë ca më neutrale, për shembull kështu:

f( ) = 2( )2 − 1
+ 1.

Për të gjetur f(x + 1), thjesht fusim shprehjen x + 1 brenda secilës kuti, për
të fituar

f(x+ 1) = 2(x+ 1)2 − 1

x+ 1
+ 1.
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A

bcx

B

bc

u = f(x)

C

bc

g(f(x))

f g

g(f(x))

(a) Kompozimi si pasqyrim

Makina
f

Hyrja
x

Dalja
f(x)

Makina
g

Hyrja
f(x)

Dalja
g(f(x))

(b) Kompozimi si vijë prodhimi

Figura 4.2. Interpretime të kompozimit g(f(x)).

Ndonjëherë do të na duhet ta „ndajmë“ një funksion të dhënë të përbërë
g(h(x)) dhe t’i zbulojmë funksionet g(u) dhe h(x) nga të cilat është ai formuar.
Procedura ilustrohet në shembullin vijues.

Shembull 7. Në qoftë se f(x) = 3(x+2)2− 4
x+2 , gjeni funksionet g(u) dhe h(x)

ashtu që f(x) = g(h(x)).

Zgjidhje. Forma e funksionit të dhënë është

f(x) = 3( x+ 2 )2 − 4

x+ 2
,

ku secila kuti përmban shprehjen x+2. Kështu, për shembull, f(x) = g(h(x)),
ku

g(u) = 3u2 − 4

u
dhe h(x) = x+ 2.
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Detyra për ushtrime

Në detyrat 1–4 llogaritni vlerat e kërkuara për funksionet e dhënë.

1. f(x) = 3x2 + 5x− 2; f(0), f(−2), f(1).

2. h(t) = t+ 1
t ; h(−1), h(1), h(2).

3. g(u) =
√
u2 + 2u+ 4; g(2), g(0), g(−4).

4. f(t) = (2t− 1)3/2; f(1), f(5), f(13).

Në detyrat 5–9 përcaktoni domenin e funksioneve të dhëna.

5. f(x) = 2x3 − 3x2 + 5x− 2;

6. h(t) = t+ 1
t ;

7. f(x) =
√

2x− 6;

8. g(u) =
√
u2 + 2u+ 4;

9. f(t) = (2t− 1)3/2.

10. Le të jetë g(t) = (t − 2)1/2. Gjeni (në qoftë se është e mundur) g(27),
g(5), g(2) dhe g(1).

11. Gjeni kompozimin f(g(x)) për funksionet nga shembulli 5. Çfarë mund
të përfundoni, a është në rastin e përgjithshëm g(f(x)) = f(g(x))?

12. Një studim i përcaktimit të kostos së prodhimit të një malli të caktuar
sugjeron se kostoja totale e prodhimit të q njësish të një malli do të jetë
C(q) = 0.5q + 1 mijë euro, kurse numri i njësive të prodhuara pas t orë
pune do të jetë q(t) = 0.1t2.

(a) Shprehni koston totale të prodhimit si funksion të orëve të punës.

(b) Kur do të arrijnë kostot e prodhimit nivelin 6,800 C?
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4.2 Grafiku i një funksioni

Grafikët kanë vlerë të madhe vizuele. Ata poashtu zbulojnë informata të cilat
mund të mos jenë evidente nga përshkrimet gojore ose algjebrike.

Një grafik me interpretim në një situatë nga industria është dhënë në fi-
gurën 4.3. Në të përshkruhet numri i njësive të cilat një prodhues uzine mund
t’i prodhojë gjatë orëve të punës. Ai tregon se shpejtësia e prodhimit fillimisht
rritet derisa të mos arrihet një pikë e shpejtësisë maksimale, pas së cilës shpe-
jtësia fillon të zvogëlohet si shprehje e lodhjes së punëtorit nga fundi i orëve
të punës.

Koha

Prodhimi

b Shpejtësia maksimale

|

Momenti i
efikasitetit
maksimal

Rritet shpejtësia e
prodhimit

Zvogëlohet shpejtësia
e prodhimit

Figura 4.3. Rezultatet e punës të një punëtori.

Për të paraqitur një funksion y = f(x) gjeometrikisht si grafik, është e
zakonshme të merret një sistem koordinativ kënddrejtë në të cilin njësitë për
ndryshoren e pavarur x shënohen në boshtin horizontal dhe ato për ndryshoren
e varur y shënohen në boshtin vertikal.
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Grafiku i një funksioni. Grafiku i një funksioni f përbëhet nga të
gjitha pikat (x, y), ku x ndodhet në domenin e f dhe y = f(x); d.m.th.,
nga të gjitha pikat (x, f(x)).

Në kapitullin vijues do të shohim ca teknika efikase të analizës matema-
tike të cilat mund të shfrytëzohen për të vizatuar grafikë të saktë funksionesh.
Por, për shumë funksione mund të skicohet një grafik mjaft i mirë me metodën
elementare të paraqitjes grafike të pikave, e cila mund të përmblidhet me sa
vijon.

Skicimi i grafikut të një funksioni duke paraqitur grafikisht pika.

1. Zgjedhim një bashkësi reprezentative numrash x nga domeni i f dhe
përpilojmë një tabelë vlerash të funksionit y = f(x) për këta numra.

2. Paraqesim grafikisht pikat përkatëse (x, y).

3. Lidhim pikat e paraqitura grafikisht me një lakore të lëmuar.

Shembull 1. Paraqitni grafikisht funksionin y = x2.

Zgjidhje. Fillojmë me konstruktimin e tabelës

x −3 −2 −1 − 1
2 0 1

2 1 2 3
y = f(x) 9 4 1 1

4 0 1
4 1 4 9

Pastaj paraqesim grafikisht pikat (x, y) dhe i lidhim me një lakore të lëmuar
sikur në figurën 4.4.

Vëreni se shumë lakore të ndryshme kalojnë nëpër pikat nga shembulli i
mësipërm. Nuk është e mundur të garantohet se lakorja të cilën e kalojmë
nëpër pikat e paraqitura grafikisht është pikërisht grafiku i f . Mirëpo, në
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x

y

y = x2

b

b

b

b
b
b

b

b

b

Figura 4.4. Grafiku i y = x2.

përgjithësi, sa më tepër pika që paraqesim grafikisht, aq më tepër ka të ngjarë
që grafiku është paraqitur me saktësi të arsyeshme.

Pikat (në qoftë se ekzistojnë) ku një grafik e pret boshtin x quhen x-
pikëprerje, dhe, ngjashëm, y-pikëprerjet janë pikat ku grafiku pret boshtin y.
Pikëprerjet janë çeshtje kyçe të një grafiku dhe mund të përcaktohen në bazë
të kriterit vijues.

Gjetja e x- dhe y-pikëprerjeve. Për të gjetur y-pikëprerjet e y = f(x)
vëjmë x = 0 dhe zgjidhim sipas y ekuacionin e fituar.
Për të gjetur x-pikëprerjet e y = f(x) vëjmë y = 0 dhe zgjidhim sipas x
ekuacionin e fituar.

Zakonisht, gjetja e y-pikëprerjeve të një grafiku është e lehtë, por x-pikë-
prerjet mund të jenë më të vështira për t’u gjetur.

Shembull 2. Gjeni të gjitha x- dhe y-pikëprerjet dhe paraqitni grafikisht funk-
sionin y = −x2 − x+ 2.
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Zgjidhje. y-pikëprerja është f(0) = 2.
Për të gjetur x-pikëprerjet zgjidhim ekuacionin

f(x) = 0;

d.m.th.,
−x2 − x+ 2 = 0.

Rikujtojmë formulën kuadratike, sipas së cilës ekuacioni

ax2 + bx+ c = 0

ka zgjidhje reale atëherë dhe vetëm atëherë kur D = b2 − 4ac ≥ 0, me ç’rast
zgjidhjet janë

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
dhe x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.

Kështu, për ekuacionin tonë kemi a = −1, b = −1, c = 2, prandaj zgjidhjet
e tij janë

x1 =
−(−1) +

√

(−1)2 − 4 · (−1) · 2
2 · (−1)

= −2

dhe

x2 =
−(−1)−

√

(−1)2 − 4 · (−1) · 2
2 · (−1)

= 1.

Pra, x-pikëprerjet janë (−2, 0) dhe (1, 0).
Tashti përpilojmë një tabelë vlerash dhe paraqesim grafikisht pikat për-

katëse (x, f(x)).

x −4 −3 −2 −1 0 1 2 3
y = f(x) −10 −4 0 2 2 0 −4 −10

Grafiku i f është paraqitur në figurën 4.5.

Grafikët në figurat 4.4 dhe 4.5 quhen parabola.
Në përgjithësi, grafiku i funksionit

y = ax2 + bx+ c,
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x

y

y = −x2 − x+ 2

b

b

b

b b

b

b

b

Figura 4.5. Grafiku i y = −x2
− x+ 2.

për a 6= 0, quhet parabolë.
Të gjitha parabolat kanë „formë ∪,“ dhe parabola y = ax2 + bx + c është

e hapur nga sipër në qoftë se a > 0 dhe e hapur nga poshtë në qoftë se a < 0.
„Maja“ ose „lugina“ e parabolës quhet kulm i saj, dhe është pikërisht pika ku

x = − b
2a

(shihni figurën 4.6). Këto veti të parabolës nxjerren me metoda të analizës
matematike të zhvilluara në kapitullin vijues.

Vëreni se për skicimin e parabolës y = ax2 + bx+ c, duhet t’i përcaktojmë
vetëm tri veti kyçe:

1. Shtrirjen e kulmit (ku x = − b2a );

2. A është parabola e hapur nga sipër (a > 0) apo nga poshtë (a < 0);

3. x- dhe y-pikëprerjet.
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Për ilustrim, në shembullin 2 parabola y = −x2 − x + 2 është e hapur
nga poshtë (meqë a = −1 < 0) dhe ka kulmin (majën e saj) për x = − b2a =
− −1

2·(−1) = − 1
2 .

x

y
y = ax2 + bx+ c

b

|

x = − b
2a

Kulmi

(a) Në qoftë se a > 0, parabola është e hapur
nga sipër.

x

y

y = ax2 + bx+ c

b

|

x = − b
2a

Kulmi

(b) Në qoftë se a < 0, parabola është
e hapur nga poshtë.

Figura 4.6. Grafiku i parabolës y = ax2 + bx+ c.

Parabolat luajnë një rol me rëndësi në zbatime nga industria dhe ekonomik-
si. Shembulli vijues ilustron një zbatim të tillë.

Shembull 3. Supozoni se 50− x njësi të një malli do të shiten kur çmimi është
x euro për njësi. Gjeni nivelin e çmimit për të cilin do të arrihen të ardhura
maksimale të mundshme.

Zgjidhje. Të ardhurat totale të nxjerra nga shitja e x njësish jepen me funk-
sionin

R(x) = (50− x)x = −x2 + 50x,

grafiku i të cilit është parabolë e hapur nga poshtë me kulm (majë) në

x = − 50

2 · (−1)
= 25

(shihni figurën 4.7). D.m.th., të ardhura totale maksimale mund të arrihen
për çmimin 25 C për njësi.
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x (njësi)

R (euro)

R(x) = (50 − x)x

b

|

25

Figura 4.7. Grafiku i funksionit të të ardhurave.

Ndonjëherë është me rëndësi të përckatohet kur dy funksione janë të ba-
rabarta. Për shembull, një ekonomist do të mund të dëshironte të llogarisë
çmimin e tregut për të cilin kërkesa e konsumatorëve për një mall do të jetë e
barabartë me ofertën.

Gjeometrikisht, vlera e x për të cilën dy funksione f(x) dhe g(x) janë të
barabarta janë x-koordiantat e pikave në të cilat këta grafikë priten.

Shembull 4. Gjeni pikat e prerjes të grafikëve të f(x) = 2x+ 3 dhe g(x) = x2.

Zgjidhje. Duhet zgjidhur ekuacionin

f(x) = g(x);

d.m.th.,

2x+ 3 = x2

x2 − 2x− 3 = 0,

prej nga, mbështetur në formulën kuadratike, fitojmë

x1 =
−(−2) +

√

(−2)2 − 4 · 1 · (−3)

2 · 1 = 3
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dhe

x2 =
−(−2)−

√

(−2)2 − 4 · 1 · (−3)

2 · 1 = −1.

Duke llogaritur vlerat përkatëse për koordinatat y nga ekuacioni, për shembull,
y = x2 gjejmë se pikët e prerjes janë (3, 9) dhe (−1, 1). Grafikët dhe pikat e
prerjes janë paraqitur në figurën 4.8.

x

y

b

|

−1

b

|

3

Figura 4.8. Pikëprejret e grafikëve f(x) = 2x+ 3 dhe g(x) = x2.

Funksion fuqi quhet një funksion i formës f(x) = xn, ku n është numër
real. Për shembull, y = x2, y = x−3 dhe y = x1/3 janë funksione fuqi. Të
tillë janë poashtu edhe funksionet f(x) = 1

x2 dhe g(x) =
√
x meqë mund të

shkruhen si f(x) = x−1 dhe g(x) = x1/2.
Një funksion i formës

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0,

ku n është numër i plotë jonegativ, quhet polinom. Në qoftë se an 6= 0, numri i
plotë n quhet shkallë e polinomit. Për shembull, f(x) = −3x5 + 7x3 − 1 është
një polinom i shkallës 5.
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Herësi
p(x)

q(x)

i dy polinomeve p(x) dhe q(x) quhet funksion racional.

Detyra për ushtrime

Në detyrat 1–6 skiconi grafikun e funksionit të dhënë. Përfshini të gjitha x-
dhe y-pikëprerjet.

1. f(x) = x;

2. f(x) = x2;

3. f(x) = −x2;

4. f(x) = x3 − x2 − 6x;

5. f(x) = x4;

6. f(x) =
√
x.

Në detyrat 7–11 gjeni pikat e prerjes të grafikëve të funksioneve të dhëna.

7. y = 3x+ 5 dhe y = −x+ 3;

8. y = x2 dhe y = 3x+ 3;

9. y = −x2 dhe y = x− 6;

10. y = x3 − 6x2 dhe y = −x2;

11. y = x2 − x dhe y = 2− x2.

12. Një prodhues mund të prodhojë CD lexues me kosto 40 C për copë.
Vlerësohet se në qoftë se CD lexuesit shiten me çmim x euro copa, kon-
sumatorët do të blejnë 120 − x sish në muaj. Shprehni profitin mujor
të prodhuesit si funksion të çmimit, paraqitni grafikisht funksionin dhe
shfrytëzoni grafikun për të vlerësuar çmimin optimal të shitjes.
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13. Kërkesa e konsumatorëve për një mall të caktuar është D(p) = −200p+
12, 000 njësi në muaj kur çmimi i tregut është p euro njësia.

(a) Paraqitni grafikisht funksionin e kërkesës.

(b) Shprehni shpenzimet totale mujore të konsumatorëve për mallin si
funksion të p. (Shpenzime totale mujore është sasia e të hollave të
cilën konsumatorët e shpenzojnë çdo muaj për mallin.)

(c) Paraqitni grafikisht funksionin e shpenzimeve totale mujore.

(d) Shfrytëzoni grafikun për të vlerësuar çmimin e tregut i cili gjeneron
shpenzimet më të mëdha të konsumatorëve.

14. Kostoja totale e prodhimit të x njësish të një malli të caktuar është
C(x) = 1

6x
3 + 2x + 5 euro. Shprehni koston mesatare për një njësi si

funksion të numrit të njësive të prodhuara dhe paraqitni grafikisht në
të njëjtin sistem koordinativ funksionet e kostos totale dhe të kostos
mesatare.

4.3 Funksionet lineare

Në shumë situata praktike shpejtësia me të cilën një madhësi ndryshon ndaj
një madhësie tjetër është konstante. Ja një shembull nga ekonomiksi.

Shembull 1. Kostoja totale e një prodhuesi përbëhet nga kostoja fikse prej
100 C dhe kostot e prodhimit 60 C për njësi. Shprehni koston totale si funksion
të numrit të njësive të prodhuara dhe vizatoni grafikun.

Zgjidhje. Shënojmë me x numrin e njësive të prodhuara dhe me C(x) koston
totale përkatëse. Atëherë,

[Kostoja totale] = [Kostoja për njësi] · [Numri i njësive] + [Kostoja fikse],

ku

[Kostoja për njësi] = 60,

[Numri i njësive] = x,

[Kostoja fikse] = 100.
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Pra,
C(x) = 60x+ 100.

Grafiku i funksionit të kostos totale është skicuar në figurën 4.9

100

200

300

400

500

600

700

1 2 3 4 5

x

C(x)

C(x) = 60x+ 100

b
(0, 100)

b
(2, 220)

b

(3, 280)

Figura 4.9. Funksioni i kostos C(x) = 60x + 100.

Në shembullin e mësipërm kostoja totale rritet me shpejtësi konstante 60 C
për njësi. Si rrjedhojë, grafiku i saj në figurën 4.9 është drejtëz e cila ngritet
për 60 njësi për çdo 1 njësi ecjeje të x.

Në përgjithësi, një funksion vlera e të cilit ndryshon me shpejtësi konstante
sipas ndryshores së pavarur quhet funksion linear. Emërtimi është marrë i
tillë sepse grafiku i funksionit të tillë është vijë e drejtë („linjë“). Në shënimin
algjebrik, funksion linear është një funksion i formës

f(x) = a1x+ a0,

ku a0 dhe a1 janë konstanta. Pra, funksioni linear është polinom i shkallës 1.
Për shembull, funksionet f(x) = 3x+ 2

3 , g(x) = −2x dhe h(x) = 3 janë lineare.
Funksionet lineare tradicionalisht shkruhen në formën

y = mx+ b,
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ku m dhe b janë konstanta.
Diskutimin e mësipërm e japim në mënyrë të përmbledhur si vijon.

Funksionet lineare. Funksion linear është një funksion i cili ndryshon
me shpejtësi konstante sipas ndryshores së pavarur.

Grafiku i një funksioni linear është drejtëz.

Ekuacioni i një funksioni linear ka formën

y = mx+ b,

ku m dhe b janë konstanta.

Një vëzhgues do të mund të thonte se një kodër me „ngritje“ 2 metra për
çdo metër „ecje“ ka pjerrtësinë

m =
[Ngirtja]

[Ecja]
=

2

1
= 2.

Pjerrtësia e një drejtëze mund të matet në të njëjtën mënyrë. (Në kapitullin
e parë kemi pasur një diskutim mbi ekuacionin e një drejtëze dhe pjerrtësinë
e saj. Ju lutem rikujtojeni edhe një herë para se të vazhdoni më tej.)

Le të jenë (x1, y1) dhe (x2, y2) dy pika të cilat shtrihen në një drejtëz, siç
është treguar në figurën 4.10. Ndërmjet këtyre pikave, x „ecën“ për x2 − x1

dhe y „ngritet“ për y2 − y1. Pjerrtësia është herësi

[Pjerrtësia] =
[Ngritja]

[Ecja]
=
y2 − y1
x2 − x1

.

Ndonjëherë është e përshtatshme që të përdoret simboli ∆y në vend të
y2−y1 për të shënuar ndyrshimin e y. Simboli ∆y lexohet „delta y.“ Ngjashëm,
simboli ∆x përdoret në vend të x2 − x1 për të shënuar ndryshimin e x.
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Figura 4.10. Pjerrtësia y2−y1

x2−x1
= ∆y

∆x
.

Pjerrtësia e një drejtëze. Pjerrtësia e drejtëzës e cila kalon nëpër
pikat (x1, y1) dhe (x2, y2) jepet me formulën

[Pjerrtësia] =
∆y

∆x
=
y2 − y1
x2 − x1

.

Përdorimi i kësaj formule është ilustruar në shembullin vijues.

Shembull 2. Gjeni pjerrtësinë e drejtëzës e cila bashkon pikat (−3, 4) dhe
(2,−1).

Zgjidhje.

[Pjerrtësia] =
∆y

∆x
=
−1− 4

2− (−3)
=
−5

5
= −1.

Grafiku është dhënë në figurën 4.11.
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x

y

b

b

(−3, 4)

(2,−1)

∆y = −1− 4 = −5

∆x = 2− (−3) = 5

Figura 4.11. Drejtëza që bashkon pikat (−3, 4) dhe (2,−1).

Parashenja dhe lartësia e vlerës së pjerrtësisë së një drejtëze tregojnë drej-
timin, përkatësisht rrëpirën e drejtëzës. Pjerrtësia është pozitive në qoftë se
lartësia e drejtëzës rritet duke u rritur x, kurse është negative në qoftë se
lartësia e drejtëzës zvogëlohet duke u rritur x. Vlera absolute e pjerrtësisë
është e madhe në qoftë se drejtëza është shumë e rrëpirët dhe është e vogël në
qoftë se drejtëza nuk është e rrëpirët. Këto situata janë ilustruar në figurën 4.12

Drejtëzat horizontale dhe ato vertikale kanë ekuacione posaçërisht të thje-
shta.

Një drejtëz horizontale ka të gjitha y-koordinatat të barabarta. Prandaj,
një drejtëz horizontale është grafiku i një funksioni linear të formës

y = b,

ku b është konstantë. Pjerrtësia e një drejtëze horizontale është 0, meqë
ndryshimet e x nuk shkaktojnë ndryshim në y (shihni figurën 4.13a).

Një drejtëz vertikale ka të gjitha x-koordinatat të barabarta. Prandaj,
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Figura 4.12. Drejtimi dhe rrëpira e një drejtëze.

x

y

y = bb
(0, b)

(a) Drejtëza horizontale y = b

x

y

x = c

b

(c, 0)

(b) Drejtëza vertikale x = c

Figura 4.13. Drejtëzat horizontale dhe ato vertikale.
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drejtëzat vertikale karakterizohen me ekuacione të formës

x = c,

ku c është konstantë.
Konstantat m dhe b në ekuacionin y = mx + b të një drjtëze jovertikale

kanë interpretim gjeometrik.
Koeficienti m është pjerrtësia e drejtëzës. Për t’u bindur në këtë, supozo-

jmë se (x1, y1) dhe (x2, y2) dy pika të cilat shtrihen në drejtëzën y = mx+ b.
Atëherë, y1 = mx1 + b dhe y2 = mx2 + b, prandaj

[Pjerrtësia] =
y2 − y1
x2 − x1

=
(mx2 + b)− (mx1 + b)

x2 − x1

=
mx2 −mx1

x2 − x1
=
m(x2 − x1)

x2 − x1
= m.

Konstanta b në ekuacionin y = mx + b është vlera e y e cila fitohet për
x = 0. Prandaj, pika (0, b) është y-pikëprerja e drejtëzës.

Interpretimi gjeometrik i konstantave m dhe b në ekuacionin y = mx + b
është ilustruar në figurën 4.14

x

y

(x1, y1)

(x2, y2)

1

m

b

b

b
(0, b)

Figura 4.14. Pjerrtësia dhe y-pikëprerja e drejtëzës y = mx+ b.
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Meqë konstantat m dhe b në ekuacionin y = mx + b janë pjerrtësia, për-
katësisht y-pikëprerja, kjo formë e ekuacionit të drejtëzës njihet edhe si forma
pjerrtësi-pikëprerje.

Forma pjerrtësi-pikëprerje e ekuacionit të një drejtëze. Ekua-
cioni

y = mx+ b

është ekuacioni i drejtëzës me pjerrtësi m dhe y-pikëprerje në (0, b).

Forma pjerrtësi-pikëprerje e ekuacionint të një drejtëze është posaçërisht
e dobishme kur duhet përcaktuar ndonjë veti gjeometrike të një drejtëze nga
paraqitja algjebrike e drejtëzës. Ja një shembull tipik.

Shembull 3. Gjeni pjerrtësinë dhe y-pikëprerjen e drejtëzës 3y + 2x = 6.

Zgjidhje. Së pari e rishkruajmë ekuacionin 3y + 2x = 6 në formën pjerrtësi-
pikëprerje y = mx+ b. Për këtë, e zgjidhim sipas y, për të fituar

3y = −2x+ 6

y = −2

3
x+ 2.

Pra, pjerrtësia është − 2
3 dhe y-pikëprerja është (0, 2).

Ekziston edhe një forë tjetër e ekuacionit të një drejtëze, e cila zakonisht
është më efikase në rastet kur dihen veti gjeometrike të një drejtëze e duhet
gjetur ekuacionin e drejtëzës.

Forma pikë-pjerrtësi e ekuacionint të një drejtëze. Ekuacioni

y − y0 = m(x− x0)

është ekuacioni i drejtëzës e cila kalon nëpër pikën (x0, y0) dhe ka pjerr-
tësi m.
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Forma pikë-pjerrtësi e ekuacionint të një drejtëze është thjesht formula për
pjerrtësinë, por e maskuar. Për të parë këtë supozojmë se pika (x, y) shtrihet
në drejtëzën e cila kalon nëpër një pikë të dhënë (x0, y0) dhe ka pjerrtësi m.
Duke shfrytëzuar pikat (x, y) dhe (x0, y0) për të llogaritur pjerrtësinë, fitojmë

m =
y − y0
x− x0

,

e cila lehtë kthehet në formën pikë-pjerrtësi

y − y0 = m(x− x0).

Shqyrtojmë zbatimin praktik vijues. Në qoftë se shpejtësia e ndryshimit
të një madhësie ndaj një madhësie tjetër është konstante, funksioni i cili i
shoqëron dy madhësitë duhet të jetë linear. Shpejtësia konstante e ndryshimit
është pjerrtësia e drejtëzës përkatëse. Shembulli vijues ilustron teknikën që
mund të përdoret për të gjetur funksionin përkatës linear në situata të tilla.

Shembull 4. Që nga fillimi i vitit, çmimi i bukës së zezë në një supermarket
është ngritur me shpejtësi konstante 2 cent në muaj. Më 1 qershor çmimi
ka arritur 1.46 C copa. Shprehni çmimin e bukës si funksion të kohës dhe
përcaktoni çmimin në fillimin e vitit.

Zgjidhje. Shënonjë me t numrin e muajve që kanë kaluar që nga fillimi i vitit
dhe me p çmimin e copës së bukës (në cent). Meqë p ndryshon me shpejtësi
konstante sipas t, funksioni i cili shoqëron p me t duhet të jetë linear, dhe
grafiku i tij është drejtëz. Meqë çmimi rritet për 2 sa herë që t rritet për 1,
pjerrtësia e drejtëzës duhet të jetë 2. Fakti se çmimi ishte 146 cent (1.46 C)
më 1 qershor, 5 muaj pas fillimit të vitit, ka për rrjedhojë se drejtëza kalon
nëpër pikën (5, 146). Tani, për të përcaktuar ekuacionin i cili e përkufizon p
si funksion të t, shfrytëzojmë formulën pikë-pjerrtësi

p− p0 = m(t− t0)

me m = 2, t0 = 5, p0 = 146, për të fituar

p− 146 = 2(t− 5),
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ose
p = 2t+ 136.

Çmimi në fillimin e vitit fitohet për vlerën t = 0:

2 · 0 + 136 = 136

cent, d.m.th. 1.36 C.
Drejtëza përkatëse është paraqitur në figurën 4.15.

t

p

b

(0, 136)

b

(5, 146)

Figura 4.15. Rritja e çmimit të bukës: p = 2t+ 136.

Detyra për ushtrime

Në detyrat 1–5 gjeni pjerrtësinë e drejtëzës e cila kalon nëpër çiftin e dhënë të
pikave.

1. (2,−3) dhe (0, 4);

2. (−1, 2) dhe (2, 5);

3. (2, 0) dhe (0, 2);

4. (5,−1) dhe (−2,−1);

5.
(

2
3 ,− 1

5

)

dhe
(

− 1
7 ,

1
8

)

.
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Në detyrat 6–15 gjeni pjerrtësinë dhe x- e y pikëprerjet e drejtëzës së dhënë
dhe viztoni grafikun.

6. y = 3x;

7. y = 5x+ 2;

8. y = 3x− 6;

9. x+ y = 2;

10. 3x+ 2y = 6;

11. 2x− 4y = 12;

12. 5y − 3x = 4;

13. 4x = 2y + 6;

14. y = 4;

15. y = −1.

Në detyrat 16–26 shkruani ekuacionin e drejtëzës me vetitë e dhëna.

16. Nëpër (2, 0) me pjerrtësi 1;

17. Nëpër (−1, 2) me pjerrtësi 2
3 ;

18. Nëpër (5,−2) me pjerrtësi − 1
2 ;

19. Nëpër (0, 0) me pjerrtësi 5;

20. Nëpër (2, 5) dhe paralele me boshtin x;

21. Nëpër (2, 5) dhe paralele me boshtin y;

22. Nëpër (1, 0) dhe (0, 1);
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23. Nëpër (2, 5) dhe (1,−2);

24. Nëpër (−2, 3) dhe (0, 5);

25. Nëpër (4, 1) dhe paralele me drejtëzën 2x+ y = 3;

26. Nëpër (3, 5) dhe paralele me drejtëzën x+ y = 4.

27. Kostoja totale e një prodhuesi përbëhet nga kostoja fikse prej 5, 000 C
dhe kostot e prodhimit prej 60 C për njësi. Shprehni koston totale si
funksion të numrit të njësive të prodhuara dhe vizatoni grafikun.

28. Një agjenci rent-a-car lëshon veturat për 35 C në ditë plus 55 cent për
një kilometër.

(a) Shprehni koston e marrjes së një veture nga kjo agjenci për 1 ditë
si funksion të numrit të kilometrave të ngara dhe skiconi grafikun.

(b) Sa kushton të merret një veturë për një udhëtim 1-ditor 50 kilo-
metërsh?

(c) Sa kilometra është ngarë një veturë në qoftë se kostoja e marrjes
njëditore ishte 72 C?

29. Një prodhues blen makineri në vlerë 20, 000 C e cila amortizohet line-
arisht ashtu që vlera e saj shitëse pas 10 vjetësh do të jetë 1, 000 C.

(a) Shprehni vlerën e makinerisë si funksion të moshës së saj dhe viza-
toni grafikun.

(b) Llogaritni vlerën e makinerisë pas 4 vjetësh.

(c) Kur bëhet makineria e pavlerë? Mbase prodhuesi nuk do të presë
kaq gjatë për t’u liruar nga makina. Diskutoni çështjet të cilat
prodhuesi do të mund t’i merrte në konsideratë për të vendosur kur
ta bëjë shitjen.

4.4 Modele funksionale

Një paraqitje matematike e një situate praktike quhet model matematik. Në
pikat paraprake pamë modele të cilat paraqitnin madhësi të tilla si kostoja



140 KAPITULLI 4. FUNKSIONET DHE GRAFIKËT E TYRE

e prodhimit, oferta dhe kërkesa. Në këtë pikë do të shohim shembuj të cilët
ilustrojnë disa nga teknikat të cilat mund t’i shfrytëzojmë për të ndërtuar
modele tonat matematike.

Në shumë situata sasia e cila kërkohet shprehet në mënyrë të natyrshme
me anë të dy ndryshoresh. Para se ta shkruajmë sasinë si funksion të njërës
ndryshore do të na duhet ta eliminojmë ndryshoren tjetër.

Shembull 1. Një shitës ka ardhur në përfundim se çmimi p, i shprehur në cent, i
një njësie të një malli të caktuar kur shiten x njësi të mallit plotëson relacionin

5

6
p− 35x = 15.

Shprehni të ardhurat e nxjerra nga shitja si funksion të x.

Zgjidhje. Për të ardhurat totale R nga shitja e x njësish të mallit me çmim p
kemi

R = px.

Meqë qëllimi është që të shprehen të ardhurat totale si funksion vetëm i x,
duhet që të shprehim p me anë të x. Për këtë, zgjidhim sipas p ekuacionin e
dhënë

5

6
p− 35x = 15,

për të gjetur
5

6
p = 35x+ 15,

ose

p =
6

5
(35x+ 15);

d.m.th.,
p = 42x+ 18.

Rezultatin e fituar për p e zëvendësojmë në formulën për R, për të fituar

R(x) = (42x+ 18)x = 42x2 + 18x.

Në shembullin vijues do të na duhen tri formula për të përkufizuar funk-
sionin e dëshiruar.
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Shembull 2. Gjatë një periudhe thatësie banorët e Prishtinës ishin ballafaquar
me mungesë të ashpër uji. Për ta diskurajuar përdorimin e tepërt të ujit, de-
partamenti përgjegjës i komunës vuri në fuqi ngritje drastike normash. Norma
mujore për një familje ishte 0.12 C për metër kub ujë për 32 metrat kub të
para, 1 C për metër kub për 32 metrat kub të ardhshme, dhe 5 C për metër
kub për më tutje. Shprehni llogarinë mujore të ujit për një familje si funksion
të sasisë së ujit të shfrytëzuar.

Zgjidhje. Le të jetë x numri i njësive metra kub të ujit të shfrytëzuar nga
familja gjatë muajit dhe C(x) kostoja përkatëse në euro.

Në qoftë se 0 ≤ x ≤ 32, kostoja është, thjesht, kostoja për njësi e shumëzuar
me numrin e njësive të shfrytëzuara:

C(x) = 0.12x.

Në qoftë se 32 < x ≤ 64, secila nga 32 njësitë e para kushton 0.12 C,
kështu që kostoja totale e këtyre 32 njësive është 0.12 · 32 = 3.84 euro. Secila
nga x− 32 njësitë e mbetura kushton nga 1 C, prandaj kostoja totale e këtyre
njësive është 1(x−32) = x−32 euro. Kostoja e të gjitha x njësive është shuma

C(x) = 3.84 + x− 32 = x− 28.16.

Në qoftë se x > 64, kostoja e 32 njësive të para është 0.12 · 32 = 3.84 euro,
kostoja e 32 njësive të ardhshme është 1 · 32 = 32 euro, kurse ajo e x − 64
njësive të mbetura është 5(x − 64) euro. Kostoja e të gjitha x njësive është
shuma

C(x) = 3.84 + 32 + 5(x− 64) = 5x− 284.16.

Me kombinimin e këtyre tri formulave fitojmë koston mujore të ujit si funk-
sion të sasisë së shfrytëzuar:

C(x) =











0.12x në qoftë se 0 ≤ x ≤ 32,

x− 28.16 në qoftë se 32 < x ≤ 64,

5x− 284.16 në qoftë se x > 64.

Grafiku i këtij funksioni është dhënë në figurën 4.16. Vëreni se grafiku përbëhet
nga tri segmente, secili më i pjerrët sesa ai paraprak. Rritja e pjerrtësisë së
drejtëzave reflekton aspektin praktik të rritjes së kostos shtesë për një njësi
shtesë.
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Figura 4.16. Kostoja e ujit në Prishtinë.

Gjatë konstruktimit të modeleve matematike shpesh është me rëndësi të
merren në shqyrtim relacione përpjesëtimi (ose proporcionaliteti). Tri llojet
më të rëndësishme të përpjesëtimit përkufizohen si vijon:

Përpjesëtimi (proporcionaliteti). Themi se një sasi Q është:

1. në përpjesëtim të drejtë me x në qoftë se Q = kx për ndonjë kon-
stantë k;

2. në përpjesëtim të zhdrejtë me x në qoftë se Q = k
x për ndonjë kon-

stantë k.

Ja një shembull nga ekonomiksi.

Shembull 3. Në një fabrikë kostoja fikse e prodhimit është në përpjesëtim
të drejtë me numrin e makinave të shfrytëzuara dhe kostoja variabile është
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në përpjesëtim të zhdrejtë me numrin e makinave të shfrytëzuara. Shprehni
koston totale si funksion të numrit të makinave të shfrytëzuara.

Zgjidhje. Shënojmë me x numrin e makinave të shfrytëzuara, me C(x) koston
totale të prodhimit. Atëherë,

[Kostoja fikse] = k1x, [Kostoja variabile] =
k2

x
,

ku k1 e k2 janë konstanta. Prandaj,

C(x) = k1x+
k2

x
.

Një grafik funksioni të tillë është skicuar në figurën 4.17. Në kursin vijues të
matematikës së biznesit do të mësoni se si zbatohet analiza matematike për të
llogaritur numrin e makinave të shfrytëzuara për të cilat arrihet kostoja më e
vogël totale.

x

C(x)

Figura 4.17. Kostoja totale sipas numrit të makinave të shfrytëzuara.

Modelet e biznesit dhe të ekonomisë shpesh kanë të bëjnë me çmimet,
kontrollin e kostos dhe optimizimin e profitit. Japim një shembull në të cilin
profiti është shprehur si funksion i çmimit të shitjes së një produkti të caktuar.
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Shembull 4. Një prodhues mund të prodhojë video shirit të painçizuar me kosto
2 C për kasetë. Kasetat shiten me çmim 3 C copa, dhe me këtë çmim kon-
sumatorët blejnë 4, 000 kaseta në muaj. Prodhuesi planifikon të rrisë çmimin
e kasetave dhe vlerëson se për çdo 1 C rritje në çmim do të shiten 400 kaseta
më pak çdo muaj.

(a) Shprehni profitin mujor të prodhuesit si funksion të çmimit me të cilin
shiten kasetat.

(b) Skiconi grafikun e funksionit të profitit. Cili çmim i përgjigjet profitit
maksimal? Sa është profiti maksimal?

Zgjidhje. (a) Fillojmë duke e shprehur me fjalë relacionin e kërkuar

[Profiti] = [Të ardhurat totale]− [Kostoja totale].

Meqë qëllimi është që të shprehet profiti si funksion i çmimit, ndryshorja
e pavarur është çmimi, kurse ndryshorja e varur është profiti. Shënojmë
me p çmimin me të cilin do të shitet secila kasetë dhe le të jetë P (p)
profiti përkatës mujor.

Më tutje, shprehim numrin e kasetave të shitura me anë të ndryshores p.
Dimë se 4, 000 kaseta shiten çdo muaj kur çmimi është 3 C dhe se 400 më
pak do të shiten çdo muaj për çdo 1 C rritje çmimi. Meqë numri i rritjeve
për 1 C është diferenca p− 3 ndërmjet çmimit të ri të shitjes dhe atij të
vjetrit, do të kemi

[Numri i kasetave të shitura]

= 4, 000− 400 · [Numri i rritjeve për 1 C]

= 4, 000− 400(p− 3) = 5, 200− 400p.

Tani mund të gjejmë të ardhurat totale të shprehura me anë të çmimit:

[Të ardhurat totale] = R(p)

= p · [Numri i kasetave të shitura] = p(5, 200− 400p).

Nga ana tjetër, meqë kostoja e prodhimit të një kasete është 2 C, kostoja
totale e prodhimit të numrit të kasetave të shitura është
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[Kostoja totale] = C(p)

= 2 · [Numri i kasetave të shitura] = 2(5, 200− 400p).

Kështu, profiti total është

P (p) = R(p)− C(p) = p(5, 200− 400p)− 2(5, 200− 400p)

= (5, 200− 400p)(p− 2) = −400(p− 13)(p− 2)

= −400p2 + 6, 000p− 10, 400.

(b) Grafiku i P (p) është parabola e hapur nga poshtë e paraqitur në fi-
gurën 4.18. Profiti maksimal do të arrihet te vlera e p e cila i përgjigjet
pikës më të lartë në grafikun e profitit. Është ky kulmi i parabolës, për
të cilin, siç e dimë, është

p =
−b
2a

=
−6, 000

2 · (−400)
= 7.5

euro.

Pra, profiti maksimizohet kur prodhuesi shet një kasetë për 7.5 C, dhe
profiti maksimal mujor është

Pmax = P (7.5) = −400 · (7.5)2 + 6, 000 · 7.5− 10, 400 = 12, 100

euro.

Një zbatim i rëndësishëm në ekonomi i cili ka të bëjë me prerjen e grafikëve
shtrohet lidhur me ligjin e ofertës dhe kërkesës. Në këtë kontekst, e mendojmë
çmimin p të tregut të një malli si përcaktues të numrit të njësive të mallit që
prodhuesit janë të gatshëm t’i ofrojnë si dhe të numrit të njësive që konsuma-
torët janë të gatshëm t’i blejnë. Si rregull, oferta e prodhuesve S(p) rritet dhe
kërkesa e konsumatorëve D(p) zvogëlohet me rritjen e çmimit p të tregut. Një
çift lakoresh të ofertës dhe kërkesës është skicuar në figurën 4.19. Në të, në
boshtin vertikal është paraqitur sasia e mallit (e ofruar ose e kërkuar).

Në fakt, grafiku i një ekonomisti i këtyre funksioneve nuk do të dukej në
tërësi sikur ai në figurën 4.19. Për çështje teknike, kur shkon fjala për lakoret
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Figura 4.18. Funksioni i profitit P (p) = −400(p − 13)(p− 2).

e ofertës dhe kërkesës, ekonomistët zakonisht e thyejnë traditën matematikore
dhe përdorin boshtin horizontal për variablën e varur q dhe boshtin vertikal
për variablën e pavarur p.

Pika e prerjes së lakoreve të ofertës dhe kërkesës quhet pika e ekuilibrit të
tregut. Koordinata p e kësaj pike (çmimi i ekuilibrit) është çmimi i tregut për
të cilin oferta është e barabartë me kërkesën; d.m.th., çmimi i tregut për të
cilin nuk do të ketë as tepricë as mungesë të mallit.

Ligji i ofertës dhe kërkesës pohon se në situatë gare të pastër të konkurre-
ncës së tregut një mall do të tentojë të shitet me çmimin e vetë të ekuilibrit.
Në qoftë se malli shitet për më tepër sesa çmimi i ekuilibrit, atëherë do të ketë
tepricë të pashitur në treg dhe shitësit do të tentojnë t’i zvogëlojnë çmimet.
Nga ana tjetër, në qoftë se malli shitet për më pak sesa çmimi i ekuilibrit,
kërkesa do të tejkalojë ofertën dhe shitësit do të jenë të disponuar për t’i
ngritur çmimet e tyre.
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p

q

b

Pika e
ekuilibrit

|

Çmimi i ekuilibrit

Figura 4.19. Ekuilibri i tregut: pikëprerja e ofertës dhe kërkesës.

Ja një shembull.

Shembull 5. Gjeni çmimin e ekuilibrit dhe numrin përkatës të njësive të ofruara
dhe kërkuara në qoftë se funksioni i ofertës për një artikull është S(p) = p2 +
3p− 70 dhe funksioni i kërkesës është D(p) = 410− p.

Zgjidhje. Barazojmë S(p) me D(p) dhe zgjidhim ekuacionin sipas p, për të
fituar

S(p) = D(p)

p2 + 3p− 70 = 410− p
p2 + 4p− 480 = 0

p1/2 =
−4±

√

42 − 4 · 1 · (−480)

2 · 1 ,
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prej nga fitojmë
p1 = 20, p2 = −24.

Meqë në këtë problem praktik kanë kuptim vetëm vlerat pozitive të p,
mund të përfundojmë se çmimi i ekuilibrit është 20 C. Meqë oferta dhe
kërkesa përkatëse janë të barabarta, shfrytëzojmë funksionin më të thjeshtë,
të kërkesës, për të llogaritur sasinë:

D(20) = 410− 20 = 390

njësi.

Detyra për ushtrime

1. Çdo njësi e një malli të caktuar kushton p = 50x+20 euro kur prodhohen
x njësi të mallit. Në qoftë se shiten që të gjitha x njësitë me këtë çmim,
shprehni të ardhurat e nxjerra nga shitja si funksion të x.

2. Shpejtësia me të cilën njerëzit implikohen në skandale qeveritare është
në përpjesëtim të drejtë me numrin e njerëzve tanimë të implikuar dhe
me numrin e njerëzve të involvuar të cilët akoma nuk janë implikuar.
Shprehni këtë shpejtësi si funksion të numrit të njerëzve të cilët janë
implikuar.

3. Një maunë është marrë për të transportuar mallra nga një fabrikë deri
te një depo. Pagat e ngasësit llogariten sipas orëve, prandaj janë në
përpjesëtim të zhdrejtë me shpejtësinë me të cilën ngitet mauna. Kostoja
e karburantit është në përpjesëtim të drejtë me shpejtësinë. Shprehni
koston totale të operimit me maunë si funksion të shpejtësisë me të cilën
ngitet.

4. Një librari mund të furnizohet me një libër nga botuesi me çmim 3 C
kopja. Libraria ofron librin me çmim 15 C kopja, dhe me këtë çmim
shet 200 kopje në muaj. Libraria planifikon të zvogëlojë çmimin për të
stimuluar shitjen dhe vlerëson se për çdo 1 C zvogëlim në çmim do të
shiten 400 libra më tepër çdo muaj.

(a) Shprehni profitin mujor të librarisë nga shitja e këtij libri si funksion
të çmimit të shitjes.
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(b) Skiconi grafikun e funksionit të profitit. Vlerësoni çmimin optimal
të shitjes.

5. Funksionet e ofertës dhe kërkesës për një artikull janë S(p) = 4p+200 dhe
D(p) = −3p + 480, përkatësisht. Gjeni çmimin e ekuilibrit dhe numrin
përkatës të njësive të ofruara dhe kërkuara. Vizatoni lakoret ofertës dhe
kërkesës në të njëjtin bosht koordinativ.

6. Funksionet e ofertës dhe kërkesës për një artikull të caktuar janë S(p) =
p− 10 dhe D(p) = 5,600

p , përkatësisht.

(a) Gjeni çmimin e ekuilibrit dhe numrin përkatës të njësive të ofruara
dhe kërkuara.

(b) Vizatoni lakoret ofertës dhe kërkesës në të njëjtin bosht koordinativ.

(c) Ku e pret lakorja e ofertës boshtin p? Shpjegoni rëndësinë ekonomi-
ke të kësaj pike.

7. Gjatë një vere një grup studentësh ndërtojnë motoçikleta në një gara-
zhë të konvertuar. Qeraja për garazhën është 1, 500 C për verën, dhe
materialet e nevojshme për ndërtimin e një motoçiklete kushtojnë 125 C.
Motokletat mund të shiten për 275 C copa.

(a) Sa motoçikleta duhet t’i shesin studentët për të qenë rantabil?

(b) Sa motoçikleta duhet t’i shesin studentët për të gjeneruar profit
prej 1, 000 C?

4.5 Limitet e funksioneve

Për kuptimin e limitit tanimë kemi folur në kontekst vargjesh. Poashtu kemi
bërë fjalë për rolin themelor të nocionit të limitit në analizën matematike,
e cila nga ana e vetë ka zbatime të shumëfishta, përfshirë skicime lakoresh,
optimizime funksionesh, analizë të shpejtësisë (normës) së ndryshimit. Me
zbatime të tilla të analizës matematike do të merremi në kapitujt vijues; qëllimi
ynë në këtë pikë është që të njihemi me konceptin e limitit të funksionit. Edhe
këtu, sikurse te limitet e vargjeve, qasja jonë do të jetë më tepër intuitive sesa
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formale, duke theksuar idetë bazike për një zhvillim më rigoroz të ligjeve dhe
procedurave të analizës matematike.

Thënë në vija të trasha, procesi limit ka të bëjë me ekzaminimin e sjelljes
së një funksioni f(x) kur x i afrohet një numri c i cili mund të jetë ose të mos
jetë në domenin e f . Sjellja limite paraqitet në situata të ndryshme praktike.
Për shembull, kur ekonomistët flasin mbi profitin nën kushte ideale kanë në të
vërtetë të bëjnë me sjellje limite.

Për të ilustruar nocionin e limitit të një funksioni, supozojmë se dëshiro-
jmë të dijmë se çfarë ndodh me funksionin f(x) = x2−1

x−1 kur x i afrohet 1.
Edhepse f(x) nuk është i përkufizuar në x = 1, mund të fitojmë një ndjenjë
mbi situatën duke gjetur vlera të f(x) për vlera të x të cilat i afrohen gjithnjë
më afër 1 si nga ana e majtë ashtu nga e djathta. Tabela vijuese përmbledh
sjelljen e f(x) për x në afërsi të 1.

x i afrohet 1
nga e majta

→ ← x i afrohet 1
nga e djathta

x 0.8 0.9 0.95 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.05 1.1
f(x) 1.8 1.9 1.95 1.99 1.999 2.001 2.01 2.05 2.1

Vlerat e funksionit në këtë tabelë sugjerojnë se f(x) i afrohet numrit 2
kur x i afrohet gjithnjë më tepër numrit 1 nga të dyja anët. Kjo sjellje mund
të përshkruhet duke thënë „limiti i f(x) kur x i afrohet 1 është 2,“ dhe mate-
matikisht shënohet, shkurt,

lim
x→1
f(x) = 2.

Në përgjithësi, limiti i një funksioni f(x) kur x i afrohet numrit c mund të
përkufizohet në mënyrë joformale si vijon.

Limiti i një funksioni. Në qoftë se f(x) i afrohet gjithmonë më afër
numrit L kur x i afrohet gjithmonë më afër numrit c nga të dyja anët,
atëherë L është limiti i f(x) kur x tenton nga c. Sjellja e tillë shprehet
duke shënuar

lim
x→c
f(x) = L.
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Gjeometrikisht, shprehja për limitin lim
x→c
f(x) = L ka domethënien se

lartësia e grafikut të y = f(x) i afrohet L kur x i afrohet c (figura 4.20a).

Për shembull, grafiku i funksionit f(x) = x2−1
x−1 është një drejtëz me „vrimë“ në

(1, 2), dhe pikat në grafikun i afrohen kësaj vrime kur x i afrohet 1 nga cilado
anë (figura 4.20b).

x

y

|
x→ c← x

|

f(x)
↓
L

↑
f(x)

(a) Në qoftë se lim
x→c
f(x) = L, lartësia e grafikut të

y = f(x) i afrohet L kur x i afrohet c.

x

y

|

x→ 1← x

|

f(x)
↓
2
↑
f(x)

bc

(b) Interpretimi gjeometrik i shprehjes

lim
x→1

x2
−1

x−1
= 2.

Figura 4.20. Interpretimi gjeometrik i limitit

Është me rëndësi të kuptohet se limiti përshkruan sjelljen e një funksioni në
afërsi të një pike të caktuar, e jo domosde në vetë pikën. Një gjë e tillë është
ilustruar në figurën 4.21. Për që të tri funksionet f(x) e paraqitura grafikisht
është lim

x→c
f(x) = L. Por, funksionet kanë sjellje krejtësisht të ndryshme në

vetë pikën x = c. Në figurën 4.21a vlera f(c) është e barabartë me limitin L;
në figurën 4.21b f(c) është e ndryshme nga L; kurse në figurën 4.21c f(c) nuk
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është fare e përkufizuar.

x

y

|
x→ c← x

|

f(x)
↓
L

↑
f(x)

b

(a)

x

y

|
x→ c← x

|

f(x)
↓
L

↑
f(x)

bc

b

(b)

x

y

|
x→ c← x

|

f(x)
↓
L

↑
f(x)

bc

(c)

Figura 4.21. Tri funksione të ndryshme f(x) me limit lim
x→c
f(x) = L

Figura 4.22 tregon grafikët e dy funksioneve të cilët nuk kanë limit kur x i
afrohet c.

Limiti nuk ekziston në figurën 4.22a sepse f(x) tenton nga 2 kur x i afrohet c
nga e majta dhe tenton nga vlerë tjetër, 3, kur x i afrohet c nga e djathta.

Funksioni në figurën 4.22b nuk ka limit kur x i afrohet c sepse vlera e f(x)
rritet pafundësisht kur x tenton nga c. Në qoftë se kujtojmë atë që kemi
mësuar në pikën 2.1 mbi limitet e vargjeve, mund të konkludojmë se në këtë
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rast është lim
x→c
f(x) =∞.

x

y

|
c

|2

|3 b

bc

(a) Limiti nuk ekziston sepse f(x) nuk i
afrohet të njëjtës vlerë kur x tenton në c
nga e majta dhe nga e djathta.

x

y

|
c

(b) Limiti nuk ekziston sepse f(x) rritet
pafundësisht kur x tenton në c.

Figura 4.22. Dy funksione f(x) për të cilat nuk ekziston lim
x→c
f(x)

Meqë të gjitha ato që i kemi diskutuar për limitet e vargjeve në pikën 2.1
vlejnë edhe për limitet e tilla, të pafundme, këto nuk do t’i diskutojmë në
veçanti në rastin e funksioneve. (Ju lutem rishikoni pikën 2.1.)

Në veçanti, vëreni ngjashmërinë ndërmjet nocioneve të limitit lim
n→∞
an të

një vargu an dhe limitit lim
x→∞
f(x) të një funksion f(x).

Sikur limtet e vargjeve, edhe limitet e funksioneve u nënshtrohen rregullave
analoge algjebrike, të cilat mund të shfrytëzohen gjatë llogaritjeve.
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Vetitë algjebrike të limiteve. Në qoftë se ekzistojnë lim
x→c
f(x) dhe

lim
x→c
g(x), atëherë

lim
x→c

[f(x) + g(x)] = lim
x→c
f(x) + lim

x→c
g(x),

lim
x→c

[f(x) − g(x)] = lim
x→c
f(x)− lim

x→c
g(x),

lim
x→c

[kf(x)] = k lim
x→c
f(x) për çdo konstantë k,

lim
x→c

[f(x)g(x)] = [ lim
x→c
f(x)][ lim

x→c
g(x)],

lim
x→c

f(x)

g(x)
=

lim
x→c
f(x)

lim
x→c
g(x)

në qoftë se lim
x→c
g(x) 6= 0,

lim
x→c
f(x)p =

(

lim
x→c
f(x)

)p
në qoftë se ekziston lim

x→c
f(x)p.

D.m.th., limiti i një shume, ndryshimi, prodhimi, herësi ose fuqie është
shuma, ndryshimi, prodhimi, herësi ose fuqia e limiteve të veçanta,
përderisa të gjitha shprehjet janë të definuara.

Dy vetitë vijuese kanë të bëjnë me limitet e dy funksioneve elementare
lineare, dhe mund të shfrytëzohen për gjetjen e limiteve të funksioneve tjera.

Për çdo konstantë k,

lim
x→c
k = k dhe lim

x→c
x = c.

D.m.th., limiti i një konstante është vetë konstanta, dhe limiti i f(x) = x
kur x tenton në c është c.

Gjeometrikisht, shprehja lim
x→c
k = k thotë se lartësia e grafikut të funksionit

konstant f(x) = k i afrohet k kur x i afrohet c. Nga ana tjetër, lim
x→c
x = c thotë
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se lartësia e grafikut të funksionit linear f(x) = x i afrohet c kur x i afrohet c.
Këto shprehje janë ilustruar në figurën 4.23.

x

y

(c, k)

|
c

y = k b

(a) lim
x→c
k = k

x

y

(c, c)

|
c

|c b

(b) lim
x→c
x = c

Figura 4.23. Limitet e dy funkioneve lineare

Shembujt vijues ilustrojnë se si vetitë e limiteve mund të zbatohen për të
llogaritur limite funksioensh algjebrike.

Shembull 1. Gjeni

lim
x→1

3x2 + 1

x− 2
.

Zgjidhje. Zbatojmë rregullën e herësit, për të gjetur

lim
x→1

3x2 + 1

x− 2
=

lim
x→1

(3x2 + 1)

lim
x→1

(x− 2)
=

3 lim
x→1
x2 + lim

x→1
1

lim
x→1
x− lim

x→1
2

=
3 + 1

1− 2
= −4.

I kthehemi tani shembullit nga fillimi i pikës. Në të, që të dy numëruesi dhe
emëruesi i funksionit të dhënë racional i afrohen zeros. Në raste të tilla, duhet
përpjekur që funksioni të thjeshtohet algjebrikisht për të gjetur zgjidhjen e
kërkuar.
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Shembull 2. Gjeni

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
.

Zgjidhje. Vërejmë se për x = 1 funksioni nuk është i përkufizuar, kurse për të
gjitha vlerat tjera të x numëruesi dhe emëruesi mund të pjesëtohen me x− 1,
për të fituar

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim
x→1

(x − 1)(x+ 1)

x− 1
= lim
x→1

(x+ 1) = 2.

Më në fund, të njihemi shkurt me nocionin e vazhdueshmërisë së një funk-
sioni.

Joformalisht, funksion i vazhdueshëm është funksioni grafiku i të cilit mund
të vizatohet pa e ngritur lapsin nga letra; d.m.th. nuk ka vrima ose këputje.
Për shembull, funksione të vazhdueshme janë ato të skicuara në figurat 4.20a,
4.21a dhe 4.23. Por, jo të gjitha funksionet e kanë këtë veti. Të rikujtojmë,
për shembull, funksionet nga figurat 4.20b, 4.22a dhe 4.22b. Funksionet e tilla
nuk janë të vazhdueshme.

Vazhdueshmëria. Një funksion f është i vazhdueshëm në c në qoftë se

1. f(c) është e përkufizuar;

2. ekziston lim
x→c
f(x);

3. lim
x→c
f(x) = f(c).

Shembull 3. Tregoni se polinomi p(x) = 2x3 − 3x+ 1 është i vazhdueshëm në
pikën x = 1.

Zgjidhje. Vërejmë se vlera p(1) ështe e përkufizuar; me saktësisht, p(1) = 0.
Gjithashtu,

lim
x→1
p(x) = lim

x→1
(2x3 − 3x+ 1) = 0;
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pra,
lim
x→1
p(x) = p(1),

që d.m.th. se p(x) është i vazhdueshëm në x = 1.

Vazhdueshmëria në interval. Themi se një funksion f është i vazh-
dueshëm në një interval a ≤ x ≤ b në qoftë se është i vazhdueshëm në
secilën pikë x të intervalit.

Detyra për ushtrime

Në detyrat 1–10 llogaritni limitin e këruar në qoftë se ekziston.

1. lim
x→−1

(3x2 + 5x− 2);

2. lim
x→2

(x3 − 3x2 + 5x− 2);

3. lim
x→0

(x+ 1)2(x− 1);

4. lim
x→2

x−1
x+2 ;

5. lim
x→1

2x+3
x−2 ;

6. lim
x→3

(x−2)(x−3)
(x+2)(x−3) ;

7. lim
x→1

x2−1
x2−3x+2 ;

8. lim
x→1

√
x−2
x−4 ;

9. lim
x→1

√
x−1
x−1 ;

10. lim
x→1

√
x−1
x−1 .
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Në detyrat 11–16 përcaktoni se a është funksioni i dhënë i vazhdueshëm në
vlerën e specifikuar të x.

11. f(x) = 3x2 + 5x− 2, x = 2;

12. f(x) = x3 − 3x2 + 5x− 2, x = −1;

13. f(x) = x−1
x+2 , x = 1;

14. f(x) = x−1
x+2 , x = −2;

15. f(x) = 2x+3
x−2 , x = 3;

16. f(x) = 2x+3
x−2 , x = 2.



Kapitulli 5

Njehsimi diferencial

5.1 Derivati: shpejtësia e çastit dhe pjerrtësia

Analiza matematike studion ndryshimin e madhësive, kurse vegla primare për
studimin e shpejtësisë së ndryshimit është procedura e quajtur diferencim.

Në këtë pikë do të sqarojmë këtë procedurë dhe do të shpjegojmë si ajo
mund të zbatohet në probleme shpejtësish dhe për të gjetur pjerrtësinë (koe-
ficientin e drejtimit) e një tangjenteje të një lakoreje.

Marrim në shqyrtim një funksion f(x) i cili ndryshon për vlera të x nga
një interval (x0, x0 + h). Natyrisht, është e vështirë që thjesht të „lexohet“
shpejtësia e çastit e ndryshimit të funksionit në pikën x0, por mund ta masim
distancën ndërmjet vlerave f(x0) dhe f(x0 + h) të funksionit në pikat x0

dhe x0 + h dhe ta llogarisim shpejtësinë mesatare të ndryshimit në intervalin
(x0, x0 + h) me anë të herësit

vmes =
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Në qoftë se vlera e h është e vogël, është për t’u pritur që shpejtësia
mesatare e ndryshimit të f(x) të jetë shumë afër me shpejtësinë e çastit të
ndryshimit të tij në pikën x0. Prandaj është e arsyeshme të llogaritet shpe-

159
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jtësia e çastit v si limit

v = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

x

y

y = f(x)

Sek
anta

b

b

P

(x0, f(x0))

Q

(x0 + h, f(x0 + h))

(a) Grafiku i f(x) me sekantë nëpër pikat
P (x0, f(x0)) dhe Q(x0 + h, f(x0 + h)).

x

y

y = f(x)

Sekantat
Tangjenta

b
b

b

b

b

P

(x0, f(x0))

Q

(x0 + h, f(x0 + h))

(b) Kur h → 0 sekantat tentojnë nga tan-
gjenta nëpër P .

Figura 5.1. Përafrimi i tangjentës me sekanta.

Procedura sapo e sqaruar është ilustruar gjeometrikisht në figurën 5.1. Fi-
gura 5.1a tregon grafikun e funksionit y = f(x), në të cilin shtrihen pikat
P (x0, f(x0)) dhe Q(x0 + h, f(x0 + h)). Drejtëza PQ e cila bashkon pikat P
dhe Q quhet sekantë (ose kordë) e grafikut dhe ka pjerrtësinë (koeficientin e
drejtimit)

msec =
f(x0 + h)− f(x0)

(x0 + h)− x0
=
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Siç është treguar në figurën 5.1b, duke marrë h gjithnjë më të vogël, sekan-
tat korresponduese PQ tentojnë nga pozita të cilën intuitivisht e mendojmë si
tangjentë të lakores në pikën P . Një gjë e tillë na sygjeron se pjerrtësinë ktan

të tangjentës në pikën P (x0, f(x0)) e llogarisim duke gjetur vlerën limite të
pjerrtësive të sekanteve përafruese PQ; d.m.th.,

mtan = lim
h→0
msec = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.
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Pra, pjerrtësia e tangjentës së grafikut të funksionit y = f(x) në pikën x0

është pikërisht e barabartë me shpejtësinë e çastit të ndryshimit të f(x) sipas x
në këtë pikë.

Shprehja
f(x+ h)− f(x)

h
,

e cila paraqitet si gjatë llogaritjes së pjerrtësisë ashtu edhe të shpejtësisë së
ndryshimit, quhet koeficient i diferencës (ndryshimit) i funksionit f . Më sak-
tësisht, në të dyja zbatimet, llogarisim limitin e koeficientit të diferencës kur
h tenton në 0. Për të unifikuar studimin e këtyre dhe zbatimeve të ngjashme,
fusim terminologjinë dhe shënimet vijuese.

Derivat i një funksioni f(x) sipas x quhet funksioni f ′(x) (lexo: „f prim
prej x“) i dhënë me

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

,

kurse procesi i llogaritjes së derivatit quhet diferencim (ose derivim).
Themi se f(x) është i diferencueshëm (ose i derivueshëm) në x0 në qoftë
se ekziston f ′(x0) (d.m.th., ekziston limiti i koeficientit të diferencës kur
x = x0).

Përparësia e shënimit të këtillë të derivatit qëndron në faktin se vështrimet
e bëra më parë në këtë pikë lidhur me pjerrtësinë dhe shpejtësinë e ndryshimit
mund të përmblidhen në formën vijuese.

Pjerrtësia e tangjentës së lakores f(x) në pikën (x0, f(x0)) jepet me
mtan = f ′(x0).
Shpejtësia e çastit e ndryshimit të madhësisë f(x) sipas x kur x = x0

është e barabartë me f ′(x0).
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Në të parin nga dy shembujt vijues gjejmë ekuacionin e tangjentës. Pastaj
në të dytin shqyrtojmë një zbatim biznesi i cili ka të bëjë me shpejtësinë e
ndryshimit.

Shembull 1. Llogaritni derivatin e funksionit f(x) = x2, pastaj shfrytëzoni
rezultatin për të gjetur pjerrtësinë e lakores në pikën x = −1. Cili është
ekuacioni i tangjentës në këtë pikë?

Zgjidhje. Sipas përkufizimit të derivatit

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

(x + h)2 − x2

h

= lim
h→0

(x2 + 2xh+ h2)− x2

h
= lim
h→0

2xh+ h2

h

= lim
h→0

h(2x+ h)

h
= lim
h→0

(2x+ h) = 2x.

Kështu, pjerrtësia e tangjentës së lakores y = x2 në pikën x = −1 është

f ′(−1) = 2(−1) = −2

(shihni fig. 5.2).
Për të gjetur ekuacionin e tangjentës na nevojitet edhe y-koordinata e pikës

nga e cila është tërhequr tangjenta; d.m.th., y = f(−1) = (−1)2 = 1. Pran-
daj, tangjenta kalon nëpër pikën (−1, 1) dhe ka pjerrtësinë (koeficientin e
drejtimit) −2. Nga sa dimë më parë, ekuacioni i saj është

y − 1 = (−2)[x− (−1)]

y = −2x− 1.

Shembull 2. Një prodhues vlerëson se kur prodhohen dhe shiten x njësi të një
prodhimi të ardhurat e nxjerra do të jenë R(x) = 0.5x2 + 3x − 2 mijë euro.
Me çfarë shpejtësie ndryshojnë të ardhurat sipas nivelit të prodhimit x kur
prodhohen 3 njësi? A janë rritëse apo zvogëluese të ardhurat në këtë moment?
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x

y

y = f(x)

b

(−1, 1)

Figura 5.2. Tangjenta e lakores y = x2 në pikën (−1, 1).

Zgjidhje. Së pari, meqë x paraqet numrin e njësive të prodhuara, duhet të jetë
x ≥ 0. Koeficienti i diferencës së R(x) është

R(x+ h)−R(x)

h
=

[0.5(x+ h)2 + 3(x+ h)− 2]− [0.5x2 + 3x− 2]

h

=
[0.5(x2 + 2xh+ h2) + 3x+ 3h− 2]− 0.5x2 − 3x+ 2

h

=
xh+ 0.5h2 + 3h

h
= x+ 0.5h+ 3.

Prandaj, derivati i R(x) është

R′(x) = lim
h→0

R(x+ h)− R(x)

h
= lim
h→0

(x+ 0.5h+ 3) = x+ 3,

dhe meqë
R′(3) = 3 + 3 = 6,
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rrjedh se të ardhurat ndryshojnë me shpejtësi prej 6,000 C për njësi sipas
nivelit të prodhimit kur prodhohen 3 njësi.

Meqë R′(3) = 6 > 0, pra meqë R′(3) është pozitiv, tangjenta në pikën
e grafikut të funksionit të të ardhurave për x = 3 duhet të jetë me pjerrtësi
përpjetëze. Vështrimi i tillë na sygjeron se të ardhurat janë rritëse kur x = 3,
në çka edhe bindemi nga grafiku i R(x) i paraqitur në fig 5.3.

x (njësi
prodhimi)

R (mijë C)

b

3

Figura 5.3. Grafiku i funksionit R(x) = 0.5x2 + 3x− 2, për x ≥ 0, me tangjentën në
pikën x = 3.

Derivati f ′(x) i y = f(x) ndonjëherë shënohet me dydx (lexo:„de y, de x“),
dhe sipas këtij shënimi vlera e derivatit në x = c (d.m.th., f ′(c)) shkruhet si

dy

dx

∣

∣

∣

∣

x=c

.
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Për shembull, në qoftë se y = x2, atëherë, siç u bindëm në shembullin 1,

dy

dx
= 2x

dhe vlera e derivatit në pikën x = −1 është

dy

dx

∣

∣

∣

∣

x=−1

= 2x

∣

∣

∣

∣

x=−1

= 2(−1) = −2.

Shënimi dydx sygjeron pjerrtësinë

ndryshimi i y

ndryshimi i x
=

∆y

∆x
,

dhe mund poashtu të mendohet si „shpejtësia e ndryshimit të y sipas x.“ Ndon-
jëherë është e levërdishme që fjalia e formës

„në qoftë se y = x2, atëherë
dy

dx
= 2x“

të shkurtohet duke shënuar, thjesht,

d

dx
(x2) = 2x,

që lexohet: „derivati i x2 sipas x është 2x.“
Në qoftë se një funksion është i derivueshëm në një pikë P (x0, f(x0)),

atëherë grafiku i y = f(x) ka tangjentë jovertikale në pikën P , të cilës i
„ofrohen“të gjitha pikat e grafikut në „afërsi“të P . Intuitivisht, një gjë e
tillë sygjeron se një funksion duhet të jetë i vazhdueshëm në çdo pikë ku është
i derivueshëm, meqë grafiku nuk mund të ketë „vrimë“ose „këputje“në ndonjë
pikë ku mund të tërhiqet tangjenta.

Mirëpo, e anasjellta nuk është e vërtetë; d.m.th., një funksion i vazh-
dueshëm nuk është e thënë të jetë edhe i derivueshëm.

Në përgjithësi, funksionet me të cilat do të ndeshemi gjatë kursit tonë do
të jenë të derivueshëm në pothuajse të gjitha pikat. Në veçanti, polinomet
janë kudo të derivueshëm dhe funksionet racionale janë të dervueshme në çdo
pikë ku janë të përkufizuara.
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Detyra për ushtrime

1. Për funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni pjerrtësinë e tangje-
ntës së lakores për vlerën e dhënë të ndryshores së pavarur:

(a) f(x) = 5x− 3, x = 2;

(b) f(x) = x2 − 1, x = −1;

(c) f(x) = 2x2 − 3x− 5, x = 0;

(d) f(x) = x3, x = −1;

(e) f(x) = x3 − 1, x = 2;

(f) g(t) = 2
t , t = 1

2 ;

(g) f(x) = 1
x2 , x = 2;

(h) f(x) =
√
x, x = 4;

(i) h(u) = 1√
u

, u = 9.

2. Për funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni ekuacionin e tangje-
ntës së lakores për vlerën e dhënë të x0:

(a) f(x) = x2 + x+ 1, x0 = 2;

(b) f(x) = x3 − x, x0 = −2;

(c) f(x) = 3
x2 , x0 = 1

2 ;

(d) f(x) = 2
√
x, x0 = 4.

3. Për funksionet vijuese gjeni shpejtësinë e ndryshimit dydx kur x = x0:

(a) y = 3, x0 = 2;

(b) y = 6− 2x, x0 = 3;

(c) y = x(1 − x), x0 = −1.

4. Për funksionet vijuese vizatoni grafikun, pastaj caktoni vlerat e x për të
cilat derivati është zero. Çfarë ndodh me grafikun në pikat përkatëse?

(a) f(x) = x2 − 2x;

(b) f(x) = x3 + 3x2;
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(c) f(x) = x3 − x2.

5. Një prodhues mund të prodhojë mall me kosto 20 C për copë. Vlerësohet
se në qoftë se malli do të shitet për p euro copa, konsumatorët do të
blejnë 120−p sish çdo muaj. Gjeni profitin mujor P (p) = R(p)−C(p) të
prodhuesit, ku R(p) janë të ardhurat dhe C(p) kostoja. A është profiti
rritës apo zvogëlues kur çmimi i mallit është 60 C copa? Po kur çmimi
është 80 C copa? Çfarë ndodh me profitin kur malli shitet 70 C në copë?

5.2 Teknika derivimi

Në pikën paraprake, derivatet i llogaritëm duke shfrytëzuar përkufizimin me
anë të limitit. Në qoftë se një gjë të tillë do të na duhej ta bënim sa herë që
na nevojitet të llogarisim një derivat, atëherë do të ishte edhe bezdisëse edhe e
vështirë për të zbatuar analizën matematike në aplikacione të ndryshme. Për
fat të mirë, kjo nuk është e domosdoshme, dhe në këtë dhe pikën e ardhshme
do të zhvillojmë ca teknika të cilat në masë të madhe e thjeshtësojnë procesin
e diferencimit.

Fillojmë me një rregull për derivimin e një funksioni konstant.

Rregulla e konstantës. Për çfarëdo konstante c,

d

dx
(c) = 0.

D.m.th., derivati i një konstanteje është zero.

Një gjë e tillë mund të shihet nëse merret parasysh grafiku i një funksioni
konstant f(x) = c, i cili është një drejtëz horizontale (fig. 5.4). Meqë pjerrtësia
e një drejtëze të tillë është 0 në secilën pikë të saj, rrjedh se f ′(x) = 0. Ja në
vazhdim vërtetimi i cili shfrytëzon përkufizimin me anë të limitit:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

c− c
h

= 0

meqë për çdo x vlen f(x+ h) = c.
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x

y

y = c

Pjerrtësia: 0

Figura 5.4. Grafiku i f(x) = c.

Shembull 1. Për funksionin f(x) = −5 kemi

d

dx
(−5) = 0.

Vetia vijuese është nga më të zbatueshmet meqë na tregon si të derivohet
funksioni fuqi f(x) = xn. Vëreni se rregulla gjen zbatim jo vetëm te funksionet
si f(x) = x4, por edhe tek ato si g(x) = 3

√
x4 = x4/3 dhe h(x) = 1

x3 = x−3.

Rregulla e fuqisë. Për çdo numër real n,

d

dx
(xn) = nxn−1.

Me fjalë, për të gjetur derivatin e xn, zvogëlo për 1 eksponentin n të x
dhe shumëzo me eksponentin fillestar.

Vërtetimi i rregullës së fuqisë bëhet në disa hapa: kur n është numër na-
tyror, pastaj, kur është numër i plotë dhe, në fund, numër racional; këtu nuk
do të merremi me të meqë tejkalon suazat e kursit tonë.
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Shembull 2.

d

dx
(x5) = 5x5−1 = 5x4,

d

dx
(
√
x) =

d

dx
(x1/2) =

1

2
x1/2−1 =

1

2
x−1/2 =

1

2
√
x
,

d

dx

(

1

x2

)

=
d

dx
(x−2) = −2x−2−1 = −2x−3 = − 2

x3
.

Rregulla e konstantës dhe ajo e fuqisë japin formula të thjeshta për gjet-
jen e derivateve të një klase të rëndësishme funksionesh, por, për të qenë në
gjendje të diferencojmë shprehje ca më komplekse, duhet të dijmë rregullat për
manipulim algjebrik me derivate. Dy rregullat vijuese na mësojnë t’i derivojmë
prodhimin e një funksioni me konstantë dhe shumën e dy funksioneve.

Rregulla e faktorit konstant. Në qoftë se c është konstantë dhe f(x)
është funksion i derivueshëm, atëherë i tillë është edhe cf(x) dhe

d

dx
(cf(x)) = c

d

dx
[f(x)].

D.m.th., derivati i një prodhimi me konstantë është prodhimi i derivatit
me konstantën.

Shembull 3.

d

dx
(5x4) = 5

d

dx
(x4) = 5(4x3) = 20x3,

d

dx
(− 3√
x

) =
d

dx
(−3x−1/2) = −3

(

−1

2
x−3/2

)

=
3

2
x−3/2.
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Rregullat e shumës dhe ndryshimit. Në qoftë se f(x) dhe g(x) janë
funksione të derivueshme, atëherë të tillë janë edhe shuma f(x) + g(x)
dhe ndryshimi i tyre f(x) − g(x) dhe

d

dx
[f(x) + g(x)] =

d

dx
[f(x)] +

d

dx
[g(x)],

d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
[f(x)] − d

dx
[g(x)];

d.m.th.,
(f + g)′ = f ′ + g′.

Me fjalë, derivati i një shume ose ndryshimi është shuma ose ndryshimi i
derivateve.

Shembull 4.

d

dx
(x−3 + 5) =

d

dx
(x−3) +

d

dx
(5) = −3x−4 + 0 = −3x−4,

d

dx
(2x7 − 3x−5) = 2

d

dx
(x7)− 3

d

dx
(x−5)

= 2(7x6)− 3(−5x−6) = 14x6 + 15x−6.

Duke kombinuar rregullat e fuqisë, të faktorit konstant dhe të shumës mund
të derivojmë çfarëdo polinimi.

Shembull 5. Gjeni derivatin e polinomit y = 4x3 − 5x2 + 8x− 7.

Zgjidhje.

dy

dx
=
d

dx
(4x3 − 5x2 + 8x− 7)

= 4
d

dx
(x3)− 5

d

dx
(x2) + 8

d

dx
(x) +

d

dx
(−7)
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= 12x2 − 10x1 + 8x0 + 0 = 12x2 − 10x+ 8.

Në shumë zbatime praktike shpejtësia e çastit e ndryshimit të një madhësie
nuk është aq e rëndësishme sa është shpejtësia procentuale (në përqindje) e
ndryshimit, e cila përkufizohet me formulën

[

Shpejtësia procentuale

e ndryshimit të Q

]

= 100
[Shpejtësia e ndryshimit të Q]

[Madhësia e Q]

= 100
Q′(x)

Q(x)
.

Për shembull, shpejtësia e ndryshimit vjetor prej 200 C në pagë nuk do të
kishte domethënie të madhe për një person që fiton 100,000 C në vit. Në fakt,
meqë

100 · 200

100,000
= 0.2,

shpejtësia procentuale përkatëse e ndryshimit do të ishte vetëm 0.2%. Mirëpo,
për një person që fiton vetëm 1,000 C në vit do të kishim

100 · 200

1,000
= 20,

që d.m.th. se për të shpejtësia procentuale e ndryshimit do të ishte 20%.

Shembull 6. Bruto produkti vendor (GDP) i një vendi ishte N(t) = t2 +2t+50
qind milion euro t vite pas 2000.

(a) Me çfarë shpejtësie ndryshon sipas kohës GDP në vitin 2005?

(b) Me çfarë shpejtësie procentuale ndryshon sipas kohës GDP në vitin 2005?

Zgjidhje. (a) Shpejtësia e ndryshimit të GDP është derivati

N ′(t) = 2t+ 2.

Shpejtësia e ndryshimit në vitin 2005 është

N ′(5) = 2 · 5 + 2 = 12
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qind milion euro në vit.
(b) Shpejtësia procentuale e ndryshimit të GDP në vitin 2005 është

100
N ′(5)

N(5)
= 100

12

52 + 2 · 5 + 50
= 100 · 12

85
≈ 14.1;

pra, përafërsisht 14.1% në vit.

Detyra për ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) y = x−4;

(b) y = x7/3;

(c) y = 9√
t
;

(d) y = 3
2t2 ;

(e) y = x2 + 2x+ 3;

(f) y = 3x5 − 4x3 + 9x− 6;

(g) f(x) = x9 − 5x8 + x+ 12;

(h) f(x) = 1
4x

8 − 1
2x

6 − x+ 2;

(i) y = 1
t + 1

t2 − 1√
t
;

(j) y = 3
x − 2

x2 + 2
3x3 ;

(k) f(x) =
√
x3 + 1√

x3
;

(l) f(t) = 2
√
t3 + 4√

t
−
√

2;

(m) y = −x2

16 + 2
x − x3/2 + 1

3x2 + x
3 ;

(n) y = x2(x3 − 6x+ 7);

(o) y = x5−4x2

x3 ;

2. Kërkesa e konsumatorëve për një mall është D(p) = −200p+12,000 njësi
në muaj kur çmimi i tregut është p euro për njësi.
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(a) Shprehni shpenzimet totale mujore E(p) të konsumatorëve për këtë
mall si funksion të p dhe vizatoni grafikun. (Shpenzimet totale
mujore të konsumatorëve janë sasia totale e të hollave të cilën kon-
sumatorët e shpenzojnë çdo muaj për mallin.)

(b) Gjeni shpejtësinë e ndryshimit të shpenzimeve totale mujore të kon-
sumatorëve sipas çmimit p.

(c) Çfarë ndodh me shpenzimet totale mujore të konsumatorëve kur
çmimi i tregut është 30 C për njësi?

3. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në një
uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do
të ketë montuar

f(t) = −t3 + 6t2 + 15t

radio-tranzistorë t orë më pas.

(a) Nxjerrni formulën për shpejtësinë me të cilën punëtori do të montojë
radio pas t orësh.

(b) Me çfarë shpejtësie do të montojë radio punëtori në orën 9:00?

(c) Sa radio do të montojë punëtori ndërmjet orës 9:00 dhe 10:00?

4. Bruto të ardhurat e një kompanie ishin A(t) = 0.1t2 + 10t+ 20 mijë euro
t vite pas themelimit në vitin 2000.

(a) Me çfarë shpejtësie rriteshin sipas kohës bruto të ardhurat e kom-
panisë në vitin 2004?

(b) Me çfarë shpejtësie procentuale rriteshin sipas kohës bruto të ard-
hurat e kompanisë në vitin 2004?

5. Paga juaj fillestare do të jetë 6,000 C në vit dhe do të keni rritje prej
500 C çdo vit pas vitit të parë.

(a) Shprehni shpejtësinë procentuale të rritjes së pagës suaj si funksion
kohe dhe vizatoni grafikun.

(b) Me çfarë shpejtësie procentuale do të rritet paga juaj pas 1 viti?

(c) Çfarë do të ndodhë me shpejtësinë procentuale të rritjes së pagës
suaj në afat të gjatë (d.m.th., kur t rritet shumë)?
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5.3 Rregulla e prodhimit dhe ajo e herësit

Mbështetur në përvojat me rregullën e faktorit konstant dhe atë të shumës
nga pika paraprake, mund të shtrojmë pyetjen se mos vallë edhe derivati i
prodhimit të dy funksioneve është i barabartë me prodhimin e derivateve të
tyre, mirëpo lehtë bindemi se konjektura e tillë nuk është e saktë. Për shembull,
në qoftë se f(x) = x dhe g(x) = x2, atëherë f ′(x) = 1 dhe g′(x) = 2x, prandaj

f ′(x)g′(x) = 1(2x) = 2x,

kurse f(x)g(x) = xx2 = x3 dhe

[f(x)g(x)]′ = (x3)′ = 3x2.

Formula korrekte për derivimin e një prodhimi mund të formulohet si vijon.

Rregulla e prodhimit. Në qoftë se f(x) dhe g(x) janë funksione të
derivueshme, atëherë i tillë është edhe prodhimi i tyre P (x) = f(x)g(x)
dhe

d

dx
[f(x)g(x)] = g(x)

d

dx
[f(x)] + f(x)

d

dx
[g(x)],

ose në trajtë ekuivalente,

(fg)′ = f ′g + fg′.

Me fjalë, derivati i një prodhimi të dy funksioneve është derivati i të parit
herë i dyti plus i pari herë derivati i të dytit.

Duke zbatuar rregullën e prodhimit në shembullin tonë hyrës, gjejmë se

(xx2)′ = x′(x2) + x(x2)′ = 1 · x2 + x(2x) = x2 + 2x2 = 3x2.

Japim edhe një shembull tjetër.

Shembull 1. Derivoni funksionin P (x) = (x2 + 1)(3x− 1)

(a) zhvilluar P (x) dhe duke e derivuar si polinom;
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(b) zbatuar rregullën e prodhimit.

Zgjidhje. (a) Kemi
P (x) = 3x3 − x2 + 3x− 1,

prandaj
P ′(x) = 9x2 − 2x+ 3.

(b) Sipas rregullës së prodhimit,

P ′(x) =
d

dx
[(x2 + 1)(3x− 1)]

= (3x− 1)
d

dx
[(x2 + 1)] + (x2 + 1)

d

dx
[(3x− 1)]

= (3x− 1)(2x) + (x2 + 1) · 3 = 9x2 − 2x+ 3,

që, natyrisht, përputhet me rezultatin e fituar kur prodhimi zhvillohet dhe
pastaj derivohet si shumë.

Rregulla e herësit. Në qoftë se f(x) dhe g(x) janë funksione të de-
rivueshme dhe g(x) 6= 0, atëherë i derivueshëm është edhe herësi i tyre

Q(x) = f(x)
g(x) dhe

d

dx

[

f(x)

g(x)

]

=
g(x) ddx [f(x)]− f(x) ddx [g(x)]

g(x)2
,

ose në trajtë ekuivalente,

(

f

g

)′

=
f ′g − fg′
g2

.

Me fjalë, derivati i një herësi të dy funksioneve është derivati i të parit
herë i dyti minus i pari herë derivati i të dytit, e tëra mbi katrorin e
funksionit të dytë.
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Vërejtje. Rregulla e herësit është njëra ndër formulat më të ndërlikuara që keni
mësuar në kurset e matematikës gjer më tani. Mund të jetë ndihmesë të vëreni
se rregulla e herësit i ngjan rregullës së prodhimit përveç se ka shenjën minus,
gjë e cila bën tepër të rëndësishme renditjen e termave në numëruesin. Mund
të filloni ashtu që të vëni katrorin e g në emëruesin, dhe pastaj të shkruani
numëruesin duke filluar me derivatin e f dhe duke menduar mbi rregullën e
prodhimit. Mos e harroni shenjën minus, pa të cilën rregulla e herësit nuk do
të ishte kaq e vështirë për ta mbajtur mend.

Shembull 2. Derivoni funksionin racional y = x2+3x−13
x+5 .

Zgjidhje. Sipas rregullës së herësit,

dy

dx
=

(x2 + 3x− 13)′(x+ 5)− (x2 + 3x− 13)(x+ 5)′

(x+ 5)2

=
(2x+ 3)(x+ 5)− (x2 + 3x− 13) · 1

(x+ 5)2

=
2x2 + 13x+ 15− x2 − 3x+ 13

(x+ 5)2
=
x2 + 10x+ 28

(x+ 5)2
.

Rregulla e herësit është paksa e ngathët, prandaj mos e përdorni pa nevojë.
Keni parasysh shembullin vijues.

Shembull 3. Derivoni funksionin y = 3
2x2 − x3 + 5

4 + x−1
x .

Zgjidhje. Mos e përdorni rregullën e herësit! Në vend të saj, rishkruani funk-
sionin në formën

y =
3

2
x−2 − 1

3
x+

5

4
+ 1− x−1

dhe pastaj zbatoni rregullën e fuqisë term për term për të fituar

dy

dx
=

3

2
(−2x−3)− 1

3
+ 0 + 0− (−1)x−2

= −3x−3 − 1

3
+ x−2 = − 3

x3
− 1

3
+

1

x2
.
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Shembull 4. Profiti nga shitja e q njësish të një malli është

P (q) =
−q3 + 27q2 + 160q + 5

q + 4

mijë euro. Me çfarë shpejtësie ndryshon sipas shitjes profiti kur q = 2?

Zgjidhje. Na nevojitet ta llogarisim P ′(2). Duke zbatuar rregullën e herësit
marrim

P ′(q)

=
(−q3 + 27q2 + 160q + 5)′(q + 4)− (−q3 + 27q2 + 160q + 5)(q + 4)′

(q + 4)2

=
(−3q2 + 54q + 160)(q + 4)− (−q3 + 27q2 + 160q + 5) · 1

(q + 4)2

=
−2q3 + 15q2 + 216q + 635

(q + 4)2
.

Për nivelin e shitjes q = 2 gjejmë

P ′(2) =
−2 · 23 + 15 · 22 + 216 · 2 + 635

(2 + 4)2
=

1111

36
≈ 30.861

pra, profiti ndryshon (rritet) me shpejtësi afërsisht 30,861 C për njësi.

Detyra për ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(x) = (x− 5)(7x− 2);

(b) f(x) = (2x− 1)(3x+ 2);

(c) y = 10(3u+ 1)(1− 5u);

(d) y = 400(15− x2)(3x− 2);

(e) f(x) = 1
3x

5 − 2x3 + 1;

(f) y = x+1
x−1 ;
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(g) y = 3x−2
4x+5 ;

(h) y = 3
x−5 ;

(i) y = 1−t2

t2+1 ;

(j) f(x) = x2+3x−2
2x2−5x+1 ;

(k) f(x) = x2−3x+2
3 ;

(l) f(x) = (x−3)(2x+1)
x−1 .

2. Gjeni shpejtësinë e ndryshimit të funksioneve vijuese për vlerën e dhënë
të x0:

(a) y = (x2 + 2)(x+
√
x), x0 = 4;

(b) y = (x2 − 3)(1− 2x3), x0 = 1;

(c) y = (3x− 1)(2x+ 5), x0 = 1.

3. Një konteiner rrjedh rërë ashtu që pas t javësh në konteiner mbesin

S(t) = 10

(

1− t
2

25

)3

ton rërë.

(a) Sa rërë kishte fillimisht në konteiner?

(b) Me çfarë shpejtësie rrjedh nga konteineri rëra pas 1 jave?

(c) Sa kohë nevojitet për të rrejdhur e tërë rëra nga konteineri? Me
çfarë shpejtësie rrjedh rëra nga konteineri në momentin e zbrazjes?

4. Rregulla e prodhimit tregon si derivohet prodhimi i çfarëdo dy funk-
sioneve kurse rregulla e faktorit konstant tregon si derivohen prodhimet
në të cilat njëri nga faktorët është konstant. Tregoni se dy rregullat
janë konsistente; d.m.th., zbatoni rregullën e prodhimit për të treguar se
d
dx [cf(x)] = c ddx [f(x)] kur c është konstantë.
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5.4 Derivimi i funksioneve eksponenciale, loga-

ritmike dhe trigonometrike

Derivimi i funksioneve eksponenciale dhe funksioneve logaritmike është i thje-
shtë. Në këtë pikë do të japim formulat për derivatet e këtyre funksioneve dhe
do të përmendim derivatet e funksioneve trigonometrike.

Fillojmë me formulën për derivimin e funksionit ln x.

Derivati i ln x. Për x > 0 vlen

d

dx
(ln x) =

1

x
.

Vërtetimi i formulës rrjedh nga vetitë e njohura për logaritmet dhe fakti i
njohur më parë se

(

1 + 1
t

)t
tenton në e kur t rritet (ose zvogëlohet) pafundë-

sisht. Gjejmë koeficientin e diferencës së funksionit f(x) = ln x:

f(x+ h)− f(x)
h

=
ln(x+ h)− ln x

h

=
1

h
ln

(

x+ h

x

)

= ln

(

x+ h

x

)1/h

= ln

(

1 +
h

x

)1/h

.

Për të gjetur derivatin, lëshojmë h → 0 në koeficientin e gjetur të difere-
ncës. Për këtë gjë, vëjmë hx = 1

t . Atëherë 1
h = t

x , kështu që

f(x+ h)− f(x)
h

= ln

(

1 +
1

t

)t/x

= ln

[

(

1 +
1

t

)t
]1/x

.

Meqë nga h→ 0 rrjedh t→∞, kemi

d

dx
(ln x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
t→∞

ln

[

(

1 +
1

t

)t
]1/x

= ln

[

lim
t→∞

(

1 +
1

t

)t
]1/x
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= ln e1/x =
1

x
.

Shembull 1. Derivoni f(x) = ln
3
√
x2

x4

Zgjidhje. Së pari, meqë 3
√
x2 = x2/3, kemi

f(x) =
ln 3
√
x2

x4
=

lnx2/3

x4
=

2
3 lnx

x4
.

Tani, sipas rregullës së herësit,

f ′(x) =
2

3
· (ln x)′x4 − (x4)′ lnx

(x4)2

=
2

3
·

1
xx

4 − 4x3 lnx

x8
=

2

3
· x

3 − 4x3 ln x

x8
=

2

3
· 1− 4 lnx

x5
.

Shembull 2. Një prodhues vlerëson se q njësi të një malli do të shiten kur çmimi
është p(q) = 112− q ln q3 qind euro për njësi. Me çfarë shpejtësie ndryshojnë
të ardhurat e përgjithshme nga ky mall kur shiten 4 njësi?

Zgjidhje. Funksioni i të ardhurave të përgjithshme është

R(q) = p(q)q = (112− q ln q3)q = 112q − q2(3 ln q) = 112q − 3q2 ln q

qind euro, prandaj shpejtësia e ndryshimit të të ardhurave është

R′(q) = 112− 3[(q2)′ ln q + q2(ln q)′]

= 112− 3

(

2q ln q + q2
1

q

)

= 112− 6q ln q − 3q.

Kur q = 4 shpejtësia e ndryshimit është

R′(4) = 112− 6 · 4 · ln 4− 3 · 4 ≈ 66.73

qind euro për njësi; d.m.th., 6,673 C për njësi.
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Kalojmë tani te formula për derivatin e ex.

Derivati i ex.
d

dx
(ex) = ex

Me fjalë, ex është derivat i vetvetes.

Gjeometrikisht, fakti i mësipërm ka domethënien se në çdo pikë P (x0, e
x0)

të lakores y = ex pjerrtësia është e barabartë me ex0 , ordinatën e pikës P (shih
fig. 5.5). Kjo dhe është arsyeja kryesore pse numri e quhet bazë eksponenciale
„natyrore.“

x

y y = f(x)

b P (x0, e
x0 )

Pjerrtësia: ex0

Figura 5.5. Në çdo pikë P (x0, e
x0) të lakores y = ex pjerrtësia është e barabartë me

ex0 .

Shembull 3. Një prodhues vlerëson se kërkesa për një mall të caktuar është
D(p) = 5,000e−p njësi kur çmimi është p qind euro për njësi. Çfarë ndodh me
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të ardhurat e përgjithshme R(p) = pD(p) kur çmimi i tregut është 90 C?
Po kur ky çmim është 110 C? Ç’mund të përfundoni për të ardhurat e
përgjithshme kur çmimi është 100 C?

Zgjidhje. Funksioni i të ardhurave të përgjithshme është

R(p) = pD(p) = 5,000pe−p

qind euro, prandaj shpejtësia e ndryshimit të të ardhurave sipas çmimit është

R′(p) =
d

dp
(5,000pe−p) = 5,000

d

dp

( p

ep

)

= 5,000
(p)′ep − p(ep)′

(ep)2
= 5,000

1 · ep − pep
(ep)2

= 5,000
1− p
ep

qind euro në 100 C.
Kur çmimi i tregut është 90 C kemi p = 0.9, prandaj

R′(0.9) = 5,000
1− 0.9

e0.9
≈ 203.29,

pra pjerrtësia është pozitive, që d.m.th. se të ardhurat e përgjithshme rriten
në qoftë se rritet çmimi nga ky nivel.

Kur çmimi është 110 C kemi p = 1.1, kështu që

R′(1.1) = 5,000
1− 1.1

e1.1
≈ −166.44,

pra pjerrtësia është negative, që d.m.th. se të ardhurat e përgjithshme zvogëlo-
hen në qoftë se rritet çmimi nga ky nivel.

Më në fund, për çmimin 100 C kemi

R′(1) = 5,000
1− 1

e1
= 0.

Shqyrtimi i tillë na shtyn të mendojmë se për këtë çmim prodhuesi realizon të
ardhura të përgjithshme maksimale.
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Japim më në fund, për arsye kompletësie, edhe derivatet e funksioneve
trigonometrike, të cilat i keni hasur në kurset e gjertanishme të matematikës:

d

dx
(sin x) = cosx,

d

dx
(cosx) = − sinx.

Me fjalë, derivati i sinusit është kosinusi, kurse derivati i kosinusit është minus
sinusi.

Detyra për ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(x) = x2ex;

(b) f(x) = xe−x;

(c) f(x) = x− ln x;

(d) f(x) = ln x3;

(e) f(x) = ln 2x;

(f) f(x) = x2 lnx;

(g) f(x) = x ln
√
x;

(h) f(x) = x2 ln
√
x;

(i) f(x) = ln x
x .

2. Një makine e caktuar industriale amortizohet ashtu që vlera e saj pas
t vitesh bëhet V (t) = 20,000e−t euro.

(a) Me çfarë shpejtësie ndryshon sipas kohës vlera e makinës pas 5 vje-
tësh?

(b) Me çfarë shpejtësie procentuale ndryshon sipas kohës vlera e maki-
nës pas t vjetësh? A varet kjo shpejtësi nga t apo është konstante?
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3. Kërkesa e konsumatorëve për një mall është D(p) = 3,000e−p njësi në
muaj kur çmimi i tregut është p qind euro për njësi. Shprehni shpenzimet
totale mujore E(p) të konsumatorëve për mallin si funksion të p. Çfarë
ndodh me shpenzimet totale mujore kur çmimi i tregut është 95 C? Po
kur ky çmim është 105 C? Ç’mund të përfundoni për shpenzimet totale
mujore kur çmimi është 100 C?

5.5 Elemente të analizës margjinale: Përafrimi

me shtesa

Analiza margjinale është një fushë e ekonomiksit e cila ka të bëjë me vlerësimin
e efektit në madhësi të tilla si kostoja, të ardhurat dhe profiti kur niveli i pro-
dhimit ndryshon për një njësi. Për shembull, në qoftë se C(x) është kostoja
e prodhimit të x njësish të një malli, atëherë kostoja e prodhimit të njësisë
së (x0 + 1)-të është C(x0 + 1)− C(x0). Mirëpo, meqë derivati i funksionit të
kostos C(x), i quajtur kosto margjinale, jepet me

MC(x) = C′(x) = lim
h→0

C(x + h)− C(x)

h
,

rrjedh se për vlera „të vogla“ të h

MC(x0) ≈ C(x0 + h)− C(x0)

h
,

kështu që për h = 1 mund të bëhet përafrimi

MC(x0) ≈ C(x0 + 1)− C(x0).

Me fjalë tjera, në nivelin e prodhimit x = x0, çmimi i prodhimit të një njësie
shtesë është përafërsisht i barabartë me koston margjinale MC(x0). Lidhmëria
gjeometrike ndërmjet C(x0 +1)−C(x0) dhe MC(x0) është paraqitur në fig. 5.6.

Japim në vazhdim përkufizimet e funksioneve të kostos margjinale, të hy-
rave margjinale dhe profitit margjinal.
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x

y

y = C(x)

b

|

x0

|

x0 + 1

1

C′(x0)

(a) Kostoja margjinale MC(x0) për
x = x0 është C′(x0).

x

y

y = C(x)

b

|

x0

|

x0 + 1

C(x0 + 1)− C(x0)

(b) Kostoja e prodhimit të njësisë së (x0 +
1)-të është C(x0 + 1)− C(x0).

Figura 5.6. Përafrimi i C(x0 + 1)− C(x0) me anë të kostos margjinale MC(x0).

Kostoja margjinale, të ardhurat margjinale dhe profiti margji-
nal. Në qoftë se C(x) është kostoja totale e prodhimit të x njësish të
një malli, R(x) = px funksioni i të ardhurave të përgjithshme të shitjes
së kësaj sasie me çmim p për njësi dhe P (x) = R(x) − C(x) funksioni i
profitit, atëherë

MC(x) = C′(x)

quhet funksion i kostos margjinale,

MR(x) = R′(x)

quhet funksion i të ardhurave margjinale dhe

MP(x) = P ′(x)

quhet funksion i profitit margjinal.
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Shembull 1. Një prodhues vlerëson se kur prodhohen x njësi të një malli kostoja
totale do të jetë C(x) = 1

5x
2 + 4x+ 27 euro dhe se që të gjitha x njësitë do të

shiten kur çmimi është p(x) = 22− 1
4x euro për njësi.

(a) Shfrytëzoni funksionin e kostos margjinale për të vlerësuar koston e pro-
dhimit të njësisë së katërtë. Sa është kostoja e saktë e prodhimit të
njësisë së katërtë?

(b) Gjeni funksionin e të ardhurave për mallin. Shfrytëzoni pastaj funksionin
margjinal të të ardhurave për të vlerësuar të ardhurat e nxjerrura nga
shitja e njësisë së katërtë.

(c) Gjeni profitin e gjeneruar me shitjen e x njësish. Paraqitni grafikisht
funksionin e profitit dhe përcaktoni nivelin e prodhimit për të cilin profiti
është maksimal. Sa është profiti margjinal në këtë nivel optimal pro-
dhimi?

Zgjidhje. (a) Funksioni i kostos margjinale është

MC(x) = C′(x) =
2

5
x+ 4

dhe ndryshimi në kosto përderisa x rritet nga 3 në 4 (njësia e katërtë) është
përafërsisht

MC(3) =
2

5
· 3 + 4 =

26

5
= 5.2

euro.
Kostoja e saktë e njësisë së katërtë është

C(4)− C(3) =

(

1

5
· 42 + 4 · 4 + 27

)

−
(

1

5
· 32 + 4 · 3 + 27

)

=
27

5
= 5.4.

(b) Funksioni i të ardhurave totale është

R(x) = p(x)x =

(

22− 1

4
x

)

x = −1

4
x2 + 22x
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dhe funksioni i të ardhurave margjinale është

MR(x) = R′(x) = −1

2
x+ 22.

Të ardhurat e nxjerrura nga shitja e njësisë së katërtë janë përafërsisht

MR(3) = −1

2
· 3 + 22 =

41

2
= 20.5,

kurse të ardhurat e sakta

R(4)−R(3) =

(

−1

4
· 42 + 22 · 4

)

−
(

−1

4
· 32 + 22 · 3

)

=
81

4
= 20.25.

(c) Profiti është

P (x) = R(x)− C(x) =

(

−1

4
x2 + 22x

)

−
(

1

5
x2 + 4x+ 27

)

= − 9

20
x2 + 18x− 27.

Grafiku i funksionit të profitit është parabolë e hapur nga poshtë me pikën
më të lartë (kulmim) nga sipër:

x =
−b
2a

=
−18

2(− 9
20 )

= 20

(shihni fig. 5.7). Prandaj, profiti është maksimal kur prodhohen dhe shiten
20 njësi me çmim

p(20) = 22− 1

4
· 20 = 17

euro njësia.
Funksioni i profitit margjinal është

MP(x) = P ′(x) = − 9

10
x+ 18,

dhe në nivelin optimal të prodhimit x = 20 profiti margjinal është

MP(20) = − 9

10
· 20 + 18 = 0.
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x

y

y = P (x)

1.56 38.44

b

|

20

Figura 5.7. Grafiku i funksionit të profitit P (x) = − 9

20
x2 + 18x − 27.

Kostoja për njësi prodhimi është poashtu me rëndësi në ekonomiks. Funk-
sioni i tillë quhet kosto mesatare dhe derivati i tij quhet kosto mesatare margji-
nale.

Kostoja mesatare dhe kostoja mesatare margjinale. Në qoftë se
C(x) është kostoja totale e prodhimit të x njësish të një malli të caktuar,
atëherë

AC(x) =
C(x)

x

quhet funksion i kostos mesatare dhe

MAC(x) = (AC)′(x) =
d

dx

[

C(x)

x

]

quhet funksion i kostos mesatare margjinale.

Të ardhurat mesatare dhe profiti mesatar përkufizohen në mënyrë analoge.
Japim në vazhdim një shembull i cili ka të bëjë me koston mesatare.
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Shembull 2. Le të jetë C(x) = 1
5x

2 + 4x + 27 funksioni i kostos totale për
mallin në shembullin 1.

(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale për mallin.

(b) Për çfarë niveli të prodhimit kostoja mesatare margjinale është e bara-
bartë me 0?

(c) Për çfarë niveli të prodhimit kostoja margjinale është e barabartë me
koston mesatare?

Zgjidhje. (a) Kostoja mesatare është

AC(x) =
C(x)

x
=

1
5x

2 + 4x+ 27

x
=

1

5
x+ 4 +

27

x

dhe kostoja mesatare margjinale është

MAC(x) = (AC)′(x) =
d

dx

(

1

5
x+ 4 +

27

x

)

=
1

5
− 27

x2
.

(b) Kostoja mesatare margjinale është 0 kur

MAC(x) = 0

1

5
− 27

x2
= 0

x2 = 27 · 5
x2 = 135.

Meqë sasia e prodhimit x nuk mund të jetë negative, marrim parasysh vetëm
rrënjën pozitive

x =
√

135 ≈ 11.62.

(c) Siç pamë në shembullin 1, kostoja margjinale është MC(x) = 2
5x + 4,

prandaj kostoja margjinale është e barabartë me koston mesatare kur

MC(x) = AC(x)

2

5
x+ 4 =

1

5
x+ 4 +

27

x
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1

5
x =

27

x

x2 = 27 · 5
x =
√

135

x ≈ 11.62.

Vërejtje. Në shembullin 1 profiti është maksimal për nivelin e prodhimit ku
profiti margjinal është 0, ndërsa në shembullin 2, duke analizuar vlerat e kostos
mesatare margjinale MAC(x) në afërsi të nivelit të prodhimit x ≈ 11.62, mund
të përfundojmë se kostoja mesatare është minimale kur kostoja mesatare është
e barabartë me koston margjinale. Në pikat vijuese do të zbatojmë metoda të
analizës matematike për të treguar se që të dyja këto rezultate janë pasoja të
rregullave të përgjithshme të ekonomiksit.

Analiza margjinale është një shembull i rëndësishëm i një procedure më të
përgjithshme përafrimi të mbështetur në faktin se meqë

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

atëherë për vlera të vogla të h derivati f ′(x0) është përafërsisht i barabartë
me koeficientin e diferencës; d.m.th.,

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0)

h
,

prandaj

f(x0 + h)− f(x0) ≈ f ′(x0)h,

ose në trajtë ekuivalente,

f(x0 + h) ≈ f(x0) + f ′(x0)h.

Për të theksuar faktin se shtesa bëhet sipas ndryshores x, vëjmë h = ∆x dhe
përmbledhim formulën për përafrim me anë shtesash si vijon.
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Përafrimi me shtesa. Në qoftë se y = f(x) është i derivueshëm në
x = x0 dhe ∆x është një ndryshim i vogël në x, atëherë

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x,

ose, në trajtë ekuivalente, në qoftë se ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0), atëherë

∆y ≈ f ′(x0)∆x.

Japim një shembull zbatimi të kësaj formule përafruese në ekonomiks.

Shembull 3. Supozojmë se kostoja totale në euro e prodhimit të q njësish të
një malli të caktuar është C(q) = 7

2q
2 +16q+37. Në qoftë se niveli i tanishëm i

prodhimit është 30 njësi, vlerësoni se si do të ndryshojë kostoja totale në qoftë
se prodhohen 30.5 njësi.

Zgjidhje. Në këtë problem, niveli i tanishëm i prodhimit është q0 = 30 dhe
ndryshimi në prodhim është ∆q = 0.5. Sipas formulës përafruese, ndryshimi
përkatës në kosto është

∆C = C(30.5)− C(30) ≈ C′(30)∆q = C′(30) · 0.5.

Meqë
C′(q) = 7q + 16,

kemi
∆C ≈ C′(30) · 0.5 = (7 · 30 + 16) · 0.5 = 113.

Sa për ushtrim, llogaritni vlerën e saktë të ndryshimit të kostos dhe kra-
hasoni përgjegjjen tuaj me vlerën e përafërt. A është i mirë përafrimi?

Për një funksion y = f(x), ndonjëherë shtesa ∆x quhet diferencial i x dhe
shënohet me dx, e atëherë formula jonë përafruese mund të shkruhet në formën
∆y ≈ f ′(x) dx. Në këtë rast, diferenciali i y përkufizohet me dy = f ′(x) dx.
Në vijim është dhënë në mënyrë të përmbledhur ky nocion.
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Diferencialet. Në qoftë se y = f(x) është funksion i derivueshëm
sipas x, atëherë dx = ∆x është diferenciali i x dhe dy = f ′(x) dx është
diferenciali i y.

Shembull 4. Gjeni diferencialin e y = 3x2 + 5x+ 10.

Zgjidhje.

dy = f ′(x) dx = (6x+ 5) dx.

Detyra për ushtrime

1. Kostoja totale e një prodhuesi është C(q) = 0.1q3 − 0.5q2 + 500q + 200
euro, ku q është numri i njësive të prodhuara.

(a) Zbatoni analizën margjinale për të vlerësuar koston e prodhimit të
njësisë së nëntë.

(b) Llogaritni koston e saktë të prodhimit të njësisë së nëntë.

2. Të ardhurat e përgjithshme mujore të një prodhuesi janë R(q) = 240q+
0.05q2 euro kur prodhohen dhe shiten q njësi gjatë muajit. Për momentin
prodhuesi prodhon 80 njësi në muaj dhe planifikon të rrisë prodhimin
mujor për 1 njësi.

(a) Zbatoni analizën margjinale për të vlerësuar të ardhurat shtesë të
cilat do të gjenerohen me prodhimin dhe shitjen e njësisë së 81-të.

(b) Zbatoni funksionin e të ardhurave për të llogaritur vlerën e saktë
të të ardhurave shtesë të cilat do të gjenerohen me prodhimin dhe
shitjen e njësisë së 81-të.
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Në detyrat 3–8, C(x) është kostoja e përgjithshme e prodhimit të x njësish
të një malli të caktuar dhe p(x) çmimi me të cilin do të shiten që të gjitha
x njësitë.

(a) Gjeni koston margjinale dhe të ardhurat margjinale.

(b) Shfrytëzoni koston margjinale për të vlerësuar koston e prodhimit
të njësisë së katërtë.

(c) Gjeni koston e saktë e prodhimit të njësisë së katërtë.

(d) Shfrytëzoni të ardhurat margjinale për të vlerësuar të ardhurat të
gjeneruara nga shitja e njësisë së katërtë.

(e) Gjeni vlerën e saktë të të ardhurave të nxjerrura nga shitja e njësisë
së katërtë.

3. C(x) = 1
8x

2 + 3x+ 98, p(x) = 25− 1
3x.

4. C(x) = 1
4x

2 + 3x+ 67, p(x) = 1
5 (45− x).

5. C(x) = 1
3x

2 + 2x+ 39, p(x) = −x2 + 4x+ 10.

6. C(x) = 5
9x

2 + 5x+ 73, p(x) = −x2 + 2x+ 13.

7. C(x) = 1
4x

2 + 43, p(x) = 3+2x
1+x .

8. C(x) = 2
7x

2 + 65, p(x) = 12+2x
3+x .

9. Vlerësoni se sa do të ndryshojë funksioni f(x) = x2− 3x+ 5 kur x rritet
nga 5 në 5.3.

10. Vlerësoni se sa do të ndryshojë funksioni f(x) = x
x+1−3 kur x zvogëlohet

nga 4 në 3.8.

11. Kostoja totale e një prodhuesi është C(q) = 0.1q3 − 0.5q2 + 500q + 200
euro kur niveli i prodhimit është q njësi. Niveli i tanishëm i prodhimit
është 4 njësi, dhe prodhuesi planifikon të rrisë prodhimin në 4.1 njësi.
Vlerësoni se si do të ndryshojë kostoja totale.
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12. Të ardhurat totale mujore të një prodhuesi janëR(q) = 240q+0.05q2 euro
kur shiten q njësi gjatë muajit. Për momentin prodhuesi prodhon 80 njësi
në muaj dhe planifikon të zvogëlojë prodhimin mujor për 0.65 njësi.
Vlerësoni se si do të ndryshojnë të ardhurat totale mujore.

13. Prodhimi ditor i një uzine është Q(L) = 300L2/3 njësi, ku L është madhë-
sia e fuqisë punëtore e matur me orë pune. Për momentin shfrytëzohen
512 orë pune çdo ditë. Vlerësoni numrin e orë-punëve shtesë të nevoj-
shme për të rritur prodhimin ditor për 12.5 njësi.

14. Kostoja totale mujore e një prodhuesi është C(q) = 1
6q

3 +642q+400 euro
kur prodhohen q njësi. Për momentin niveli i prodhimit është 4 njësi.
Vlerësoni sasinë për të cilin prodhuesi duhet të zvogëlojë prodhimin për
të reduktuar koston totale për 130 C.

15. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në një
uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do
të ketë montuar

f(t) = −t3 + 6t2 + 15t

radio-tranzistorë t orë më pas. Sa radio përafërsisht do të montojë pu-
nëtori ndërmjet orës 9:00 dhe 9:15?

16. Prodhimi ditor i një uzine është Q(K) = 600
√
K njësi, ku K është

investimi kapital i matur në njësi 1,000 C. Për momentin investimi
kapital është 900,000 C. Vlerësoni efektin të cilin do ta kishte në pro-
dhimin ditor një investim shtesë kapitali prej 800 C.

17. Kostoja totale e një prodhuesi është C(q) = 0.5q2 + 500q+ 200 euro kur
niveli i prodhimit është q njësi.

(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale për mallin.

(b) Për çfarë niveli të prodhimit kostoja mesatare margjinale është e
barabartë me 0?

(c) Për çfarë niveli të prodhimit kostoja margjinale është e barabartë
me koston mesatare?
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5.6 Rregulla zingjir

Në shumë situata praktike do të gjejmë se shpejtësia me të cilën ndryshon
një madhësi mund të shprehet si prodhim shpejtësish tjera. Për shembull, le
të marrim se kostoja totale e prodhimit në një uzinë është funksion i numrit
të njësive të prodhuara, i cili është vetë funksion i numrit të orëve që operon
uzina. Në qoftë se me C, q dhe t shënojmë koston në euro, numrin e njësive
të prodhuara, përkatësisht kohën në orë, atëherë

dC

dq
=

[

shpejtësia e ndryshimit të

kostos sipas sasisë së prodhuar

]

euro për njësi, dhe

dq

dt
=

[

shpejtësia e ndryshimit të

sasisë së prodhuar sipas kohës

]

njësi për orë. Prodhimi i këtyre dy shpejtësive është shpejtësia e ndryshimit
të kostos sipas kohës; d.m.th.,

dC

dt
=
dC

dq

dq

dt

euro për orë. Kjo formulë është rast i posaçëm i një rezultati me rëndësi në
analizën matematike, të quajtur rregulla zingjir.

Rregulla zingjir. Le të jetë y funksion i derivueshëm sipas u dhe u
funksion i derivueshëm sipas x. Atëherë y është funksion i përbërë sipas x
dhe

dy

dx
=
dy

du

du

dx
.

Vërejtje. Një mënyrë për të mbajtur në mend rregullën zingjir është të bëjmë
sikur derivatet dydu dhe dudx janë thyesa dhe të thjeshtojmë du:

dy

dx
=
dy

du

du

dx
.
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Shembulli vijues ilustron përdorimin e rregullës zingjir.

Shembull 1. Gjeni dydx në qoftë se y = 2
3u

3 − 2u2 + 5 dhe u = x2 − 1.

Zgjidhje. Nga
dy

du
= 2u2 − 4u

dhe
du

dx
= 2x

rrjedh se
dy

dx
=
dy

du

du

dx
= (2u2 − 4u) · 2x.

Vërejmë se derivati është shprehur sipas ndryshoreve x dhe u. Meqë y
konsiderojmë të jetë funksion i x, do të mund të dëshironim ta shprehnim dy

dx

vetëm sipas x. Për këtë, zëvendësojmë u = x2 − 1 në shprehjen për dydx për të
fituar

dy

dx
= [2(x2 − 1)2 − 4(x2 − 1)] · 2x

= 4x(x2 − 1)[(x2 − 1)− 2] = 4x(x2 − 1)(x2 − 3).

Për ushtrim, provoni zgjidhjen duke zëvendësuar së pari u = x2 − 1 në
shprehjen fillestare për y dhe duke derivuar pastaj sipas x.

Në shumë probleme praktike një madhësi jepet si funksion i një ndrysho-
reje, e cila për vete është funksion i një ndryshoreje të dytë, dhe qëllimi është
të gjendet shpejtësia e ndryshimit të madhësisë fillestare sipas ndryshores së
dytë. Problemet e tilla mund të zgjidhen me anë të rregullës zingjir. Ja një
shembull.

Shembull 2. Kostoja e prodhimit të x njësish të një malli të caktuar është
C(x) = 0.2x2 +x+ 900 euro dhe niveli i prodhimit pas t orësh pune prodhuese
është x(t) = t2 + 100t njësi. Me çfarë shpejtësie ndryshon kostoja sipas kohës
pas 1 orë pune?
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Zgjidhje. Meqë
dC

dx
= 0.4x+ 1

dhe
dx

dt
= 2t+ 100,

sipas rregullës zingjir kemi

dC

dt
=
dC

dx

dx

dt
= (0.4x+ 1)(2t+ 100).

Qëllimi është të evaluohet ky derivat kur t = 1. Një mënyrë për ta bërë këtë
është të zëvendësohet x me formulën e vet algjebrike, sikur në shembullin 1,
dhe pastaj të evaluojmë shprehjen e fituar kur t = 1. Mirëpo, është më lehtë të
zëvendësojmë numra sesa shprehje algjebrike, prandaj është më e preferueshme
që së pari të llogaritet vlera numerike e x e pastaj të zëvendësohet kjo.

Kështu, kur t = 1 niveli i prodhimit është

x(1) = 12 + 100 · 1 = 101

njësi, dhe
dC

dt

∣

∣

∣

∣

t=1

= (0.4 · 101 + 1)(2 · 1 + 100) = 4,222.8.

Pra, pas 1 ore kostoja rritet me shpejtësi 4,222.80 C në orë.

Të rikujtojmë nga kapitulli paraprak se funksioni i përbërë g[h(x)] është
funksioni i formuar nga g(u) dhe h(x) duke zëvendësuar h(x) për u në formulën
për g(u). Në të vërtetë, rregulla zingjir është rregull për derivim funksionesh
të përbëra dhe mund të rishkruhet duke zbatuar shënim funksional si vijon.

Derivimi i funksioneve të përbëra. Në qoftë se g(u) dhe h(x) janë
funksione të derivueshme, atëherë

d

dx
g[h(x)] = g′[h(x)]h′(x).
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Për t’u bindur se kjo nuk është tjetër veçse një riformulim i versionit të
mëparmë të rregullës zingjir, supozojmë se y = g[h(x)]. Atëherë

y = g(u), ku u = h(x)

dhe, sipas rregullës zingjir,

dy

dx
=
dy

du

du

dx
= g′(u)h′(x) = g′[h(x)]h′(x).

Përdorimi i kësaj forme të rregullës zingjir është ilustruar në shembullin
vijues.

Shembull 3. Derivoni funksionin f(x) =
√
x2 − x+ 3.

Zgjidhje. Forma e funksionit është

f(x) =
(

x2 − x+ 3
)1/2
.

Atëherë
(

x2 − x+ 3
)′

= 2x− 1

dhe mbështetur në rregullën për derivimin e funksionit të përbërë, derivati i
funksionit të përbërë f(x) është

f ′(x) =
1

2

(

x2 − x+ 3
)−1/2(

x2 − x+ 3
)′

=
1

2

(

x2 − x+ 3
)−1/2

(2x− 1) =
2x− 1

2
√
x2 − x+ 3

.

Shembulli i mësipërm është një rast i veçantë i derivimit të funksioneve
të formës së përgjithshme [h(x)]n. Duke kombinuar rregullën për derivimin e
funksioneve fuqi

d

dx
(xn) = nxn−1

me rregullën për derivimin e funksioneve të përbëra, fitojmë rregullën vijuese.
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Rregulla e përgjithshme e fuqisë. Për çdo numër real n dhe funksion
të derivueshëm h,

d

dx
[h(x)]n = n[h(x)]n−1 d

dx
[h(x)].

Për ta nxjerrur rregullën e përgjithshme të fuqisë, e mendojmë [h(x)]n si
funksion të përbërë

[h(x)]n = g[h(x)], ku g(u) = un.

Atëherë g′(u) = nun−1 dhe, sipas rregullës për derivimin e funksioneve të
përbëra,

d

dx
[h(x)]n =

d

dx
g[h(x)] = g′[h(x)]h′(x) = n[h(x)]n−1 d

dx
[h(x)].

Zbatimi i rregullës së përgjithshme të fuqisë është ilustruar me shembullin
vijues

Shembull 4. Derivoni funksionin f(x) = 1
(3x−2)4 .

Zgjidhje. Mos e përdorni rregullën e herësit! Është shumë më lehtë të rishkru-
het funksioni në formën

f(x) = (3x− 2)−4

dhe të përdoret rregulla e përgjithshme e fuqisë për të fituar

f ′(x) = −4(3x− 2)−5 d

dx
(3x− 2) = −4(3x− 2)−5 · 3 = − 12

(3x− 2)5
.

Rregulla zingjir përdoret shpesh në kombinim me rregullat tjera të mësuara
në pikat paraprake. Shembulli vijues përfshin rregullën e herësit.

Shembull 5. Derivoni funksionin f(t) =
√

t−1
t+1 .
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Zgjidhje. Së pari e rishkruajmë funksionin në formë të përshtatshme:

f(t) =

(

t− 1

t+ 1

)1/2

dhe pastaj zbatojmë rregullën e përgjithshme të fuqisë për të fituar

f ′(t) =
1

2

(

t− 1

t+ 1

)−1/2
d

dt

(

t− 1

t+ 1

)

.

Zbatojmë rregullën e herësit për të gjetur

d

dt

(

t− 1

t+ 1

)

=
1(t+ 1)− (t− 1) · 1

(t+ 1)2
=

2

(t+ 1)2
,

dhe rezultatin e zëvendësojmë në barazimin për f ′(t):

f ′(t) =
1

2

(

t− 1

t+ 1

)−1/2 2

(t+ 1)2
=

1

(t+ 1)2

√

t+ 1

t− 1
.

Në qoftë se f(x) = ln h(x), atëherë rregulla zingjir jep formulën vijuese
për f ′(x).

Rregulla zingjir për funksione logaritmike. Në qoftë se h(x) është
funksion i derivueshëm, atëherë

d

dx
[ln h(x)] =

1

h(x)

d

dx
[h(x)].

Shembull 6. Një prodhues vlerëson se x njësi të një malli do të shiten kur
çmimi është p(x) = ln(x+3)

x+3 qind euro për njësi. Gjeni të ardhurat margjinale
për këtë mall kur shiten 4 njësi.
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Zgjidhje. Funksioni i të ardhurave totale është

R(x) = p(x)x =
ln(x + 3)

x+ 3
x =
x ln(x+ 3)

x+ 3

qind euro, prandaj të ardhurat margjinale janë

MR(x) = R′(x) =
[x ln(x+ 3)]′(x+ 3)− [x ln(x+ 3)](x+ 3)′

(x+ 3)2

=
[1 · ln(x+ 3) + x(ln(x+ 3))′](x+ 3)− [x ln(x+ 3)] · 1

(x+ 3)2

=
[ln(x+ 3) + x

(

1
x+3 (x+ 3)′

)

](x+ 3)− x ln(x+ 3)

(x+ 3)2

=
[ln(x+ 3) + x

(

1
x+3 · 1

)

](x+ 3)− x ln(x+ 3)

(x+ 3)2

=
[ln(x+ 3) + x

x+3 ](x+ 3)− x ln(x+ 3)

(x+ 3)2

=
(x+ 3) ln(x+ 3) + x− x ln(x + 3)

(x+ 3)2

=
x+ 3 ln(x+ 3)

(x+ 3)2
.

Kur x = 4 të ardhurat margjinale janë

R′(4) =
4 + 3 ln(4 + 3)

(4 + 3)2
≈ 0.20

qind euro për njësi; d.m.th. përafërsisht 20 C për njësi.

Duke zbatuar rregullën zingjir së bashku me formulën për derivimin e funk-
sionit eksponencial

d

dx
(ex) = ex,

fitojmë formulën vijuese për derivimin e funksionit të përbërë eksponencial.
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Rregulla zingjir për funksione eksponenciale. Në qoftë se h(x)
është funksion i derivueshëm, atëherë

d

dx
[eh(x)] = eh(x) d

dx
[h(x)].

Shembull 7. Një prodhues vlerëson se D(p) = 8,000e−0.04p njësi të një malli
do të shiten kur çmimi është p euro për njësi. Çfarë ndodh me të ardhurat e
përgjithshme kur çmimi është 25 C njësia?

Zgjidhje. Funksioni i të ardhurave totale është

R(p) = pD(p) = 8,000pe−0.04p,

me derivat

R′(p) = 8,000(e−0.04p − 0.04pe−0.04p) = 8,000(1− 0.04p)e−0.04p.

Kur p = 25 kemi

R′(25) = 8,000(1− 0.04 · 25)e−0.04·25 = 0.

Nuk është vështirë të vërejmë poashtu se të ardhurat totale kanë shpejtësi
pozitive të ndryshimit kur çmimi p është më i vogël se 25 C dhe shpejtësi
negative ndryshimi kur është më i madh se 25 C. Prej këtej mund të për-
fundojmë se prodhuesi arrin të ardhura maksimale pikërisht kur çmimi i mallit
është 25 C njësia.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni derivatin dydx në qoftë se

(a) y = u2 + 1, u = 3x− 2;

(b) y = 2u2 − u+ 5, u = 1− x2;
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(c) y =
√
u, u = x2 + 2x− 3;

(d) y = u2 + 2u− 3, u =
√
x;

(e) y = 1
u2 , u = x2 + 1;

(f) y = 1√
u

, u = x2 − 9;

(g) y = u2 + u− 2, u = 1
x ;

(h) y = 1
u−1 , u = x2;

(i) y = u2, u = 1
x−1 .

2. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(x) = (2x+ 1)4;

(b) f(x) =
√

5x6 − 12;

(c) f(x) = (x5 − 4x3 − 7)8;

(d) f(t) = (3t4 − 7t2 + 9)5;

(e) f(t) = 1
5t2−6t+2 ;

(f) g(x) = 1
4x2+1 ;

(g) h(t) = (1 +
√

3t)5;

(h) f(x) =
√

3x+1
2x−1 .

3. Bruto të ardhurat vjetore të një kompanie janë A(t) =
√

10t2 + t+ 236
mijë euro t vite pas themelimit në vitin 2000.

(a) Me çfarë shpejtësie rriten sipas kohës bruto të ardhurat e kompanisë
në vitin 2005?

(b) Me çfarë shpejtësie procentuale rriten sipas kohës bruto të ardhurat
e kompanisë në vitin 2005?

4. Në një uzinë kostoja totale e prodhimit të q njësish gjatë prodhimtarisë
ditore është C(q) = 1

3q
2 + 4q + 53 euro. Nga përvoja është përcaktuar

se përafërsisht q(t) = 0.2t2 + 0.03t njësi prodhohen pas t orësh pune
prodhuese. Me çfarë shpejtësie ndryshon kostoja sipas kohës pas 4 orësh
pune?
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5. Një importues kafeje braziliene vlerëson se konsumatorët lokalë do të
blejnë përafërsisht D(p) = 4,374

p2 kilogram kafe në javë kur çmimi është
p euro për kilogram. Gjithashtu vlerësohet se t javë nga tani çmimi i
kafesë braziliene do të jetë p(t) = 0.02t2 + 0.1t + 6 euro për kilogram.
Me çfarë shpejtësie do të ndryshojë sipas kohës kërkesa javore për kafenë
10 javë nga tani? A do të jetë rritëse apo zvogëluese kërkesa?

6. Kur një mall i caktuar shitet p euro për njësi, konsumatorët blejnë
D(p) = 8,000

p njësi në muaj. Vlerësohet se t muaj nga tani çmimi i

mallit do të jetë p(t) = 0.04t3/2 + 15 euro për njësi. Llogaritni shpejtës-
inë me të cilën do të ndryshojë sipas kohës kërkesa mujore 25 muaj nga
tani? A do të jetë rritëse apo zvogëluese kërkesa?

7. Kur një mall i caktuar shitet p euro për njësi, konsumatorët blejnë
D(p) = 40,000

p njësi në muaj. Vlerësohet se t muaj nga tani çmimi i

mallit do të jetë p(t) = 0.4t3/2 + 6.8 euro për njësi. Me çfarë shpejtë-
sie procentuale do të ndryshojë sipas kohës kërkesa mujore për mallin
4 muaj nga tani?

Në detyrat 8–11, C(x) është kostoja e përgjithshme e prodhimit të x njësish
të një malli të caktuar dhe p(x) çmimi me të cilin do të shiten që të gjitha
x njësitë. Gjeni

(a) koston margjinale;

(b) koston mesatare të një njësie dhe koston mesatare margjinale;

(c) të ardhurat totale dhe të ardhurat margjinale;

(d) nivelin e prodhimit x ku të ardhurat margjinale janë të barabarta
me koston margjinale;

(e) nivelin e prodhimit x ku kostoja margjinale është e barabartë me
koston mesatare.

8. C(x) = e0.2x, p(x) = e−3x.

9. C(x) = x3 + 20, p(x) = 2e−2x.

10. C(x) = x2 + 2, p(x) = ln(x+3)
x+3 .

11. C(x) = 9x+ 5xe−2x, p(x) = e−x.



5.7. DERIVATI I DYTË 205

5.7 Derivati i dytë

Në këtë pikë do të shqyrtohet shpejtësia e ndryshimit e shpejtësisë së ndry-
shimit të një madhësie. Me shpejtësi të tilla kemi të bëjmë në situata të
ndryshme. Për shembull, nxitimi (përshpejtimi) i një veture është shpejtësia
e ndryshimit sipas kohës të shpejtësisë së saj, e cila vetë është shpejtësia e
ndryshimit sipas kohës të pozitës së saj. Në qotë se pozita matet me kilometra
dhe koha me orë, atëherë shpejtësia (e ndryshimit të distancës) matet me
kilometra në orë, kurse nxitimi (shpejtësia e ndryshimit të shpejtësisë) matet
me kilometra në orë në orë.

Probleme të cilat kanë të bëjnë me shpejtësi ndryshimi shpejtësie hasen
shpesh në ekonomiks. Në kohëra inflacioni, për shembull, mund të dëgjohet
ekonomist qeveritar duke siguruar kombin që edhepse shkalla e inflacionit është
duke u rritur, shpejtësia me të cilën ajo rritet është duke u zvogëluar. D.m.th.,
çmimet janë akoma duke shkuar sipër, por jo aq shpejt sa ishin më parë.

Shpejtësia e ndryshimit të funksionit f(x) sipas x është derivati f ′(x), dhe,
në mënyrë analoge, shpejtësia e ndryshimit të funksionit f ′(x) sipas x është
derivati i vetë (f ′(x))′. Shënimi i tillë është i stërngarkuar, prandaj derivatin
e derivatit të funksionit f(x) e shënojmë me (f ′(x))′ = f ′′(x) dhe e quajmë
derivati i dytë i f(x) (lexoni f ′′(x) si „f dopjo prim prej x“ ose „f sekond
prej x“).

Vërejtje. Derivati i zakonshëm f ′(x) ndonjëherë quhet derivati i parë për ta
dalluar nga derivati i dytë f ′′(x).

Derivati i dytë. Derivati i dytë i një funksioni është derivati i derivatit
të tij. Në qoftë se y = f(x), derivati i dytë shënohet me

f ′′(x) ose
d2y

dx2
.

Derivati i dytë jep shpejtësinë e ndryshimit të shpejtësisë së ndryshimit
të funksionit fillestar.

Për ta gjetur derivatin e dytë të një funksioni nuk kemi nevojë të përdorim
rregulla të reja; vetëm gjejmë derivatin e parë dhe pastaj derivojmë sërish.
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Shembull 1. Gjeni derivatin e dytë të funksionit f(x) = x4 − 5x3 + 7x− 3.

Zgjidhje. Gjejmë derivatin e parë

f ′(x) = 4x3 − 15x2 + 7

dhe pastaj derivojmë sërish për të fituar

f ′′(x) = 12x2 − 30x.

Një këshillë: para se ta llogarsni derivatin e dytë të një funksioni, gjithmonë
shpenzoni ca kohë për të thjestësuar sa të jetë e mundur derivatin e parë. Sa
më e ndërlikuar të jetë forma e derivatit të parë, aq më e mundimshme do të
jetë llogaritja e derivatit të dytë.

Derivatin e dytë do ta shfrytëzojmë gjatë pikave vijuese për të fituar infor-
mata mbi format e grafikëve, si dhe për zgjidhje problemesh të optimizimit.
Në vazhdim po japim një zbatim ca më elementar, i cili ilustron interpretimin
e derivatit të dytë si shpejtësi e ndryshimit të shpejtësisë së ndryshimit.

Shembull 2. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në
një uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do të
ketë montuar

Q(t) = −t3 + 11t2 + 16t

radio-tranzistorë t orë më pas.

(a) Llogaritni shpejtësinë e prodhimit të punëtorit në orën 12:00?

(b) Me çfarë shpejtësie sipas kohës ndyrshon shpejtësia e prodhimit e punë-
torit në orën 12:00?

(c) Zbatoni kalkulusin për të vlerësuar ndryshimin në shpejtësinë e prod-
himit të punëtorit ndërmjet 12:00 dhe 12:10.

(d) Llogaritni ndryshimin e saktë në shpejtësinë e prodhimit të punëtorit
ndërmjet 12:00 dhe 12:10.
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Zgjidhje. (a) Shpejtësia e prodhimit e punëtorit është derivati i parë

Q′(t) = −3t2 + 22t+ 16

i funksionit të prodhimit Q(t). Në orën 12:00 është t = 4 dhe shpejtësia e
prodhimit është

Q′(4) = −3 · 42 + 22 · 4 + 16 = 56

njësi në orë.
(b) Shpejtësia e ndryshimit të shpejtësisë së prodhimit është derivati i dytë

Q′′(t) = −6t+ 22

i funksionit të prodhimit. Në orën 12:00 kjo shpejtësi është

Q′′(4) = −6 · 4 + 22 = −2

njësi në orë në orë.
Parashenja negative tregon se shpejtësia e prodhimit e punëtorit është duke

u zvogëluar; d.m.th., punëtori është duke ngadalsuar. Shpejtësia e këtij ngadal-
simi është 2 njësi në orë në orë.

(c) Vërejmë se 10 minuta janë 1
6 orë. Për të vlerësuar ndryshimin në

shpejtësinë e prodhimit Q′(t) për shkak të ndryshimit në t prej ∆t = 1
6 orë,

zbatojmë në funksionin Q′(t) formulën për përafrim me shtesa

∆Q′ ≈ Q′′(t)∆t,

për të fituar pas zëvendësimit t = 4 dhe ∆t = 1
6 :

∆Q′ ≈ Q′′(4)∆t = −2 · 1

6
= −1

3
≈ −0.33

njësi në orë. D.m.th., shpejtësia e prodhimit e punëtorit në orën 12:00 do të
zvogëlohet për përafërsisht 0.33 njësi gjatë 10 minutave vijues.

(d) Ndryshimi i saktë i shpejtësisë së prodhimit të punëtorit ndërmjet 12:00
dhe 12:10 është ndryshimi ndërmjet vlerave të shpejtësisë Q′(t) kur t = 4+ 1

6 =
25
6 dhe kur t = 4. D.m.th.,
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Q′
(

25

6

)

−Q′(4)

= −3

(

25

6

)2

+ 22

(

25

6

)

+ 16− (−3 · 42 + 22 · 4 + 16)

≈ 55.58− 56 = −0.42

njësi në orë. Pra, deri në orën 12:10 shpejtësia e prodhimit e punëtorit, e cila
në orën 12:00 ishte 56 njësi në orë, do të zvogëlohet saktësisht për 0.42 njësi
në orë.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni derivatin e dytë për funksionin e dhënë:

(a) f(x) = 5x10 − 6x5 − 27x+ 4;

(b) f(x) = 2
5x

5 − 4x3 + 9x2 − 6x− 2;

(c) y = 5
√
x+ 3

x2 + 1
3
√
x

+ 1
2 ;

(d) y = 3
2x5 −

√
2x+

√
2x− 1

6
√
x

;

(e) f(x) = (3x− 1)4;

(f) f(x) = (x2 + 1)5;

(g) f(t) = 2
5t+1 ;

(h) f(x) = 3x−2
(x−1)2 .

2. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në një
uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do
të ketë prodhuar Q(t) = −t3 + 8t2 + 15t njësi pas t orësh.

(a) Llogaritni shpejtësinë e prodhimit të punëtorit në orën 9:00?

(b) Me çfarë shpejtësie sipas kohës ndyrshon shpejtësia e prodhimit e
punëtorit në orën 9:00?

(c) Zbatoni analizën matematike për të vlerësuar ndryshimin në shpe-
jtësinë e prodhimit të punëtorit ndërmjet 9:00 dhe 9:15.
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(d) Llogaritni ndryshimin e saktë në shpejtësinë e prodhimit të punë-
torit ndërmjet 9:00 dhe 9:15.

3. Është paraparë që t vjet nga tani çmimi mesatar për njësi mallrash në
një sektor të caktuar të ekonomisë do të jetë p(t) = −t3 +7t2 +200t+300
euro.

(a) Me çfarë shpejtësie sipas kohës do të rritet çmimi për njësi pas
5 vjetësh?

(b) Me çfarë shpejtësie sipas kohës do të ndryshojë shpejtësia e rritjes
së çmimit pas 5 vjetësh?

(c) Zbatoni analizën matematike për të vlerësuar ndryshimin në shpe-
jtësinë e rritjes së çmimit nga viti i pestë deri në vitin e tetë.

5.8 Funksionet rritëse dhe zvogëluese

Shpesh është me rëndësi të përcaktohet ku një funksion i dhënë f(x) është
rritës ose zvogëlues, dhe qëllimi i kësaj pike është të tregohet se si mund të
shfrytëzohet derivati f ′(x) për për të bërë këtë përcaktim.

Të rikujtojmë së pari përkufizimet e funksioneve rritëse dhe atyre zvogëlu-
ese.

Funksionet rritëse dhe ato zvogëluese. Një funksion f(x) është
rritës në një interval a < x < b në qoftë se f(x1) < f(x2) sa herë që
x1 < x2 për x1, x2 nga intervali. Me fjalë, një funksion y = f(x) është
rritës në qoftë se duke u rritur x rritet edhe y.
Funksioni është zvogëlues në a < x < b në qoftë se f(x1) > f(x2) sa herë
që x1 < x2 për x1, x2 nga intervali. Me fjalë, një funksion y = f(x) është
zvogëlues në qoftë se duke u rritur x zvogëlohet y.

Vërejmë se në qoftë se grafiku i një funksioni f(x) ka tangjente vetëm me
pjerrtësi pozitive në intervalin a < x < b, grafiku do të ketë ngritje dhe f(x) do
të jetë rritës në këtë interval (fig. 5.8a). Meqë pjerrtësia e secilës tangjentë të
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tillë jepet me derivatin f ′(x), rrjedh se f(x) është rritës në intervalet ku f ′(x) >
0. Ngjashëm, f(x) është zvogëlues në intervalet ku f ′(x) < 0 (fig. 5.8b).

x

y

b

b

b

|
a

|
b

(a) f ′(x) > 0 në a < x < b, prandaj
f(x) është rritës.

x

y

b

b

b

|
a

|
b

(b) f ′(x) < 0 në a < x < b, prandaj
f(x) është zvogëlues.

Figura 5.8. Funksione rritëse dhe zvogëluese.

Në vazhdim janë dhënë të përmbledhura këto shqyrtime.

Kriteri derivat për funksione rritëse dhe zvogëluese. Funk-
sioni f(x) është rritës në interval ku f ′(x) > 0.
Funksioni f(x) është zvogëlues në interval ku f ′(x) < 0.

Përcaktimi i intervaleve të rritjes dhe zvogëlimit të një funksioni të dhë-
në f(x) është me rëndësi në zbatime të shumëta. Ja një shembull.

Shembull 1. Gjeni intervalet e rritjes dhe të zvogëlimit për f(x) = − 1
3x

3 +
1
2x

2 + 2x− 1.

Zgjidhje. Derivati i f(x) është

f ′(x) = −x2 + x+ 2 = −(x+ 1)(x− 2),
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i cili është kudo i vazhdueshëm dhe ka zero në x = −1 dhe x = 2. Rrjedhimisht,
f ′(x) mund të ndryshojë parashenjë vetëm në pikat x = −1 dhe x = 2, prandaj
parashenja duhet të jetë e pandryshueshme në secilin nga intervalet x < −1,
−1 < x < 2 dhe x > 2. Në secilin nga këto intervale zgjedhim një numër
testues c, dhe përcaktojmë parashenjën e f ′(x) përgjat tërë intervalit duke
përcaktuar parashenjën e f ′(c). Puna është organizuar në tabelën 5.1, e cila
tregon se grafiku i f(x) zbret për x < −1, ngritet për −1 < x < 2 dhe zbret
për x > 2.

Intervali Numri

testues c

Shenja e

f ′(c)
Përfundimi

x < −1 −2 f ′(−2) < 0 f(x)↘
−1 < x < 2 0 f ′(0) > 0 f(x)↗
x > 2 3 f ′(3) < 0 f(x)↘

Tabela 5.1. Intervalet e rritjes dhe të zvogëlimit të funksionit f(x) = − 1

3
x3 + 1

2
x2 +

2x− 1.

Grafiku është paraqitur në figurën 5.9.

x

y

|

−1
|

2

Figura 5.9. Grafiku i f(x) = − 1

3
x3 + 1

2
x2 + 2x− 1.
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Vëreni se si në tabelën 5.1 faktin se f(x) është rritës e kemi shënuar me
një „shigjetë përpjetë“ (↗) dhe faktin se f(x) është zvogëlues me një „shigjetë
tatëpjetë“ (↘). Kështu, rezultatet nga shembulli 1 mund të paraqiten me anë
të një diagrami shigjetash sikur në vijim.

x|

−1
|

2

Shembull 2. Gjeni intervalet e rritjes dhe të zvogëlimit për f(x) = x2

x−1 .

Zgjidhje. Funksioni është i përkufizuar për x 6= 1 dhe ka derivatin

f ′(x) =
(2x)(x − 1)− x2 · 1

(x− 1)2
=
x(x − 2)

(x− 1)2
,

i cili është i vazhdueshëm kudo përveç në x = 1. Prandaj, parashenja e
derivatit mund të ndryshojë në x = 1, dhe në x = 0 e x = 2, ku f ′(x) =
0. Kështu, ekzistojnë katër intervale në të cialt parashenja e derivatit nuk
ndryshon: x < 0, 0 < x < 1, 1 < x < 2 dhe x > 2. Duke zgjedhur numra
testues në këto intervale (për shembull, −1, 1

2 , 3
2 dhe 3) fitojmë diagramin

vijues të shigjetave. (Vija e ndërprerë vertikale tregon se f(x) nuk është i
përkufizuar në x = 1.)

x|

0
|

1
|

2

Vërejmë se diagrami sugjeron se f(x) është rritës për x < 0 dhe x > 2,
kurse është zvogëlues për 0 < x < 1 dhe 1 < x < 2. Grafiku i f(x) është
paraqitur në figurën 5.10.

Vërejmë se në pikat x = 0 dhe x = 2 në figurën 5.10 grafiku ka tangjenta
horizontale. Këto pika paraqesin „majë“ dhe „luginë“ të grafikut.

Thjeshtësia e grafikut në figurën 5.10 mund të na mashtrojë. Në përgjithë-
si, grafiku mund të ketë pika „të mprehta“, në të cilat nuk mund të tërhiqet
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x

y

0
|

1
|

2

Figura 5.10. Grafiku i f(x) = x2

x−1
.

tangjentë, e mund poashtu të ketë pika në të cilat tangjenta është horizontale
por të cilat nuk janë as majë as luginë (shihni figurën 5.11c).

Në vazhdim do të shohim se si mund të zbatohen metoda të kalkulusit për
të gjetur dhe identifikuar „majat“ dhe „luginat“ e një grafiku.

Më formalisht, një „majë“ e grafikut të një funksioni f quhet maksimum
relativ i f , kurse një „luginë“ quhet minimum relativ i tij. Kështu maksimum
relativ është një pikë në grafikun e f e cila është e lartë së paku sa cilado pikë
e grafikut në afërsi të saj, kurse një minimum relativ është e ultë së paku sa
cilado pikë në afërsi të saj.

Së bashku, maksimumet dhe minimumet relative quhen ekstremume rela-
tive. Vëreni se një ekstremum relativ nuk është e thënë të jetë pika më e
lartë ose më e ultë në tërë grafikun. Për shembull, grafiku në figurën 5.10 ka
maksimum relativ në pikën x = 0 por ka pika më të larta (për shembull, në
x = 2).

Në vazhdim japim një përmbledhje të kësaj terminologjie.
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Ekstremumet relative. Themi se funksioni f(x) ka maksimum relativ
në x = c në qoftë se f(c) ≥ f(x) për çdo x nga ndonjë interval a ≤ x ≤ b
i cili përmban pikën c.
Ngjashëm, f(x) ka minimum relativ në x = c në qoftë se f(c) ≤ f(x) për
çdo x nga ndonjë interval a ≤ x ≤ b i cili përmban pikën c.
Së bashku, maksimumet dhe minimumet relative të f(x) quhen ek-
stremume relative të tij.

Meqë një funksion i derivueshëm f(x) është rritës kur f ′(x) > 0 dhe
zvogëlues kur f ′(x) < 0, pikat e vetme ku f(x) mund të ketë ekstremum
relativ janë ku f ′(x) = 0. Pikat e tilla janë aq të rëndësishme saqë u japim
emër të posaçëm.

Pikat kritike. Një numër c nga domeni i një funksioni të de-
rivueshëm f(x) quhet kritik në qoftë se f ′(c) = 0. Pika korresponduese
(c, f(c)) në grafikun e f(x) quhet pikë kritike e f(x).

Në figurën 5.11 janë paraqitur tri funksione me pika kritike. Në secilin nga
rastet, tangjenta e grafikut në pikën kritike (c, f(c)) është horizontale meqë
derivati f ′(c) jep pjerrtësinë e tangjentës në këtë pikë dhe f ′(c) = 0.

Figura 5.11 poashtu sugjeron një metodë të zbatimit të parashenjës së
derivatit për të klasifikuar pikat kritike si maksimume relative, minimume
relative ose as njëra as tjetra.

Supozojmë se funksioni f(x) ka pikë kritike në x = c dhe se f ′(x) > 0 në të
majtë të c, kurse f ′(x) < 0 në të djathtë. Gjeometrikisht, kjo ka domethënien
se grafiku i f shkon përpjetë para pikës kritike P (c, f(c)) dhe pastaj zbret, që
ka për rrjedhojë se pika P është maksimum relativ.

Ngjashëm, në qoftë se f ′(x) < 0 në të majtë të c dhe f ′(x) > 0 në të
djathtë, grafiku shkon tatëpjetë para pikës kritike P (c, f(c)) dhe përpjetë pas
saj, kështu që pika P duhet të jetë minimum relativ.
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x

y

b

|
c

f ′ > 0

f ′ < 0

(a) Maksimum relativ

x

y

b

|
c

f ′ < 0

f ′ > 0

(b) Minimum relativ

x

y

b

|
c

f ′ > 0

f ′ > 0

(c) Nuk është ekstremum relativ

Figura 5.11. Tri pika kritike.
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Nga ana tjetër, në qoftë se derivati ka parashenjë të njëjtë nga të dyja anët
e c, atëherë grafiku ose ngritet nëpër pikën P ose zbret nëpër P , prandaj aty
nuk ka ekstremum relativ.

Këto vrojtime mund të përmblidhen si vijon.

Testi i ekstremumeve relative me anë të derivatit të parë. Le të
ketë f(x) pikë kritike në x = c (d.m.th., f ′(c) = 0). Atëherë, pika kritike
(c, f(c)):

është maksimum relativ në qoftë se f ′(x) > 0 në të majtë të c dhe
f ′(x) < 0 në të djathtë të c;

është minimum relativ në qoftë se f ′(x) < 0 në të majtë të c dhe f ′(x) >
0 në të djathtë të c;

nuk është ekstremum relativ në qoftë se f ′(x) ka parashenjë të njëjtë nga
të dyja anët e c.

Shembull 3. Gjeni pikat kritike të funksionit f(x) = 3
4x

4 − 4x3 + 6x2 − 3 dhe
klasifikoni secilën pikë kritike si maksimum relativ, minimum relativ ose as
njëra as tjetra.

Zgjidhje. Derivati i f(x) është

f ′(x) = 3x3 − 12x2 + 12x = 3x(x− 2)2,

i cili është kudo i vazhdueshëm. Pikat kritike i gjejmë duke zgjidhur sipas x
ekuacionin f ′(x) = 0; d.m.th., fitohen për x = 0 dhe x = 2. Parashenja e
derivatit nuk ndryshon në asnjërin nga intervalet x < 0, 0 < x < 2 dhe x > 2.
Duke i dhënë vlera f ′(x) për numra testues në secilin interval (për shembull,
−1, 1 dhe 3) fitojmë diagramin vijues të shigjetave, i cili tregon se funksioni i
dhënë ka minimum relativ në x = 0 dhe nuk ka ekstremum relativ në x = 2.

x|

0
|

2
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Grafiku është paraqitur në figurën 5.12.

x

y

b

b

0
|

2

Figura 5.12. Grafiku i f(x) = 3

4
x4
− 4x3 + 6x2

− 3.

Shembull 4. Të ardhurat e nxjerrura nga shitja e x njësish të një malli të
caktuar janë

R(x) =
3x− x2

x2 + 3

milion euro. Çfarë niveli i prodhimit rezulton me të ardhura maksimale? Sa
janë të ardhurat maksimale?

Zgjidhje. Meqë emëruesi x2 + 3 kurrë nuk bëhet 0, funksioni R(x) është i
përkufizuar për çdo x, por si funksion të ardhurash ka kuptim vetëm për
x ≥ 0 dhe R(x) ≥ 0, që d.m.th. se 0 ≤ x ≤ 3. (Tregoni pse!)

Derivati i R(x) është
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R′(x) =
(3− 2x)(x2 + 3)− (3x− x2)(2x)

(x2 + 3)2

=
−3(x2 + 2x− 3)

(x2 + 3)2
=
−3(x− 1)(x+ 3)

(x2 + 3)2
.

Duke barazuar me zero numëruesin e kësaj shprehjeje, gjejmë se x = 1
është e vetmja zgjidhje e ekuacionit R′(x) = 0 e cila shtrihet brenda intervalit
0 ≤ x ≤ 3, që d.m.th. se e vetmja pikë kritike në domenin „praktik“ të R(x)
fitohet për x = 1. Në këtë domen kemi vetëm dy intervale për të shqyrtuar:
0 < x < 1 dhe 1 < x < 3. Me anë të numrave testues (p.sh., x = 1

2 dhe x = 2)
fitojmë diagramin vijues të shigjetave.

x|

0
|

1
|

3

Shablloni i shigjetave tregon se të ardhurat rriten deri në maksimum në
x = 1, pas të cilit zvogëlohen (shihni grafikun në figurën 5.13).

Kur shiten x = 1 njësi, fitohen të ardhura maksimale prej

R(1) =
3 · 1− 12

12 + 3
=

1

2
= 0.5

milion euro.

x

R (milion C)

0
|

1
|

3

Figura 5.13. Grafiku i R(x) = 3x−x2

x2+3
.
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Detyra për ushtrime

1. Gjeni intervalet e rritjes dhe zvogëlimit për funksionet e dhëna:

(a) f(x) = x2 − 4x+ 5;

(b) f(t) = t3 + 3t2 + 1;

(c) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x− 7.

2. Gjeni pikat kritike dhe klasifikoni secilën pikë kritike si maksimum rela-
tiv, minimum relativ ose as njëra as tjetra, për funksionet vijuese:

(a) f(x) = 3x4 − 8x3 + 6x2 + 2;

(b) f(x) = 4x3 − 72x2 + 324x;

(c) f(t) = 2t3 + 6t2 + 6t+ 5;

(d) f(x) = (x− 1)5;

(e) f(x) = x2

x−1 .

3. Kostoja totale e prodhimit të x njësish është C(x) =
√

5x+ 2 + 3 euro.
Paraqitni grafikisht lakoren e kostos totale dhe gjeni koston margjinale.
A rritet apo zvogëlohet kostoja margjinale me rritjen e prodhimit?

4. Le të jetë p(x) = (10− 3x)2 çmimi me të cilin do të shiten x njësi të një
malli. Paraqitni grafikisht lakoret e të ardhurave totale dhe të ardhurave
margjinale në të njëjtin grafikon. Për çfarë niveli të prodhimit arrihen
të ardhura maksimale?

5. Për të prodhuar x njësi të një malli një monopolist ka kosto totale
C(x) = 2x2 +3x+5, kurse çmimi për të cilin shiten që të gjitha x njësitë
është p(x) = 5 − 2x. Gjeni funksionin e profitit P (x) = R(x) − C(x)
dhe paraqiteni grafikisht. Për çfarë niveli të prodhimit arrihet profit
maksimal?

5.9 Konkaviteti

Në pikën paraprake pamë se si të shfrytëzojmë parashenjën e derivatit f ′(x)
për të përcaktuar ku f(x) është rritës e ku zvogëlues dhe ku grafiku i tij
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ka ekstremume relative. Në këtë pikë do të shohim se edhe derivati i dytë
f ′′(s) poashtu jep informata të rëndësishme mbi grafikun e f(x). Si hyrje në
problematikën, ja një përshkrim i shkurtër i një situate nga industria që mund
të analizohet duke zbatuar derivatin e dytë.

Numri i njësive të cilat një prodhues uzine mund t’i prodhojë për t orë
shpesh jepet me një funksion Q(t), si, për shembull, ai i dhënë në figurën 5.14

t

Q(t)

b Pjerrtësia maksimale

Rritet pjerrtësia

Zvogëlohet pjerrtësia

|

Pika e pakësimit
të kthimeve

Rritet shpejtësia e
prodhimit

Zvogëlohet shpejtësia
e prodhimit

Figura 5.14. Rezultatet e punës të një punëtori uzine.

Vërejmë se fillimisht grafiku nuk është dhe aq i pjerrët. Por, pjerrtësia
rritet derisa grafiku nuk arrin një pikë të pjerrtësisë maksimale, pas së cilës
pjerrtësia fillon të zvogëlohet. Një gjë e tillë është reflektim i faktit se në
fillim shpejtësia e prodhimit e punëtorit është e ulët. Por shpejtësia e pro-
dhimit rritet përderisa punëtori hyn në një rutinë dhe vazhdon të rritet deri
kur punëtori të performojë me efikasitet maksimal, pas së cilës kohë shprehet
lodhja dhe shpejtësia e prodhimit fillon të zvogëlohet. Momenti i efikasitetit
maksimal njihet në ekonomiks si pika e pakësimit së kthimeve.

Sjellja e grafikut të këtij funksioni të prodhimit nga cilado anë e pikës së
pakësimit të kthimeve mund të përshkruhet ma anë të tangjentave. Në të
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majtë të kësaj pike pjerrtësia e tangjentës rritet me rritjen e t. Në të djathtë
të pikës pjerrtësia e tangjentës zvogëlohet me rritjen e t. Pikërisht këtë rritje
dhe zvogëlim të pjerrtësive do ta studiojmë në këtë pikë me ndihmën e derivatit
të dytë.

Nocionet vijuese të konkavitetit përdoren për të përshkruar rritjen dhe
zvogëlimin e pjerrtësisë së tangjentës së një lakoreje.

Konkaviteti. Në qoftë se një funksion f(x) është i derivueshëm në një
interval a < x < b, atëherë grafiku i funksionit është

konkav përpjet në këtë interval në qoftë se f ′(x) është rritës në intervalin;

konkav tatpjet në këtë interval në qoftë se f ′(x) është zvogëlues në inter-
valin.

Në figurën 5.14, për shembull, lakorja e prodhimit ishte konkave përpjet
në majtë të pikës së pakësimit të kthimeve dhe konkave tatpjet në djathtë të
pikës së pakësimit të kthimeve.

Konkaviteti mund të karakterizohet thjesht me anë të parashenjës së deri-
vatit të dytë. Karakterizimi i tillë mbështetet në faktin (e nxjerrur në pikën
paraprake) se një sasi rritet kur derivati i saj është pozitiv dhe zvogëlohet kur
derivati është negativ. Kur këtë fakt e zbatojmë mbi derivatin e parë (d.m.th.,
pjerrtësinë e tangjentës), karakteristika do të jetë pikërisht derivati i dytë. Ja
argumentimi.

Supozojmë se derivati i dytë f ′′(x) është pozitiv në një interval a < x < b.
Si rrjedhojë, derivati i parë f ′(x) duhet të jetë rritës në këtë interval, kështu
që grafiku i f(x) do të jetë konkav përpjet në intervalin. Ngjashëm, në qoftë se
f ′′(x) < 0 në një interval a < x < b, atëherë f ′(x) është zvogëlues aty, prandaj
grafiku i f(x) është konkav tatpjet. Të përmbledhim:



222 KAPITULLI 5. NJEHSIMI DIFERENCIAL

Testi për konkavitet. Në qoftë se f ′′(x) > 0 në një interval a < x < b,
atëherë f është konkav përpjet në këtë interval.
Në qoftë se f ′′(x) < 0 në një interval a < x < b, atëherë f është konkav
tatpjet në këtë interval.

Vërejtje. Një këshillë: mos e ngatërroni konkavitetin e një lakoreje me rritjen
ose zvogëlimin e saj. Një lakore konkave përpjet në një interval mund të jetë
qoftë rritëse qoftë zvogëluese në atë interval. Ngjashëm, një lakore konkave
tatpjet mund të jetë rritëse ose zvogëluese. Të katër mundësitë janë ilustruar
në figurën 5.15.

Një pikë në grafikun e një funksioni f(x) ku ndryshon konkaviteti quhet
pikë infleksioni.

Në një pikë infleksioni P (c, f(c)) grafiku i f(x) nuk mund të jetë as konkav
përpjet as konkav tatpjet, prandaj f ′′(c) nuk mund të jetë pozitiv ose negativ.
Kështu, në qoftë se ekziston derivati i dytë f ′′(c) në atë pikë, duhet të jetë
f ′′(c) = 0. Mirëpo vetëm nga fakti se f ′′(c) = 0 nuk mund të konkludojmë
automatikisht se (c, f(c)) është pikë infleksioni. Për shembull, për f(x) = x4

kemi f ′′(x) = 12x2, kurse grafiku i f është gjithmonë konkav përpjet edhepse
f ′′(0) = 0 (shihni fig. 5.16).

Gjeometrikisht, pikat e infleksionit paraqiten në grafik në „kalimet ndër-
mjet kthesave“.

Duke i shtuar kriteret e reja për konkavitet dhe pika infleksioni metodave
me anë të derivatit të parë, të diskutuara në pikën paraprake, tani mund të
analizojmë dhe skicojmë grafikë të ndryshëm në detaje të konsiderueshme.

Derivati i dytë ka edhe një zbatim shtesë; mund të shfrytëzohet poashtu
për klasifikimin e pikave kritike të një funksioni si maksimume relative ose
minimume relative. Ja e përmbledhur procedura.
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x

y

(a) Rritës, konkav përpjet: f ′(x) > 0,
f ′′(x) > 0.

x

y

(b) Rritës, konkav tatpjet: f ′(x) > 0,
f ′′(x) < 0.

x

y

(c) Zvogëlues, konkav përpjet: f ′(x) < 0,
f ′′(x) > 0.

x

y

(d) Zvogëlues, konkav tatpjet: f ′(x) < 0,
f ′′(x) < 0.

Figura 5.15. Kombinimet e mundshme të rritjes, zvogëlimit dhe konkavitetit.
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x

y

Figura 5.16. Grafiku i f(x) = x4.

Testi i ekstremumeve relative me anë të derivatit të dytë. Supo-
zojmë se f ′(c) = 0.

Në qoftë se f ′′(c) < 0, atëherë f ka maksimum relativ në x = c.

Në qoftë se f ′′(c) > 0, atëherë f ka minimum relativ në x = c.

Mirëpo, në rast se f ′′(c) = 0 (ose në qoftë se f ′′(c) nuk ekziston), testi
nuk mjafton dhe f mund të ketë maksimum relativ, minimum relativ ose
të mos ketë fare ekstremume relative në x = c.

Për të kuptuar pse testi me anë të derivatit të dytë funksionon shikoni
figurën 5.17, e cila tregon katër mundësitë të cilat mund të paraqiten për një
funksion dy herë të derivueshëm f(x) kur f ′(c) = 0.

Figura 5.17a sugjeron se te maksimumi relativ grafiku i funksionit duhet
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të jetë konkav tatpjet, prandaj f ′′(c) < 0. Ngjashëm, te minimumi rela-
tiv (figura 5.17b) grafiku i funksionit duhet të jetë konkav përpjet, prandaj
f ′′(c) > 0.

Nga ana tjetër, figurat 5.17c dhe 5.17d sugjerojnë se në qoftë se një pikë ku
f ′(c) = 0 nuk është ekstremum relativ, atëherë ajo duhet të jetë pikë infleksioni
dhe f ′′(c) = 0.

Rrjedhimisht, në qoftë se f ′(c) = 0 dhe f ′′(c) < 0, atëherë (c, f(c)) duhet
të jetë maksimum relativ, kurse në qoftë se f ′(c) = 0 dhe f ′′(c) > 0, atëherë
pika kritike përkatëse duhet të jetë minimum relativ.

Shembull 1. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në
një uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do të
ketë montuar

Q(t) = −t3 + 9t2 + 12t

njësi t orë më pas. Në ç’kohë arrin punëtori performansën më efikase gjatë
ndërrimit të mëngjesit? (Supozoni se ndërrimi i mëngjesit zgjat nga 8:00 deri
në 12:00.)

Zgjidhje. Shpejtësia e prodhimit të punëtorit është derivati

Q′(t) = −3t2 + 18t+ 12

i funksionit të prodhimit Q(t). Qëllimi është që të gjendet shpejtësia më e
madhe Q′(t) për 0 ≤ t ≤ 4. Derivati i funksionit të shpejtësisë është

Q′′(t) = −6t+ 18

i cili bëhet zero kur t = 3, është pozitiv kur 0 < t < 3 dhe është negativ kur
3 < t < 4, siç tregon diagrami vijues i shigjetave.

x|

0
|

3
|

4

Pra, shpejtësia e prodhimit Q′(t) rritet për 0 < t < 3, zvogëlohet për
3 < t < 4 dhe arrin vlerën maksimale kur t = 3; d.m.th., në orën 11:00.
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x

y

b

|
c

(a) Maksimum relativ: f ′(c) = 0,
f ′′(c) < 0.

x

y

b

|
c

(b) Minimum relativ: f ′(c) = 0,
f ′′(c) > 0.

x

y

b

|
c

(c) Nuk është ekstremum relativ:
f ′(c) = 0, f ′′(c) = 0.

x

y

b

|
c

(d) Nuk është ekstremum relativ:
f ′(c) = 0, f ′′(c) = 0.

Figura 5.17. Testi me anë të derivatit të dytë.
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Paraqitni grafikisht funksionin e prodhimit Q(t) dhe shpejtësinë e pro-
dhimit Q′(t) nga shembulli i mësipërm.

Në shembullin e mësipërm, maksimumin relativ të shpejtësisë së prodhmit
e kemi gjetur duke zbatuar testin me anë të derivatit të parë. Mund ta gjejmë
poashtu duke zbatuat testin me anë të derivatit të dytë. Për këtë duhet gjetur
derivatin e dytë të shpejtësisë së prodhimit Q′(t), i cili në mënyrë përkatëse
shënohet me Q′′′(t); pra,

Q′′′(t) =
d

dt
[Q′′(t)] = (−6t+ 18)′ = −6.

Meqë në pikën t = 3 kemi Q′′(3) = 0 dhe Q′′′(3) = −6 < 0, atëherë, sipas
testit me anë të derivatit të dytë, përfundojmë se shpejtësia e prodhimit Q′(t)
ka maksimum relativ në t = 3.

Detyra për ushtrime

1. Për funksionet vijuese gjeni intervalet e rritjes e zvogëlimit dhe ku grafiku
i dhënë është konkav përpjet dhe konkav tatpjet. Gjeni ekstremumet
relative dhe pikat e infleksionit, dhe vizationi grafikun e funksionit.

(a) f(x) = 1
3x

3 − 9x+ 2;

(b) f(x) = x3 + 3x2 + 1;

(c) f(x) = x4 + 4x3 + 10;

(d) f(x) = x3 − 2x2 + 3x+ 1;

(e) f(t) = t3 + 3t2 + 1;

(f) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x− 7.

(g) f(x) = (x+ 1)1/3;

(h) f(x) = (x+ 1)2/3;

(i) f(x) =
√
x2 + 1;

2. Për funksionet vijuese zbatoni testin me anë të derivatit të dytë për të
gjetur maksimumet relative dhe minimumet relative.

(a) f(x) = 3x4 − 8x3 + 6x2 + 2;
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(b) f(x) = 4x3 − 72x2 + 324x;

(c) f(t) = 2t3 + 6t2 + 6t+ 5;

(d) f(x) = (x− 1)5;

(e) f(x) = x2

x−1 .

3. Kostoja totale e prodhimit të x njësish është

C(x) = 0.3x3 − 5x2 + 28x+ 200.

(a) Gjeni koston margjinale MC(x). Vizatoni grafikët e kostos to-
tale C(x) dhe kostos margjinale MC(x) në të njëjtin sistem ko-
ordinativ.

(b) Gjeni ku është C′′(x) = 0. Çfarë janë këto pika për grafikët e
funksioneve C(x) dhe MC(x)?

4. Një kompani vlerëson se kur shpenzohen x mijë euro për marketingun e
një prodhimi të caktuar, do të shiten

Q(x) = −4x3 + 252x2 − 3,200x+ 17,000

njësi të prodhimit, ku 10 ≤ x ≤ 40. Vizatoni grafikun e Q(x) për
10 ≤ x ≤ 40. Ku ka pikë infleksioni grafiku? Çfarë është rëndësia e
shpenzimeve për marketing të cilat i korrespondojnë kësaj pike?

5. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit në një
uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në punë në orën 8:00 do
të ketë montuar

Q(t) = −t3 +
9

2
t2 + 15t

njësi t orë më pas.

(a) Në ç’kohë arrin punëtori performansën më efikase gjatë ndërrimit
të mëngjesit? (Supozoni se ndërrimi i mëngjesit zgjat nga 8:00 deri
në 12:00.)

(b) Në ç’kohë arrin punëtori performansën më joefikase gjatë ndërrimit
të mëngjesit?
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6. Një studim efikasiteti të punëtorëve të ndërrimit të mëngjesit (nga 8:00
deri në 12:00) në një uzinë tregon se një punëtor mesatar i cili arrin në
punë në orën 8:00 do të ketë montuar Q(t) = −t3 + 6t2 + 15t radio-
tranzistorë t orë më pas.

(a) Në ç’kohë arrin punëtori performansën më efikase gjatë ndërrimit
të mëngjesit?

(b) Në ç’kohë arrin punëtori performansën më joefikase gjatë ndërrimit
të mëngjesit?

7. Funksioni i kërkesës së një prodhimi është

(a) x(p) = −2p+ 4000

(b) x(p) = 8− p;
(c) x(p) = −p+ 90.

Gjeni çmimin dhe sasinë për të cilat të ardhurat e përgjithshme me
rastin e shtitjes së këtij malli do të jenë maksimale. Sa janë të ardhurat
maksimale?

8. Eshtë dhënë funksioni i të ardhurave të përgjithshme R(p) = −3p2 +48p.
Llogaritni:

(a) funksionin e kërkesës;

(b) çmimin ashtu që të ardhurat e përgjithshme të jenë maksimale;

(c) të ardhurat maksimale.

9. Funksioni i çmimit është

(a) p(x) = 2000− x2 ;

(b) p(x) = 1000− 2x− 3x2;

(c) p(x) = 3−√x;
(d) p(x) = −3x+ 3000 + 80 000

x .

Caktoni sasinë e mallit për të cilën të ardhurat e përgjithshme janë mak-
simale. Sa janë të ardhurat maksimale?
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Kapitulli 6

Njehsimi integral. Zbatime

në biznes dhe ekonomiks

6.1 Integrali i pacaktuar

Në shumë probleme është i njohur derivati i një funksioni, dhe qëllimi është
të gjindet vetë funksioni. Për shembull, një ekonomist i cili e din shkallën
(shpejtësinë) e inflacionit do të mund të dëshironte të parashikonte çmimet e
së ardhmes.

Procesi i përfitimit të një funksioni nga derivati i vetë quhet integrim i
pacaktuar (ose antiderivim).

Funksioni F (x) për të cilin

F ′(x) = f(x)

për çdo x nga domeni i f quhet funksion primitiv i f(x).

Shembull 1. Provoni se F (x) = 1
3x

3 + 5x+ 2 është funksion primitiv i f(x) =
x2 + 5.

231
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Zgjidhje. Pra, F (x) është funksion primitiv i f(x) atëherë dhe vetëm atëherë
kur F ′(x) = f(x). Kështu, derivojmë funksionin F për të fituar

F ′(x) =

(

1

3
x3 + 5x+ 2

)′

=
1

3
(3x2) + 5 = x2 + 5 = f(x),

siç edhe kërkohej.

Si edhe më parë, ndonjëherë në vend të shënimit F ′(x) = f(x) përdorim

shënimin dF (x)
dx = f(x).

Një funksion ka më tepër se një funksion primitiv. Për shembull, një funk-
sion primitiv i funksionit f(x) = 3x2 është F (x) = x3, sepse

F ′(x) = (x3)′ = 3x2 = f(x),

por të tillë poashtu janë edhe x3 + 10, x3 − 4 dhe x3 + π, sepse

d

dx
(x3 + 10) = 3x2,

d

dx
(x3 − 4) = 3x2,

d

dx
(x3 + π) = 3x2.

Në përgjithësi, në qoftë se F është funksion primitiv i f , atëherë edhe çdo
funksion G(x) = F (x) + C, për C konstant, është poashtu funksion primitiv
i f . Për më tepër, mund të vërtetohet se vlen vetia vijuese, fundamentale e
funksioneve primitive:

Në qoftë se F (x) është një funksion primitiv i funksionit të vazh-
dueshëm f(x), atëherë çdo funksion tjetër primitiv i f(x) ka formën
G(x) = F (x) + C për ndonjë konstantë C.

Ekziston interpretim i thjeshtë gjeometrik i faktit se çfarëdo dy funksione
primitive të të njëjtit funksion të vazhdueshëm f ndryshojnë të shumtën për
një konstantë. Fakti se edhe F edhe G janë funksione primitive të f do të
thotë se F ′(x) = G′(x) = f(x), prandaj për çdo pikë x pjerrtësia (d.m.th.
derivati) e lakores y = F (x) është e njëjtë me pjerrtësinë e lakores y = G(x).
Me fjalë tjera, grafiku i G(x) është zhvendosje vertikale e grafikut të F (x), siç
është treguar në fig. 6.1 për funksionin primitiv të f(x) = 3x2.
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x

y

y = x3

y = x3 + π

y = x3 − 4

Figura 6.1. Disa funksione primitive të f(x) = 3x2.

Do të përfaqësojmë tërë familjen e funksioneve primitive të f(x) duke për-
dorur simbolikën

∫

f(x) dx = F (x) + C,

e që quhet integral i pacaktuar i funksionit f .
Në këtë kontekst, simboli

∫

quhet shenja integrale, f(x) quhet funksioni
nënintegral, dx quhet diferencial i x dhe tregon se funksioni primitiv (d.m.th.
antiderivimi) është gjetur sipas ndryshores x, kurse C quhet konstanta e inte-
grimit.

Për shembull, integrali i pacaktuar i f(x) = 3x2 është

∫

3x2 dx = x3 + C.

Për t’u bindur në llogaritjen korrekte të integralit të pacaktuar derivojmë
përgjegjjen F (x) + C. Në qoftë se derivati është i barabartë me f(x), atëherë
(dhe vetëm atëherë) llogaritja është korrekte.

Kjo lidhmëri ndërmjet derivimit dhe integrimit të pacaktuar na mundëson
t’i përdorim rregullat e njohura për derivate për t’i gjetur rregullat analoge
vijuese për integralet e pacaktuara:
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Rregulla e konstantës:

∫

k dx = kx+ C për k konstant.

Rregulla e fuqisë:

∫

xn dx =
1

n+ 1
xn+1 + C për çdo n 6= −1.

Rregulla e logaritmit:

∫

1

x
dx = ln |x|+ C për çdo x 6= 0.

Rregulla eksponenciale:

∫

ekx dx =
1

k
ekx + C për k 6= 0 konstant.

Vërtetojmë, p.sh., regullën e fuqisë. Për këtë mjafton të tregohet se derivati
i 1
n+1x

n+1 është xn:

d

dx

(

1

n+ 1
xn+1

)

=
1

n+ 1

d

dx

(

xn+1
)

=
1

n+ 1
(n+ 1)xn = xn.

Në detyrën 10 kërkohet t’i vërtetoni rregullën e konstantës, rregullën e
logaritmit dhe regullën eksponenciale.

Shembull 2. Gjeni integralet vijuese:

(a)
∫

5 dx

(b)
∫

x11 dx

(c)
∫ √
xdx
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Zgjidhje. (a) Duke zbatuar rregullën e konstantës me k = 5:

∫

5 dx = 5x+ C.

(b) Duke zbatuar rregullën e fuqisë me n = 11:

∫

x11 dx =
1

12
x12 + C.

(c) Duke zbatuar rregullën e fuqisë me n = 1
2 :

∫ √
xdx =

∫

x
1

2 dx =
1

1
2 + 1

x
1

2
+1 + C =

1
3
2

x
3

2 + C =
2

3

√
x3 + C.

Vetitë vijuese algjebrike të integraleve të caktuar mundësojnë integrimin e
funksioneve si polinomi x3 − 3x2 + 5 ose shprehja 2e−x −√x.

Rregulla e faktorit konstant:

∫

kf(x) dx = k

∫

f(x) dx për k konstant.

Rregulla e shumës:

∫

[f(x) + g(x)] dx =

∫

f(x) dx +

∫

g(x) dx.

Rregulla e ndryshimit:

∫

[f(x) − g(x)] dx =

∫

f(x) dx −
∫

g(x) dx.
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Vërtetojmë, p.sh., rregullën e faktorit konstant. Për këtë, vërejmë se në
qoftë se dF (x)

dx = f(x), atëherë

d

dx
[kF (x)] = k

dF (x)

dx
= kf(x),

që d.m.th. se

kF (x) =

∫

kf(x) dx,

ose

k

∫

f(x) dx =

∫

kf(x) dx.

Rregullat e shumës dhe ndryshimit mund të vërtetohen në mënyrë të ngja-
shme (detyra 11).

Shembull 3. Gjeni integralin

∫

x2 + 2x− 3

x
dx.

Zgjidhje. Duke zbatuar rregullat e shumës, ndryshimit dhe faktorit konstant
së bashku me rregullën e fuqisë, fitojmë

∫

x2 + 2x− 3

x
dx =

∫ (

x2

x
+

2x

x
− 3

x

)

dx

=

∫ (

x+ 2− 3

x

)

dx =

∫

xdx+

∫

2 dx− 3

∫

1

x
dx

=
1

2
x2 + 2x− 3 ln |x|+ C.

Shembull 4. Një prodhues ka gjetur se kostoja margjinale është 3x2−80x+500
euro për njësi kur prodhohen x njësi. Kostoja e përgjithshme e prodhimit të
2 njësive të para është 1,000 C. Sa është kostoja e përgjithshme e prodhimit
të 5 njësive të para?
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Zgjidhje. Kujtojmë se kostoja margjinale është derivati i funksionit C(x) të
kostos së përgjithshme. Kështu,

C′(x) = 3x2 − 80x+ 500,

prandaj C(x) duhet të jetë funksioni primitiv

C(x) =

∫

C′(x) dx =

∫

(3x2 − 80x+ 500) dx = x3 − 40x2 + 500x+K

për ndonjë vlerë të konstantës së integrimit K.
Vlera e K përcaktohet nga fakti se

C(2) = 1000.

Pra,
23 − 40 · 22 + 500 · 2 +K = 1000,

prej nga gjejmë
K = 152.

Prandaj,
C(x) = x3 − 40x2 + 500x+ 152,

dhe kostoja e prodhimit të 5 njësive të para është

C(5) = 53 − 40 · 52 + 500 · 5 + 152 = 1777.

Shembull 5. Një shitës me pakicë pranon një dërgesë prej 12, 000 kg miell, i
cili do të shpenzohet me shpejtësi konstante nga 300 kg në javë. Në qoftë se
kostoja e depos e miellit është 0.5 cent për kilogram për javë, sa do të duhet
të paguajë shitësi në emër kostosh për depo gjatë 40 javëve të ardhshme.

Zgjidhje. Shënojmë me S(t) koston e përgjithshme (totale) (në euro) gjatë
t javëve. Meqë mielli shpenzohet me shpejtësi konstante nga 300 kg në javë,
numri i kilogramëve të miellit në depo pas t javësh është

q(t) = 12, 000− 300t.
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Prandaj, meqë kostoja e depos e miellit është 0.5 cent (d.m.th. 0.005 C) për
kilogram për javë, shpejtësia e ndryshimit të kostos së depos sipas kohës është

dS

dt
= q(t) · 0.005 = 0.005(12, 000− 300t) = 60− 1.5t.

Rrjedhimisht, S(t) është

S(t) =

∫

dS

dt
dt =

∫

(60− 1.5t) dt = 60t− 0.75t2 + C

për ndonjë konstantë C. Për të përcaktuar vlerën e C, shfrytëzojmë faktin se
në kohën e arritjes së dërgesës (kur t = 0) nuk ka kosto, pra

S(0) = 0,

d.m.th.
60 · 0− 0.75 · 02 + C = 0,

ose
C = 0.

Kështu,
S(t) = 60t− 0.75t2,

dhe kostot për depo gjatë 40 javëve të ardhshme do të jenë

S(40) = 60 · 40− 0.75 · 402 = 1200.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni integralet vijuese:

(a)
∫

3
√
xdx;

(b)
∫

1√
x
dx;

(c)
∫

e−3t dt.

2. Gjeni integralet vijuese:
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(a)
∫

(x3 − 3x2 + 5) dx;

(b)
∫

(2e−x −√x) dx;
(c)

∫ (

2eu + 6
u + ln 2

)

du;

(d)
∫

y2+3y−2√
y dy;

(e)
∫ √
t(t2 − 1) dt.

3. Promoterët e një panairi vlerësojnë se t orë pas hapjes së portave në orën
9:00 vizitorët do të hyjnë në panair me shpejtësi 265 + 210t−15t2 njerëz
në orë. Gjeni numrin e njerëzve të cilët do të hyjnë në panair ndërmjet
11:00 dhe 13:00.

4. Promoterët e një ekspozite vlerësojnë se t orë pas hapjes në orën 9:00
ekspozita do të vizitohet me shpejtësi N ′(t) njerëz në orë. Gjeni një
shprehje për numrin e njerëzve të cilët do ta vizitojnë ekspozitën ndër-
mjet 12:00 dhe 15:00.

5. Është vlerësuar se t vite nga tani vlera e një parcele të caktuar toke do
të rritet me shpejtësi V ′(t) euro në vit. Gjeni një shprehje për shumën
për të cilën do të rritet vlera e tokës gjatë 5 vjetëve të ardhshme.

6. Një shitës me pakicë pranon një dërgesë prej 10, 000 kg oriz, i cili do
të shpenzohet me shpejtësi konstante nga 2,000 kg në muaj. Në qoftë
se kostot e depos janë 1 cent për kilogram për muaj, sa do të duhet të
paguajë shitësi në emër kostosh për depo gjatë 5 muajve të ardhshëm?

7. Një prodhues ka gjetur se kostoja margjinale është 6x+ 1 euro për njësi
kur prodhohen x njësi. Kostoja e përgjithshme e prodhimit të njësisë
së parë është 130 C. Sa është kostoja e përgjithshme e prodhimit të
10 njësive të para?

8. Profiti margjinal i një kompanie është 100−2q euro për njësi kur prodho-
hen q njësi. Në qoftë se profiti i kompanisë është 700 C kur prodhohen
10 njësi, sa është profiti maksimal i mundur i kompanisë?

9. Një prodhues vlerëson të hyrat margjinale të jenë 100√
q euro për njësi kur

niveli i prodhimit është q njësi. Kostoja margjinale përkatëse është gjetur
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të jetë 0.4q euro për njësi. Supozoni se profiti i prodhuesit është 520 C
kur niveli i prodhimit është 16 njësi. Sa është profiti i prodhuesit kur
niveli i prodhimit është 25 njësi?

10. Vërtetoni rregullat për integralet e pacaktuara:

(a) Rregullën e konstantës:
∫

k dx = kx+ C

(b) Rregullën e logaritmit:
∫

dx
x = ln |x|+ C

(Udhëzim: Dalloni rastet kur x > 0, d.m.th. |x| = x, dhe kur x < 0,
d.m.th. |x| = −x.)

(c) Rregullën eksponenciale:
∫

ekx dx = 1
k e
kx + C

11. Vërtetoni rregullat algjebrike për integralet e pacaktuara:

(a) Rregullën e shumës:
∫

[f(x) + g(x)] dx =
∫

f(x) dx +
∫

g(x) dx

(b) Rregullën e ndryshimit:
∫

[f(x) − g(x)] dx =
∫

f(x) dx−
∫

g(x) dx

6.2 Integrimi me zëvendësim

Rikujtojmë se sipas rregullës së derivimit të funksionit të përbërë, derivati i
funksionit (x2 − 5x− 3)6 është

d

dx
[(x2 − 5x− 3)6] = 6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5).

Vëreni se derivati është prodhim dhe se njëri nga faktorët, 2x−5, është derivati
i shprehjes x2−5x−3, e cila paraqitet në faktorin tjetër. Më saktësisht, derivati
është prodhim i formës

g(u)
du

dx
,

ku, në rastin tonë, g(u) = 6u5 dhe u = x2 − 5x− 3.
Shumë prodhime të formës g(u)dudx mund të integrohen duke zbatuar të

anasjelltën e rregullës së derivimit të funksionit të përbërë. Në fakt, në qoftë
se G është një funksion primitiv i g, atëherë

∫

g(u)
du

dx
dx = G(u) + C,
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meqë, sipas rregullës së derivimit të funksionit të përbërë,

d

dx
[G(u)] = G′(u)

du

dx
= g(u)

du

dx
.

Në formë të përmbledhur, rregulla e integrimit të funksionit të përbërë
është:

Në qoftë se g është funksion i vazhdueshëm sipas u dhe u(x) është funksion
i derivueshëm sipas x, atëherë

∫

g(u)
du

dx
dx =

∫

g(u) du.

Pra, për të integruar një prodhim të formës g(u)dudx , në të cilin njëri nga
faktorët dudx është derivati i një shprehjeje u e cila paraqitet në faktorin
tjetër:

1. Gjejmë integralin
∫

g(u) du të faktorit g(u) sipas u.

2. Zëvendësojmë u në rezultatin e fituar me shprehjen përkatëse
sipas x.

Japim në vazhdim dy shembuj.

Shembull 1. Gjeni
∫

6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5) dx.

Zgjidhje. Siç pamë në fillim, funksioni nënintegral 6(x2−5x−3)5(2x−5) është
prodhim në të cilin njëri nga faktorët 2x − 5 është derivati i një shprehjeje
x2 − 5x− 3 e cila paraqitet në faktorin tjetër, d.m.th.,

6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5) = g(u)
du

dx
,

ku
g(u) = 6u5 dhe u = x2 − 5x− 3.
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Prandaj, sipas rregullës së integrimit të funksionit të përbërë,

∫

6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5) dx =

∫

g(u)
du

dx
dx =

∫

6u5 du

= u6 + C = (x2 − 5x− 3)6 + C.

Në shembullin vijues funksioni nënitegral nuk është saktësisht i formës
g(u)dudx . Sidoqoftë, është prodhim me konstantë i një prodhimi të tillë, dhe
mund të integrohet duke kombinuar rregullën e faktorit konstant me rregullën
e integrimit të funksionit të përbërë.

Shembull 2. Gjeni
∫

x6ex
7+3 dx.

Zgjidhje. Zbatojmë së pari rregullën e faktorit konstant për të rishkruar inte-
gralin në formën

∫

x6ex
7+3 dx =

∫

1

7
(7x6ex

7+3) dx =
1

7

∫

7x6ex
7+3 dx,

të tillë që funksioni i ri nënintegral 7x6ex
7+3 është prodhim në të cilin njëri nga

faktorët 7x6 është derivati i një shprehjeje x7 + 3 e cila paraqitet në faktorin
tjetër; pra,

7x6ex
7+3 = g(u)

du

dx
,

ku
g(u) = eu dhe u = x7 + 3.

Prandaj, sipas rregullës së integrimit të funksionit të përbërë,

∫

x6ex
7+3 dx =

1

7

∫

7x6ex
7+3 dx,=

1

7

∫

g(u)
du

dx
dx

=
1

7

∫

g(u) du =
1

7

∫

eu du =
1

7
eu + C =

1

7
ex

7+3 + C.
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Rregulla e integrimit të funksionit të përbërë mund të mendohet si një
teknikë për thjeshtësim integrali duke ndërruar ndryshoren e integrimit. Më
saktësisht, fillojmë me një integral

∫

g(u)dudx dx, në të cilin ndryshorja sipas të
cilës integrohet është x, dhe e transformojmë atë në një integral më të thjeshtë
∫

g(u) du, në të cilin ndryshorja e integrimit është u. Në këtë transformim
shprehja dudx dx në integralin e parë zëvendësohet në inegralin e thjeshtësuar
me simbolin du. Këtë relacion ndërmjet dudx dx dhe du mund ta mbani në mend
duke e shikuar dudx sikur të ishte thyesë dhe duke shkruar

du

dx
dx = du.

Si konkludim, formulojmë metodën vijuese, të quajtur integrimi me zë-
vendësim.

1. Zëvendësojmë me u ndonjë shprehje sipas x me qëllim thjeshtësimi
të integralit.

2. Rishkruajmë integrlin sipas ndryshores u. Për të rishkruar dx, llo-
garisim du

dx dhe e zgjidhim në mënyrë algjebrike sikur simboli dudx të
ishte thyesë.

3. Gjejmë integralin e fituar dhe pastaj zëvendësojmë u në rezultatin
e fituar me shprehjen përkatëse sipas x.

Vërejtje. Si udhëzim, në qoftë se në funksionin nënintegral paraqitet prodhim
ose herës i një shprehjeje me derivatin e saj, atëherë ajo shprehje mbase do të
jetë zgjedhje e mirë për ta zëvendësuar me u.

Ilustrojmë metodën e integrimit me zëvendësim duke iu kthyer edhe njëherë
integralit nga shembull 1.

Shembull 3. Gjeni
∫

6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5) dx.
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Zgjidhje. Fakti se funksioni nënintegral është prodhim në të cilin njëri nga
faktorët 2x − 5 është derivati i një shprehjeje x2 − 5x − 3 e cila paraqitet
në faktorin tjetër, sipas vërejtjes së mësipërme, na sygjeron të vëjmë u =
x2 − 5x− 3. Atëherë,

du

dx
= 2x− 5, d.m.th. du = (2x− 5) dx.

Duke zëvendësuar u = x2 − 5x− 3 dhe du = (2x− 5) dx, marrim

∫

6(x2 − 5x− 3)5(2x− 5) dx =

∫

6u5 du

= u6 + C = (x2 − 5x− 3)6 + C.

Shembull 4. Gjeni
∫

5x

x2 + 1
dx.

Zgjidhje. Vërejmë se
d

dx
(x2 + 1) = 2x =

2

5
(5x).

Pra, funksioni nënintegral është herës në të cilin njëri nga pjesëtuesit 5x është
prodhim me konstantë i derivatit të një shprehjeje x2 + 1 e cila paraqitet në
faktorin tjetër. Kjo na sygjeron të vëjmë u = x2 + 1. Atëherë,

du

dx
= 2x, du = 2xdx, ose

5

2
du = 5xdx.

Duke zëvendësuar u = x2 + 1 dhe 5
2du = 5xdx, gjejmë

∫

5x

x2 + 1
dx =

∫

1

u
· 5

2
du =

5

2

∫

1

u
du

=
5

2
ln |u|+ C =

5

2
ln |x2 + 1|+ C.
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Shembulli vijues ilustron llojllojshmërinë e metodës formale të zëvendë-
simit. Ka të bëjë me një integral i cili nuk duket të jetë i formës

∫

g(u)dudx dx,
por që sërish mund të thjeshtësohet me një zëvendësim të qëlluar.

Shembull 5. Gjeni
∫

x

x− 1
dx.

Zgjidhje. Ashtu siç është, nuk ekziston ndonjë mënyrë e lehtë për të integruar
këtë herës. Por në qoftë se zëvendësojmë u = x − 1, atëherë du = dx dhe
x = u+ 1, kështu që

∫

x

x− 1
dx =

∫

u+ 1

u
du =

∫

1 du+

∫

1

u
du

= u+ ln |u|+ C = x− 1 + ln |x− 1|+ C.

Shembull 6. Çmimi p (euro) i një njësie të mallit të caktuar vlerësohet të
ndryshojë me shpejtësi

dp

dx
= − 217x√

16 + x2
,

ku x (qind) njësi është kërkesa e konsumatorëve. Supozojmë se 300 njësi
(x = 3) kërkohen kur çmimi është 240 C për njësi.

(a) Gjeni funksionin e çmimit p(x) sipas kërkesës.

(b) Për çfarë çmimi do të kërkohen 400 njësi? Për çfarë çmimi nuk do të
kërkohet asnjë njësi?

(c) Sa njësi kërkohen për çmimin 30 C për njësi?

Zgjidhje. (a) Çmimi p(x) për njësi të kërkesës gjendet duke integruar p′(x)
sipas x:

p(x) =

∫

p′(x) dx =

∫

− 217x√
16 + x2

dx.

Për këtë, bëjmë zëvendësimin

u = 16 + x2, du = 2xdx,
1

2
du = xdx,
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për të fituar

p(x) =

∫

− 217x√
16 + x2

dx =

∫

−217√
u
· 1

2
du

= −217

2

∫

u−1/2 du = −217

2
· 1

1
2

u1/2 + C = −217
√

16 + x2 + C.

Meqë p = 240 kur x = 3, gjejmë

p(3) = 240

−217
√

16 + 32 + C = 240

C = 240 + 217
√

25

C = 1325,

prandaj
p(x) = −217

√

16 + x2 + 1325.

(b) Kur kërkesa është 400 njësi kemi x = 4, dhe çmimi korrespondues është

p(4) = −217
√

16 + 42 + 1325 ≈ 97.46.

Asnjë njësi nuk kërkohet kur x = 0, kurse çmimi korrespondues është

p(0) = −217
√

16 + 02 + 1325 = 457.

(c) Për të përcaktuar numrin e njësive të kërkuara për çmimin 30 C për
njësi, duhet zgjidhur ekuacionin

p(x) = 30

−217
√

16 + x2 + 1325 = 30

−217
√

16 + x2 = −1295
√

16 + x2 =
1295

217

16 + x2 =

(

1295

217

)2
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x =

√

(

1295

217

)2

− 16

x ≈ 4.43.

D.m.th., kërkesa do të jetë përafërsisht 443 njësi.

Detyra për ushtrime

1. Gjeni integralet vijuese:

(a)
∫

9(x2 + 3x+ 5)8(2x+ 3) dx;

(b)
∫

x3ex
4+2 dx;

(c)
∫

e6x−1 dx;

(d)
∫

e1−x dx;

(e)
∫

3x
x2−1 dx;

(f)
∫

3x+6√
2x2+8x+3

dx;

(g)
∫ (ln x)2

x dx;

(h)
∫

x
x+1 dx;

(i)
∫ √

4x+ 1 dx;

(j)
∫

1
7x+6 dx;

(k)
∫

1
x(ln x)2 dx;

(l)
∫

ln x2

x dx;

(m)
∫ 2x ln(x2+1)

x2+1 dx;

(n)
∫

e
√

x

√
x
dx;

2. Vlera e rishitjes së një makine të caktuar industriale bie me shpejtësi e
cila ndryshon me kohën. Kur makina është t vjet e vjetër, shpejtësia me
të cilën ndryshon vlera është −960e−t/5 euro në vit. Në qoftë se makina
është blerë e re për 5,000 C, sa do të jetë vlera e saj pas 10 vjetësh?
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3. Është vlerësuar se t vite nga tani vlera V (t) e një ari toke ferme do të
rritet me shpejtësi

V ′(t) =
0.4t3

√

0.2t4 + 8,000

euro në vit. Vlera e tokës tani është 100 C për ari.

(a) Gjeni V (t).

(b) Sa do të jetë vlera e tokës pas 10 vjetësh.

(c) Kur do të ketë toka vlerën 1, 000 C për ari?

4. Korporata KosCell ka vënë një linjë prodhimi për të prodhuar një tip të
ri telefonësh celularë. Shpejtësia e prodhimit të telefonëve është

dx

dt
= 1500

(

2− t

2t+ 5

)

njësi në muaj. Sa telefonë prodhohen gjatë muajit të tretë? Udhëzim:
Gjeni x(3)− x(2).

5. Në një fabrikë kostoja margjinale është 3(x − 4)2 euro për njësi kur
prodhohen x njësi.

(a) Shprehni koston totale të prodhimit sipas kostos fikse (kostoja e
prodhimit të 0 njësish) dhe numrit të njësive të prodhuara.

(b) Sa është kostoja totale e prodhimit të 14 njësive të para në qoftë se
kostoja fikse është 436 C?

6. Në një pjesë të vendit çmimi i mishit të pulës për momentin është 3 C për
kilogram. Vlerësohet se t javë nga tani çmimi do të rritet me shpejtësi
3
√
t+ 1 cent në javë. Sa do të kushtojë mishi i pulës 8 javë nga tashti?

7. Çmimi p (euro) i çdo parë patikesh sportive Xike vlerësohet të ndryshojë
me shpejtësi

p′(x) = − 150x

(144 + x2)3/2
,

ku x (qind) parë është kërkesa e konsumatorëve. Supozojmë se 500 parë
patike (x = 5) kërkohen kur çmimi është 75 C për një parë.
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(a) Gjeni funksionin e çmimit p(x) sipas kërkesës.

(b) Për çfarë çmimi do të kërkohen 400 parë patike? Për çfarë çmimi
nuk do të kërkohet asnjë parë?

(c) Sa parë do të kërkohen për çmimin 60 C për një parë?

(d) Gjeni funksionin e të hyrave të përgjithshme dhe funksionin mar-
gjinal të të hyrave. Për çfarë sasie të kërkesës x do të jenë të hyrat
maksimale?

8. Pronarja e një zingjiri restaurantesh për ushqim të shpejtë vlerëson se
çmimi në euro i prodhimit të saj më të ri Baby Burger është duke
ndryshuar me shpejtësi

p′(y) =
30y

(3 + y2)
,

ku y (mijë) çofte ofrohen për blerje. Cmimi fillestar është 2.25 C për
çofte.

(a) Gjeni funksionin e çmimit p(y) sipas ofertës.

(b) Për çfarë çmimi do të ofrohen nga 4,000 çofte shtesë (y = 4) për t’u
shitur?

(c) Sa çofte shtesë do të ofrohen për çmimin 3 C për çofte?

9. Një kompani vlerëson se të hyrat margjinale nga prodhimi i x njësish
janë 7 − 3x− 4x2 qind euro për njësi, dhe kostoja margjinale përkatëse
është 5 + 2x qind euro për njësi. Për sa ndryshon profiti kur niveli i
prodhimit rritet nga 5 në 9 njësi?

6.3 Integrali i caktuar

Pamë si mund të shfrytëzohet integrali i pacaktuar për të analizuar situata të
cilat kanë të bëjnë me të anasjelltën e shpejtësisë së ndryshimit. Në këtë pikë
do të njihemi me një procedurë të quajtur integral i caktuar, në të cilën një sasi
me interes praktik së pari përkufizohet si limiti i një shume e pastaj llogaritet
duke shfrytëzuar integralin e pacaktuar. Procedurën e integrimit të caktuar do
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ta ilustrojmë duke e zbatuar për të përkufizuar e pastaj llogaritur sipërfaqen
nën një lakore, por në pikën ardhshme do të shohim se kjo procedurë poashtu
zbatohet në një mori situatash praktike në biznes dhe ekonomi.

Marrim në shqyrtim syprinën S të sipërfaqes nën lakoren y = f(x) brenda
një intervali a ≤ x ≤ b, ku f është funksion i vazhdueshëm dhe f(x) ≥ 0.
Kjo sipërfaqe është paraqitur në fig. 6.2. Nëse sipërfaqja do të ishte katror,
drejtkëndësh ose trapez, syprinën e saj do të mund ta gjenim duke përdorur
formulat e njohura, por çfarë në qoftë se lakorja kufizuese është y = x2 ose
y = lnx?

x

y

a b

y = f(x)

Figura 6.2. Sipërfaqja nën lakoren y = f(x) brenda intervalit a ≤ x ≤ b.

Për ta zgjidhur këtë problem të përgjithësuar, nisemi nga diçka e njohur më
parë: dimë si gjindet syprina e sipërfaqes së një drejtkëndëshi. Kështu, ndaj-
më syprinën në një numër nënsyprinash drejtkëndëshe dhe pastaj përafrojmë
sipërfaqen S nën lakoren y = f(x) duke mbledhur syprinat e drejtkëndshave
përafrues.

Më saktësisht, fillojmë përafrimin duke ndarë intervalin a ≤ x ≤ b në
n nënintervale të gjatësisë së njëjtë ∆x dhe me xj shënojmë skajin e majtë të
nënintervalit të j-të. Pastaj vizatojmë n drejtkëndësha të tillë që drejtkëndëshi
i j-të ka për bazë nënintervalin e j-të dhe lartësi f(xj). Skema e përafrimit
është ilustruar në figurën 6.3.

Syprina e sipërfaqes së drejtkëndëshit të j-të është f(xj) ∆x dhe përafron
syprinën e sipërfaqes nën lakoren brenda segmentit xj ≤ x ≤ xj+1. Shuma e
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x

y

y = f(x)

a = x1 x2 xj xj+1 b = xn+1

(a) n intervale

x

y

a b

y = f(x)

(b) 6 intervale

x

y

a b

y = f(x)

(c) 12 intervale

x

y

a b

y = f(x)

(d) 24 intervale

Figura 6.3. Përafrim me drejtkëndësha i sipërfaqes nën lakore.

syprinave të sipërfaqeve të të gjithë drejtkëndëshave është

Sn = f(x1) ∆x+ f(x2) ∆x+ · · ·+ f(xn) ∆x

= [f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)] ∆x,

e që përafron syprinën e tërë sipërfaqes S nën lakoren.
Me rritjen e numrit të nënintervaleve shuma përafruese Sn i afrohet gjithnjë

më tepër asaj që intuitivisht e mendojmë si syprinë të sipërfaqes nën lakoren
(shih fig. 6.3). Prandaj, është e arsyeshme të përkufizohet syprina S e sipër-
faqes nën lakoren si limit i shumave përafruese Sn.
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Këtë ide mbi sipërfaqen nën lakore në mënyrë të përmbledhur e japim si
vijon:

Le të jetë f(x) funksion i vazhdueshëm i tillë që f(x) ≥ 0 në intervalin
a ≤ x ≤ b. Atëherë, sipërfaqja nën lakoren y = f(x) brenda intervalit
a ≤ x ≤ b ka syprinën

S = lim
n→∞

[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)] ∆x,

ku xj është skaji i majtë i nënintervalit të j-të kur intervali a ≤ x ≤ b
është ndarë në n nënintervale, secili i gjatësisë ∆x = b−a

n .

Mund të shtrohet pyetja përse të përdoren skajet e majta të nënintervaleve
e jo, të themi, të djathtat, ose madje meset e tyre. Përgjegjja është se nuk ka ar-
sye pse të mos përdoren këto pika për llogaritjen e lartësive të drejtkëndëshave
përafrues. Mund të vërtetohet se këto pika mund të zgjedhen në mënyrë të
çfarëdoshme brenda secilit nëninterval, e rezultati nuk do të ndryshojë.

Sipërfaqja është vetëm njëra nga shumë sasitë të cilat mund të shprehen si
limit shume. Për të zgjidhur problemin në rastin e përgjithshëm, përfshirë edhe
rastet kur jo medoemos kërkohet të jetë f(x) ≥ 0, zbatojmë terminologjinë dhe
shënimet sipas përkufizimit vijues të integralit të caktuar :

Le të jetë f(x) funksion i vazhdueshëm në intervalin a ≤ x ≤ b. Nda-
jmë intervlin në n pjesë të barabarta, secila me gjatësi ∆x = b−a

n , dhe
shënojmë me xj një numër nga nënintervali i j-të (j = 1, 2, ..., n). Atëherë
integrali i caktuar i f(x) në segmentin a ≤ x ≤ b jepet me

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)] ∆x.

Sipas këtij shënimi, syprina e sipërfaqes nën lakore mund të shprehet në
formë të përmbledhur:
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Në qoftë se f(x) është funksion i vazhdueshëm i tillë që f(x) ≥ 0 në
intervalin a ≤ x ≤ b, atëherë sipërfaqja nën lakoren y = f(x) brenda
intervalit a ≤ x ≤ b ka syprinën

S =

∫ b

a

f(x) dx.

Fatmirësisht, për limite shumash ekziston një mënyrë më e lehtë e llogaritjes
së tyre, falë rezultatit vijues të dalluar të Newton-it dhe Leibnitz-it i cili vë
lidhmëri ndërmjet integralit të caktuar dhe atij të pacaktuar.

Teorema fundamentale e analizës (e Newton–Leibnitz-it): Në qoftë se f(x)
është funksion i vazhdueshëm në intervalin a ≤ x ≤ b, atëherë

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

ku F (x) është një çfarëdo funksioni primitiv i f(x) në a ≤ x ≤ b.

Gjatë zbatimeve të kësaj teoreme do të shërbehemi me notacionin

F (x)

∣

∣

∣

∣

b

a

= F (b)− F (a).

Pra,
∫ b

a

f(x) dx = F (x)

∣

∣

∣

∣

b

a

.

Në shembujt vijues zbatojmë teoremën fundamentale për të llogaritur disa
vlera integralesh të caktuara.
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Shembull 1. Gjeni
∫ 1

0

(x2 −
√
x) dx.

Zgjidhje. Meqë
∫

(x2 −
√
x) dx =

1

3
x3 − 2

3
x3/2 + C,

përfundojmë se çdo funksion primitiv i funksionit f(x) = x2 −√x ka formën
F (x) = 1

3x
3 − 2

3x
3/2 + C për C numër konstant. Kështu,

∫ 1

0

(x2 −
√
x) dx =

(

1

3
x3 − 2

3
x3/2 + C

)∣

∣

∣

∣

1

0

=

(

1

3
x3 − 2

3
x3/2

)∣

∣

∣

∣

1

0

=

(

1

3
· 13 − 2

3
· 13/2

)

−
(

1

3
· 03 − 2

3
· 03/2

)

= −1

3
.

Shembull 2. Gjeni
∫ 3

1

4x(x2 − 1)3 dx.

Zgjidhje. Së pari, duke zëvendësuar u = x2 − 1, d.m.th. du = 2xdx, gjejmë
integralin e pacaktuar

∫

4x(x2 − 1)3 dx =

∫

2u3 du =
1

2
u4.

Kufijtë e integrimit, 1 dhe 3, janë sipas ndryshores x e jo ndryshores u.
Prandaj duhet ose duhet të rishkruhet sipas x integrali i pacaktuar, ose të
gjinden vlerat e u të cilat u korrespondojnë vlerave x = 1 dhe x = 3.

Nëse vendosim për alternativën e parë, kemi
∫

4x(x2 − 1)3 dx =
1

2
u4 =

1

2
(x2 − 1)4,

prandaj

∫ 3

1

4x(x2 − 1)3 dx =

[

1

2
(x2 − 1)4

]∣

∣

∣

∣

3

1

= 2048− 0 = 2048.
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Nëse vendosim për alternativën e dytë, shfrytëzojmë faktin se u = x2 − 1
për të konkluduar se u = 0 kur x = 1 dhe u = 8 kur x = 3. Rrjedhimisht,

∫ 3

1

4x(x2 − 1)3 dx =

∫ 8

0

u3 du =

(

1

2
u4

)∣

∣

∣

∣

8

0

= 2048− 0 = 2048.

Shembull 3. Gjeni syprinën e sipërfaqes së kufizuar nga lakorja y = −x2 +x+2
dhe boshti x.

x

y

−1 2

y = −x2 + x+ 2

Figura 6.4. Sipërfaqja e kufizuar nga y = −x2 + x+ 2 dhe boshti x.

Zgjidhje. Nga forma e faktorizuar e polinomit

y = −x2 + x+ 2 = −(x+ 1)(x− 2)

vërejmë se prerjet e lakores me boshtin x janë pikat (−1, 0) dhe (2, 0). Grafiku
i funksionit (fig. 6.4) tregon se sipërfaqja në fjalë ndodhet nën lakoren y =
−x2 + x+ 2, mbi boshtin x dhe shtrihet nga x = −1 deri te x = 2. Prandaj,
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S =

∫ 2

−1

(−x2 + x+ 2) dx =

(

−1

3
x3 +

1

2
x2 + 2x

)∣

∣

∣

∣

2

−1

=

(

−1

3
· 23 +

1

2
· 22 + 2 · 2

)

−
(

−1

3
· (−1)3 +

1

2
· (−1)2 + 2 · (−1)

)

=
9

2
.

Në disa probleme të caktuara duhet llogaritur syprinën e sipërfaqes ndër-
mjet dy lakoresh. Sypozojmë se f(x) dhe g(x) janë funksione jonegative dhe
se f(x) ≥ g(x) në intervalin a ≤ x ≤ b, siç është paraqitur në fig. 6.5a.

Për të gjetur syprinën e sipërfaqes S ndërmjet lakoreve nga x = a deri te
x = b zbresim syprinën e sipërfaqes S2 nën lakoren y = g(x) (figura 6.5c) nga
syprina e sipërfaqes S1 nën lakoren y = f(x) (figura 6.5b). Pra,

S =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.

Mund të tregohet se kjo formulë mbetet në fuqi edhe në rast se funksionet f
dhe g janë jo medoemos jonegative.

Shqyrtimin e mësipërm të sipërfaqes ndërmjet dy lakoreve në mënyrë të
përmbledhur e formulojmë si vijon:

Në qoftë se f(x) dhe g(x) janë funksione të vazhdueshme në intervalin
a ≤ x ≤ b dhe f(x) ≥ g(x), kurse S është syprina e sipërfaqjës së kufizuar
nga lakoret y = f(x) e y = g(x) dhe drejtëzat vertikale x = a e x = b,
atëherë

S =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.

Shembull 4. Gjeni syprinën e sipërfaqes së kufizuar nga lakoret y = x2 dhe
y = 2x.
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x

y

S

y = f(x)

y = g(x)

a b

(a) Sipërfaqja S ndërmjet lakoreve y =
f(x) dhe y = g(x)

x

y

S1

y = f(x)

y = g(x)

a b

(b) Sipërfaqja S1 nën lakoren y = f(x)

x

y

S2

y = f(x)

y = g(x)

a b

(c) Sipërfaqja S2 nën lakoren y = g(x)

Figura 6.5. S = S1 − S2
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x

y

0 2

y = x2
y = 2x

Figura 6.6. Sipërfaqja e kufizuar nga y = x2 dhe y = 2x.

Zgjidhje. Lakoret janë paraqitur grafikisht në figurën 6.6. Për të gjetur pikë-
prerjet zgjidhim barazimin e dy lakoreve njëkohësisht për të fituar

x2 = 2x

x2 − 2x = 0

x(x − 2) = 0,

d.m.th. x = 0 ose x = 2. Pikat përkatëse të prerjes janë (0, 0) dhe (2, 4).
Vërejmë se për 0 ≤ x ≤ 2 lakorja y = 2x shtrihet mbi lakoren y = x2.

Prandaj sipërfaqja e kërkuar është e kufizuar nga sipër me lakoren y = 2x dhe
nga poshtë me lakoren y = x2 dhe shtrihet nga x = 0 deri x = 2, kështu që

S =

∫ 2

0

(2x− x2) dx =

(

x2 − 1

3
x3

)∣

∣

∣

∣

2

0

=
4

3
.
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Detyra për ushtrime

1. Gjeni integralet e caktuara vijuese:

(a)
∫ 1

0
(x4 + 3x3 + 1) dx;

(b)
∫ 0

−1(−2x5 + 3x3 − 3x+ 1) dx;

(c)
∫ 5

2
(1 + t2 + 2t3 − 3x+ 1) dt;

(d)
∫ 9

1

(√
t− 4√

t

)

dt;

(e)
∫ 3

1

(

1
x2 + 1

x + 1
)

dx;

(f)
∫ ln 2

0
(et − e−t) dt;

(g)
∫ −1

−3
t+1
t3 dt;

(h)
∫ 4

0
1√

6t+1
dt;

(i)
∫ 2

1
5t

(t3+1)2 dt;

(j)
∫ 1

0
(x3 + 1)

√
x4 + 2x2 + 1 dx;

(k)
∫ e2

1
ln x2

x dx;

(l)
∫ e2

1
(ln x)2

x dx;

(m)
∫ e2

e
1
x ln x dx.

2. Vizatoni sipërfaqen S dhe gjeni syprinën e saj në qoftë se:

(a) S është trekëndëshi i kufizuar nga drejtëza y = 4− 3x dhe boshtet
koordinative.

(b) S është trekëndëshi me kulme (−4, 0), (2, 0) dhe (2, 6).

(c) S është drejtkëndëshi me kulme (1, 0), (−2, 0), (−2, 5) dhe (1, 5).

(d) S është trapezi i kufizuar nga drejtëzat y = x + 6 dhe x = 2 dhe
boshtet koordinative.
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(e) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakorja y =
√
x, drejtëzat x = 4

dhe x = 9, dhe boshti x.

(f) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakorja y = −x2 + 4x − 3 dhe
boshti x.

(g) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakorja y = ex, drejtëzat x = 0
dhe x = ln 1

2 , dhe boshti x.

(h) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakorja y = x2 − 2x dhe boshti x.

(i) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakorja y = 1
x2 dhe drejtëzat y = x

dhe y = x
8 .

(j) S është sipërfaqja e kufizuar nga lakoret y = x2−2x dhe y = −x2+4.

6.4 Zbatime të mëtejme të integralit të caktuar

në biznes dhe ekonomiks

Në pikën paraprake pamë se syprina e një sipërfaqeje mund të shprehet si
limit i një shume, e pastaj, duke zbatuar teoremën fundamentale të analizës,
të llogaritet përmes integrimit.

Por, përveç për llogaritje syprinash të sipërfaqeve, ka shumë zbatime tjera
në të cilat procesi i integrimit luan një rol të rëndësishëm. Në këtë pikë do të
përqendrohemi në zbatime të integralit në biznes dhe ekonomiks.

Intuitivisht, integrali i caktuar mund të mendohet si një proces i cili „mb-
ledh“ një numër të pafundëm pjesësh të vogla të një sasie të dhënë për të fituar
sasinë „totale“.

Japim në vazhdim hap pas hapi procedurën për zbatimin praktik të integralit
të caktuar.
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Procedurë për shfrytëzimin e integrali të caktuar në zbatime.
Për të zbatuar integralin e caktuar për modelimin e „totalitetit“ të një
sasie f(x) në një interval a ≤ x ≤ b në të cilin ajo është funksion i
vazhdueshëm, veprojmë si vijon:

1. Ndajmë intervalin a ≤ x ≤ b në n nënintervale të barabarta, të
gjatësisë ∆x = b−a

n . Për j = 1, 2, . . . , n zgjedhim një numër xj nga
nënintervali i j-të.

2. Përafrojmë pjesën e kontributit në sasinë totale e cila vjen nga
nënitervali i j-të me f(xj) ∆x. Pastaj mbledhim kontributet in-
dividuale për të përafruar sasinë totale me anë të shumës

[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)] ∆x.

3. Marrim limitin kur n→ ∞ për të kaluar nga përafrimi në vlerën e
saktë të sasisë.

4. Shfrytëzojmë faktin se

lim
n→∞

[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)] ∆x =

∫ b

a

f(x) dx

për të transformuar limitin e shumës në integral të caktuar. Pastaj
llogarisim integralin e caktuar me anë teoremës fundamentale të
analizës për të fituar totalin e kërkuar të sasisë.

Në zbatimin tonë të parë shfrytëzojmë integralin e caktuar për shqyrtuar
një rrjedhë të ardhurash e cila transferohet në mënyrë të vazhdueshme në një
konto në të cilën fiton interes gjatë një periudhe të caktuar. Sasia (ose vlera e
ardhme) e një rrjedhe të ardhurash është sasia totale (të hollat e transferuara
në konto plus interesi) e cila akumulohet në këtë mënyrë gjatë periudhës së
dhënë.

Shembulli vijues ilustron llogaritjen e sasisë së një rrjedhe të ardhurash.
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Ideja qendrore është përafrimi i rrjedhës së vazhdueshme të të ardhurave me
anë të një vargu depozitash diskrete të quajtur anuitet. Sasia e anuitetit
përafrues është shumë limiti i së cilës është sasia e rrjedhës së të ardhurave.

Shembull 1. Në një konto transferohen në mënyrë të vazhdueshme të holla
me shpejtësi konstante 1,200 C në vit. Kontoja fiton interes me përqindje
vjetore 8% dhe kpaitalizim të vazhdueshëm. Sa të holla do të ketë në konto
në fund të vitit të 2-të?

Zgjidhje. Rikujtojmë nga pika 3.4 se K euro të investuara me interes 8% dhe
kapitalizim të vazhdueshëm do të kenë vlerën Ke

8

100
t pas t vitesh.

Për të përafruar vlerën e ardhme të rrjedhës së të ardhurave ndajmë in-
tervalin kohor 2-vjeçar 0 ≤ t ≤ 2 në n nënintervale të barabarta të gjatësisë
∆t vjet dhe me tj shënojmë fillimin e nënintervalit të j-të. Atëherë, gjatë
intervalit të j-të (me gjatësi ∆t vjet) sasia e të hollave të deponuara do të jetë
e barabartë me 1200 ∆t.

Në qoftë se e tërë shuma do të ishte deponuar në fillim të nënintervalit (në
kohën tj), ajo do të qëndronte në konton 2− tj vjet, kështu që do të rritej në
(1200 ∆t)e

8

100
(2−tj) euro. Pra, vlera e ardhme e të hollave të deponuara gjatë

nënintervalit të j-të është përafërsisht

1200e0.08(2−tj) ∆t.

Vlera e ardhme e tërë rrjedhës së të ardhurave është shuma e vlerave të
ardhme të të hollave të deponuara gjatë secilit nga n nënintervalet, d.m.th.,

FV ≈
n
∑

j=1

1200e0.08(2−tj) ∆t.

(Vëreni se ky është vetëm një përafrim sepse mbështetet në supozimin se e tërë
shuma 1200 ∆t euro është deponuar në kohën tj e jo në mënyrë të vazhdueshme
gjatë tërë nënintervalit të j-të.)

Në qoftë se n rritet pafundësisht, gjatësia e secilit nëninterval i afrohet zeros
dhe përafrimi i afrohet vlerës së ardhme të saktë të rrjedhës së të ardhurave.
Prandaj,



6.4. ZBATIME TË MËTEJME NË BIZNES DHE EKONOMIKS 263

FV = lim
n→∞

n
∑

j=1

1,200e0.08(2−tj) ∆t

=

∫ 2

0

1,200e0.08(2−t) dt = 1,200e0.16

∫ 2

0

e−0.08t dt

= −1,200

0.08
e0.16(e−0.08t)

∣

∣

∣

∣

2

0

= −15,000e0.16(e−0.16 − 1)

= −15,000 + 15,000e0.16 ≈ 2,602.66.

Vlera e tashme e një rrjedhe të ardhurash të gjeneruar në mënyrë të va-
zhdueshme me shpejtësi të caktuar gjatë një periudhe të caktuar kohore është
sasia e të hollave që duhet të deponohen sot me përqindjen e dhënë të interesit
për të gjeneruar të njëjtën rrjedhë të ardhurash gjatë periudhës së njëjtë.

Llogaritja e vlerës së tashme të një rrjedhe të ardhurash është ilustruar në
shembullin vijues. Sikurse te vlera e ardhme, strategjia qëndron në përafrimin
e rrjedhës së vazhdueshme të të ardhurave me anë të një vargu pagesash
diskrete; d.m.th. të një anuiteti. Vlera e tashme e anuitetit përafrues është
një shumë, dhe duke marrë limitin e kësaj shume fitojmë integralin e caktuar
që paraqet vlerën e tashme të rrjedhës së të ardhurave.

Shembull 2. Shteti ka paraparë që ndërtimin e rrugës Prishtinë–Tiranë ta
bëjë me koncesion në shfrytëzim 10-vjeçar. Përvojat në lokacione të ngjashme
sugjerojnë se rruga do të gjenerojë profit me shpejtësi 35 milion euro në vit.
Në qoftë se përqindja e interesit gjatë 10 viteve të ardhme mbetet e fiksuar
në 8% me kapitalizim të vazhdueshëm, sa është vlera e tashme e koncesionit?

Zgjidhje. Rikujtojmë nga kapitulli paraprak se në qoftë se përqindja vjetore
e interesit është 8% me kapitalizim të vazhdueshëm, atëherë vlera e tashme e
K∞ C të pagueshme t vjet nga tani është K∞e−

8

100
t.

Për të përafruar vlerën e tashme të koncesionit ndajmë intervalin kohor
10-vjeçar 0 ≤ t ≤ 10 në n nënintervale të barabarta të gjatësisë ∆t vjet dhe
me tj shënojmë fillimin e nënintervalit të j-të. Atëherë, profiti nga nënintervali
i j-të do të është 35 ∆t milion euro. Prandaj, vlera e tashme e profitit nga
nënintervali i j-të është përafërsisht

35e−0.08tj ∆t
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milion euro, kurse vlera e tashme e koncesionit

PV ≈
n
∑

j=1

35e−0.08tj ∆t

milion euro.
Përafrimi i afrohet vlerës së saktë të tashme kur n rritet pafundësisht:

PV = lim
n→∞

n
∑

j=1

35e−0.08tj ∆t

=

∫ 10

0

35e−0.08t dt = − 35

0.08
(e−0.08t)

∣

∣

∣

∣

10

0

≈ 214.92

milion euro.

Në shumë zbatime praktike jepet shpejtësia e ndryshimit Q′(x) e një sa-
sie Q(x) dhe kërkohet llogaritja e neto ndryshimit NC = Q(b)−Q(a) të Q(x)
kur x ndryshon nga x = a deri x = b. Mirëpo, meqë Q(x) është funksion
primitiv i Q′(x), teorema fundamentale e analizës thotë se neto ndryshimi
jepet me integralin e caktuar

NC = Q(b)−Q(a) =

∫ b

a

Q′(x) dx.

Japim disa shembuj të cilët ilustrojnë llogaritjen e neto ndryshimit me anë
të integralit të caktuar.

Zbatimi vijues ka të bëjë me neto profitin (ose përfitimin) shtesë.
Supozojmë se t vjet nga tani dy plane investimi do të gjenerojnë pro-

fitet F1(t) dhe F2(t) dhe se shpejtësitë përkatëse të profitabilitetit F ′1(t) e F ′2(t)
plotësojnë kushtin F ′2(t) ≥ F ′1(t) për n vitet e para (0 ≤ t ≤ n). Atëherë,

E(t) = F2(t)− F1(t)

paraqet profitin shtesë të planit 2 mbi planin 1 në kohën t, kurse neto profiti
shtesë NE = E(n)−E(0) gjatë periudhës kohore 0 ≤ t ≤ n jepet me integralin
e caktuar

NE = E(n)− E(0) =

∫ n

0

[F ′2(t)− F ′1(t)] dt,
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t (vjet)

y (euro në vit)

NE
y = F ′

1
(t)

y = F ′
2
(t)

Figura 6.7. Neto profiti shtesë si syprinë e sipërfaqes ndërmjet dy lakoreve

që gjeometrikisht mund të interpretohet si syprinë e sipërfaqes ndërmjet lako-
reve y = F ′2(t) dhe y = F ′1(t) (shihni fig. 6.7).

Ja një shembull.

Shembull 3. Supozojmë se t vjet nga tani një investim do të gjenerojë profit
me shpejtësi F ′1(t) = 50 + t2 qind euro në vit, kurse investimi i dytë do të
gjenerojë profit me shpejtësi F ′2(t) = 200 + 5t qind euro në vit.

(a) Për sa vite shpejtësia e profitabilitetit të investimit të dytë e tejkalon atë
të të parit?

(b) Llogaritni neto profitin shtesë për periudhën kohore të përcaktuar në
pjesën (a).

Zgjidhje. (a) Shpejetësia e profitabilitetit të investimit të dytë e tejkalon atë
të investimit të parë derisa

F ′1(t) = F ′2(t)

50 + t2 = 200 + 5t

t2 − 5t− 150 = 0,
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t (vjet)

y (euro në vit)

168,750 C

y = 50 + t2

y = 200 + 5t

0
|

15

50

200

Figura 6.8. Neto profiti shtesë nga shembulli 3

prej nga marrim t = 15 (meqë e hedhim poshtë zgjidhjen t = −10).
(b) Neto profiti shtesë për periudhën 0 ≤ t ≤ 15 jepet me integralin e

caktuar:

NE =

∫ 15

0

[F ′2(t)− F ′1(t)] dt

=

∫ 15

0

[(200 + 5t)− (50 + t2)] dt =

∫ 15

0

(150 + 5t− t2) dt

=

(

150t+
5

2
t2 − 1

3
t3
)∣

∣

∣

∣

15

0

= 1687.50

qind euro, d.m.th. 168,750 C.
Interpretimi i neto profitit shtesë si syprinë e sipërfaqes ndërmjet lakoreve

të shpejtësive të profiteve të dy investimeve është dhënë në fig. 6.8.

Neto përfitimi i gjeneruar nga një makinë industriale gjatë një periudhe
kohore është ndryshimi ndërmjet të hyrave totale të gjeneruara nga makina
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dhe kostos totale të operimit dhe mirëmbajtjes të makinës. Shembulli vijues
ilustron zbatimin e integralit të caktuar për llogaritjen e neto përfitimit.

Shembull 4. Supozojmë se kur është t vite e vjetër një makinë e caktuar in-
dustriale gjeneron të hyra me shpejtësi P ′(t) = 5,000− 20t2 euro për vit dhe
se kostoja e operimit dhe mirëmbajtjes të makinës akumulohet me shpejtësi
C′(t) = 2,000 + 10t2 euro për vit.

(a) Sa vite kalojnë para se profitabiliteti i makinës të fillojë të zvogëlohet?

(b) Llogaritni neto profitin e gjeneruar nga makina gjatë periudhës kohore
të përcaktuar në pjesën (a).

Zgjidhje. (a) Profiti i gjeneruar nga makina pas t vitesh operimi është F (t) =
P (t)− C(t), kurse shpejtësia e profitabilitetit është

P ′(t) = R′(t)− C′(t) = (5,000− 20t2)− (2,000 + 10t2) = 3,000− 30t2.

Profitabiliteti fillon të bie kur

P ′(t) = 0

3,000− 30t2 = 0

t2 = 100

t = 10.

(b) Neto profitiNE gjatë periudhës kohore 0 ≤ t ≤ 10 jepet me ndryshimin
NE = P (10)− P (0), i cili mund të llogaritet me anë të integralit

NE = P (10)− P (0) =

∫ 10

0

F ′(t) dt

=

∫ 10

0

(3,000− 30t2) dt = (3,000t− 10t3)

∣

∣

∣

∣

10

0

= 20, 000.

Lakoret e shpejtësisë së të hyrave dhe shpejtësisë së kostos janë paraqitur
grafikisht në fig. 6.9. Neto përfitimi është syprina (e hijëzuar) e sipërfaqes
ndërmjet dy lakoreve.
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t (vjet)

y (euro në vit)

20,000 C

y = 2,000 + 10t2

y = 5,000 − 20t2

|

10

2,000

5,000

Figura 6.9. Neto përfitimi nga një makinë industriale

Detyra për ushtrime

1. Në një fabrikë të caktuar kostoja margjinale është 3(x−4)2 euro për njësi
kur niveli i prodhimit është x njësi. Për sa do të rritet kostoja totale e
prodhimit në qoftë se niveli i prodhimit rritet nga 6 njësi në 8 njësi?

2. Vlera e rishitjes së një makine të caktuar industriale zvogëlohet gjatë një
periudhe 10-vjeçare me shpejtësi e cila ndryshon me kohën. Kur makina
është e vjetër t vjet, shpejtësia me të cilën vlera e saj ndryshon është
220(t− 10) euro për vit. Për sa amortizohet makina gjatë vitit të dytë?

3. Promoterët e një panairi vlerësojnë se t orë pas hapjes së portave në
orën 9:00 vizitorët do të hyjnë në panair me shpejtësi −4(t+2)3 +54(t+
2)2 njerëz në orë. Sa njerëz do të hyjnë në panair ndërmjet orës 10:00
dhe mesditës?

4. Pas t orësh pune një punëtor fabrike mund të prodhojë 100te−0.1t2 njësi
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në orë. Sa njësi mund të prodhojë ndërmjet orës 10:00 dhe mesditës
punëtori i cili në punë arrin në orën 8:00?

5. Supozojmë se t vjet nga tani një plan investimi do të gjenerojë profit me
shpejtësi F ′1(t) = 100 + t2 qind euro në vit, kurse një investim tjetër do
të gjenerojë profit me shpejtësi F ′2(t) = 220 + 2t qind euro në vit.

(a) Për sa vite shpejtësia e profitabilitetit të investimit të dytë e tejkalon
atë të të parit?

(b) Llogaritni neto profitin shtesë për periudhën kohore të përcaktuar
në pjesën (a).

6. Supozojmë se kur është t vite e vjetër një makinë e caktuar industriale
gjeneron të hyra me shpejtësi R′(t) = 6025 − 8t2 euro për vit dhe se
kostoja e operimit dhe mirëmbajtjes të makinës akumulohet me shpejtësi
C′(t) = 4681 + 13t2 euro për vit.

(a) Sa vite kalojnë para se profitabiliteti i makinës të fillojë të zvogëlo-
het?

(b) Llogaritni neto profitin e gjeneruar nga makina gjatë periudhës ko-
hore të përcaktuar në pjesën (a).

7. Është vlerësuar se t javë nga tani kontributet nën ndikimin e një kam-
panjeje për ngritje fondesh do të arrijnë me shpejtësi R′(t) = 5000e−0.2t

euro në javë, përderisa shpenzimet e kampanjës pritet të akumulohen me
shpejtësi konstante 676 C në javë.

(a) Për sa javë shpejtësia e të hyrave e tejkalon shpejtësinë e kostos?

(b) Llogaritni neto përfitimin e gjeneruar nga kampanja gjatë periudhës
kohore të përcaktuar në pjesën (a).

8. Të hollat transferohen në mënyrë të vazhdueshme në një konto me shpe-
jtësi konstante 2,400 C në vit. Kontoja fiton interes me përqindje vje-
tore 6% dhe kpaitalizim të vazhdueshëm. Sa të holla do të ketë në konto
në fund të vitit të 5-të?

9. Një investim do të gjenerojë të hyra në mënyrë të vazhdueshme me shpe-
jtësi konstante 1200 C në vit gjatë 5 vjetëve. Në qoftë se përqindja e
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interesit mbetet e fiksuar në 12% me kapitalizim të vazhdueshëm, sa
është vlera e tashme e investimit?


