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Kusbtuar Petit.

»Libri" mundet vértet qé njé profesor-té-hutuar

ta béjé té hutuar.

Eshté ngushlluese té jesh né mundési

té zhytesh né persiatje té tilla akademike si shkruarja e njé libri
duke ditur se dikush tjetér

éshté duke mbajtur lidhjen me botén reale.

— J. Glenn Brookshear, Computer science (1999)







Parathenie

Ky libér ofron njé hyrje mbi ideté dhe konceptet e matematikés sé biznesit dhe
ekonomiksit si njé bazé solide pér kurset e métejme nga kéto fusha.

Audienca

Libri éshté shkruar pér studenté té cilét pérgaditen pér njé karieré biznesi ose
ekonomiksi. Eshté supozuar qé kéta studenté kané pérfunduar matematikén e
shkollés s€ mesme té larté. Qéllimi yné parésor kétu éshté té mésohen teknikat
e algjebrés lineare, matematikés finansiare dhe analizés matematike té cilat ka
shumé té ngjarét qé studentét do t’i hasin né kurset gjaté studimeve té tyre
themelore dhe né aktivitetet e tyre té mépastajme profesionale.

Organizimi i materialit

Trajtimi i materialit éshté disenjuar ashtu qé té ofrojé njé té kuptuar té qarté,
intuitiv té koncepteve themelore matematike. Megjithése asnjéheré nuk e kemi
sakrifikuar saktésiné matematike, theksi éshté véné né pérdorimin e teknikave
té shtjelluara né zbatime nga biznesi dhe ekonomiksi. Parimi udhérréfyes té
cilit i jemi pérmbajtur éshté se géllimi i mésimit té matematikés pér studentét e
biznesit dhe ekonomiksit duhet té jeté ofrimi i veglave matematike té cilat kéta
do té mund t’i shfrytézojné pér zgjidhjen e problemeve nga fushat e biznesit
dhe ekonomiksit. Késhtu, zbatime té shumta nga kéto fusha jané dhéné si
pér té motivuar nxénjen e koncepteve té reja, ashtu edhe pér té ilustruar kéto
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koncepte. Shembuj zbatimesh té tillé gjithnjé ndérthuren me materialin e
shtjelluar dhe rrjedhin paralelisht me té.

Pra, théné me pak fjalé, jemi pérpjekur qé ekspozimin ta spikasin stili i
drejtpérdrejt, orientimi nga zbatime dhe qasja nga zgjidhje problemesh.

Fokusi yné ishte gé tekstin ta organizojmé ashtu qé té jeté sa mé i afért
pér studentin. Jemi pérpjekur qé shpjegimet té jené té qarta dhe kongize, té
pércjellura me shembuj motivues pér té ndihmuar studentét ta béjné lidhjen
ndérmjet matematikés dhe botés profesionale té tyre, dhe me detyra ushtrimesh
pér té pérforcuar konceptet e nxéna dhe pér té zhvilluar aftésiné e zbatimit té
tyre né zgjidhje problemesh.

Céshtje pedagogjike

Ky tekst éshté produkt i shumé vitesh mésimdhénjeje té matematikés pér
biznes dhe ekonomiks.

Materia e shtjelluar mbulon temat matematike té cilat trajtohen né kurset
standarde té matematikés pér studenté biznesi dhe ekonomiksi. Kriteri pér
pérzgjedhjen e kétyre temave éshté zbatimi i drejtpérdrejt qé gjejné né kéto
fusha dhe pérdorimi i nocioneve té mbuluara né kurset e métejme nga kéto
fusha.

Materiali né tekstin mund té mbulohet nga njé kurs dysemestral ose té nda-
het né dy kurse njésemestrale. Gjaté organizimit té 1éndés, si térési modulare
mund té konsiderohen kapitulli 1, pastaj kapitujt 2 e 3, dhe kapitujt 4, 5 e 6.

Jemi pérpjekur qé temat t’i prezentojmé ashtu qé secila piké t’i pérgjigjet
né vija té trasha periudhés kohore té njé leksioni klasor.

Mirénjohje

Disa njeréz kané kontribuar pér kété botim. U jemi posagérisht mirénjohés
mr. Murat Sadikut dhe Sadri Aliut nga Universiteti i Evropés Juglindore né
Tetové pér asistencén e tyre né zhvillimin e kétij libri.

Déshirojmé poashtu t’i falenderojmé recenzentét dr. Fevzi Berisha dhe
dr. Ajet Ahmeti nga Universiteti i Prishtinés, té cilét kané dhéné komente




vii

dhe sugjerime té thella pér pérmirésim gjaté zhvillimit té doréshkrimit pér
kété botim.

Autorét
Prishtiné, korrik 2006
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Kapitulli 1

Elemente te algjebres
lineare

1.1 Sistemet e dy ekuacioneve

Shpesh, né aplikime té ndryshme né biznes dhe ekonomi, hasim né probleme
té cilat jané, né dukje, té pamundur pér t'u zgjidhur sepse né to figurojné
dy ose mé tepér ndryshore. Mirépo, njé zgjidhje mund té gjendet né qofté
se shkruajmé dy ose mé tepér ekuacione lineare! té pavarura nga njéri tjetri,
me poaq ndryshore, dhe i zgjidhim njérin pas tjetrit. Para se ta diskutojmé
kété problem né trajté té pérgjithshme, le té marrim né shqyrtim njé zbatim
praktik.

Njé ndérmarrés planifikon té fillojé njé biznes té prodhimit dhe shitjes sé
bicikletave. Ndérmarrési déshiron ta llogarisé pikén e rentabilitetit; kjo pérku-
fizohet si pika ku té ardhurat jané té barabarta me kostot. Me fjalé tjera, éshté
kjo pika ku ndérmarrési as nuk fiton as nuk humb té holla.

Ndérmarrési vleréson se kostoja fikse e tij (qeraja, rryma, uji, telefoni,
sigurimi, etj.) do té jeté rreth 1,000 € né muaj. Kostot tjera si materiali,

IEkuacione lineare jané ato ekuacione te té cilat té panjohurat, si¢c jané x dhe y, kané
eksponentin 1. Késhtu, ekuacioni 3z — 5y = 7 éshté linear meqé eksponentet e x dhe y jané
qé té dyja 1. Mirépo, ekuacioni 322 — 5y = 7 nuk éshté linear sepse eksponenti i « éshté 2.
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prodhimi dhe pagat njihen si kosto variabile dhe do té rriten linearisht (né
trajté drejtéze). Llogaritjet paraprake tregojné se kostoja variabile pér prod-
himin e 500 bigikletash do té jeté 9,000 € né muaj. Atéheré, kostoja totale e
prodhimit té 500 bicikletave do té jeté

kostoja totale = kostoja fikse + kostoja variabile
= 1000 + 9000 = 10, 000.

Paraqesim grafikisht koston (boshti C'), né varési nga numri i bigikletave
té prodhuara (boshti ) sikur né figurén 1.1.

C (€)

10000

|

P»(500, 10, 000)

8000 —+

6000 —+

4000

2000 +

P;(0,1000)
0 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500

x (njési)

Figura 1.1. Kostoja totale sipas numrit té bigikletave.

Né figurén 1.1 boshti x éshté abshisa dhe boshti C' éshté ordinata. Sé
bashku, kéto boshte pérbéjné njé sistem koordinativ kartezian. Drejtéza e
térhequr népér pikat P; dhe P» éshté paraqitje grafike e kostos totale té pro-
dhimit té bigikletave. Fillon né pikén P; me ordinaté 1,000 € sepse kjo paraget
koston fikse; ajo figuron ndonése nuk éshté prodhuar asnjé bicikleté. Kété piké
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e shénojmé me P; (0,1000), ku numri i paré 0, brenda kllapave, shénon vlerén
e boshtit x né kété piké, kurse numri i dyté 1000 shénon vlerén e boshtit C
né kété piké. Pér té thjeshtésuar shénimin, éshté menjanuar simboli euro.
Késhtu, themi se koordinatat e pikés P; jané (0, 1000). Ngjashém, koordinatat
e pikés P, shénohen me P5(500,10000) meqé kostoja totale e prodhimit té
500 bigikletave éshté 10,000 €.

Tani do té nxjerrim ekuacionin i cili pérshkruan kété drejtéz.

Né rastin e pérgjithshém, né qofté se kemi shénuar me x boshtin e ab-
shisés dhe me y boshtin e ordinatés (figura 1.2), njé drejtéz pérshkruhet me

ekuacionin
8

ku m éshté pjerrtésia, x abshisa, y ordinata dhe b éshté y-piképrerja e drejtézés,
d.m.th., pika ku drejtéza e pret boshtin y.

Y2 Tt

ngritja

1 x2

Figura 1.2. Drejtéza y = mx + b.

Pjerrtésia m éshté herési i ngritjes né drejtimin vertikal (boshti y) dhe
ecjes né drejtimin horizontal (boshti ), d.m.th. (shihni figurén 1.2),

- ngritja Y2
ecja Ty — X1
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T’i kthehemi sérish shembullit toné nga figura 1.1. Aty kemi C; = 1000,
C5 = 10000, 1 = 0, 2 = 500. Prandaj, pjerrtésia éshté

ngritja  Cz —Cp 10000 — 1000 9000

ecja zo—x1  500—0 500

18,

kurse mund té shohim se y-prerja éshté 1000. Prandaj, mbéshtetur né barazi-
min (1), ekuacioni i drejtézés qé paraqget koston totale éshté

C = 18z + 1000.

Shpesh éshté e pérshtatshme gé té panjohurat né njé barazim té figurojné
nga ana e majté e barazimit kurse vlerat e njohura nga ana e djathté e tij.
Atéheré, barazimi i mésipérm shkruhet né formén?

C — 18z = 1000.

Ky barazim ka dy té panjohura x dhe C, prandaj nuk ekziston njé zgjidhje
e vetme; mé saktésisht, mund té gjejmé pafundésisht shumé kombinime té x
dhe C té cilat do ta plotésojné barazimin. Edhe mé saktésisht, kéto kombinime
jane abshisat dhe ordinatat e pikave té drejtézés nga figura 1.1.

Pér ta caktuar pikén e rentabilitetit na duhet njé ekuacion i dyté, dhe até
do ta gjejmé duke shfrytézuar fakte shtesé, té cilat jané fomuluar né vazhdim.

Ndérmarrési ka pércaktuar se té ardhurat do té jené poashtu lineare dhe
se né qofté se shet 500 bigikleta me ¢mim 25 € pér copé, ai do té gjenerojé té
ardhura prej 500 - 25 = 12,500 euro. Ky fakt mund té paraqitet me njé tjetér
drejtéz e cila i éshté shtuar figurés 1.1. Rezultati éshté paraqgitur né figurén 1.3.

Drejtéza e re fillon né pikén P3(0,0) sepse nuk do té keté fare té ardhura
né qofté se nuk shitet asnjé bigikleté. Ajo kalon népér pikén Py (500,12500),
e cila paraqget kushtin se ndérmarrési do té gjenerojé 12,500 € kur té shiten
500 bigikleta.

Piképrerja e dy drejtézave paraqet pikén e rentabilitetit, dhe éshté piké-
risht kjo ajo qé kérkon ndérmarrési. Projeksioni i pikés sé rentabilitetit né
boshtin z, i paraqgitur si vijé e ndérpreré, tregon se duhet té shiten péraférsisht

2Do té supozojmé se lexuesi tanimé ka zotéruar vetité elementare té manipulimit me
veprimet themelore me shprehje né njé barazim. Prandaj, detajet e thjeshtésimit dhe
rishkruarjes sé njé barazimi po i 1émé menjané.




1.1. SISTEMET E DY EKUACIONEVE 5

C, R (€)

12000 +

10000

|

8000 —+ Té ardhurat

6000 —-

4000

P (0, 1000)
P3(0,0) 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500

|
I
2000 - |
|
|
|

|
|
I
I
I
|
|
I
I
I
Kosoja totale I
|
|
I
I
I
|
|
1

x (njési)
Figura 1.3. Prerja e grafikéve (drejtézave) té kostos totale dhe té ardhurave.

140 bigikleta pér té pasur profit zero. Poashtu, projeksioni né boshtin y tregon
se né kété piké té rentabilitetit té ardhurat e gjeneruara jané aférsisht 3,500 €.

Procedura e tillé njihet si zgjidhje grafike. Zgjidhja grafike jep vlera té
péraférta.

Tani do té vazhdojmé pér ta gjetur té ashtuquajturén zgjidhje analitike.
Kjo proceduré do té prodhojé vlera té sakta.

Si¢ u tha mé sipér, na duhet njé ekuacion i dyté. Ky fitohet nga drejtéza né
figurén 1.3 e cila paraqet té ardhurat. Pér té fituar ekuacionin e késaj drejtéze
nisemi prej ekuacionit (1), i cili pér rastin e grafikut té té ardhurave totale ka
formén

R =mx +b.

Pjerrtésia m e té ardhurave éshté

. ngritja . Ry — Ry

712,500—07ﬁ725
ecja zo—2x1  500—0 5 77
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kurse shohim se vlera e b, d.m.th., y-piképrerjes, éshté 0. Prandaj, ekuacioni i
cili pérshkruan té ardhurat éshté

R = 25z.

Pér t’i grupuar ekuacionet e kostos totale dhe té ardhurave sé bashku,
duhet gé abshisat dhe ordinatat pér té dyja drjetézat t’i shénojmé me simbole
té njéjta.

Edhe deri mé tani abshisat pér té dyja drejtézat i kemi shénuar me z.
Mirépo kemi supozuar se né rastin e drejtézés sé kostos totale fjala shkon
pér njési té prodhuara, kurse né rastin e drejtézés sé té ardhurave, pér njési
té shitura. Identifikojmé kéto dy madhési, d.m.th. supozojmé se ndérmarési
mund t& shesé téré sasiné e prodhuar té bicikletave®. Késhtu né vazhdim flasim
pér njési bigikletash (té prodhuara dhe té shitura).

Ngjashém veprojmé edhe ordinatat e dy grafikéve. Koston totale deri mé
tashti e kemi shénuar me C, kurse té ardhurat me R (né té dyja rastet njésia
matése éshté euro). Meqé ndérmarrésit i intereson sasia e prodhimit pér té
cilén kéto dy madhési do té jené té barabarta, do t’i shénojmé té dyja me té
njéjtin simbol, pér shembull, y.

Duke i gupuar sé bashku tani ekuacionet e kostos totale dhe té ardhurave,
fitojmé sistemin e ekuacioneve

y — 18z = 1000
y = 25z.

Kéto ekuacione duhet zgjidhur njéherésh té dyja. Kjo do té thoté se duhet
gjetur vlera té vetme pér x dhe y ashtu qé té plotésohen té dyja barazimet.

Njé ményré e lehté pér t’i zgjidhur kéto ekuacione éshté duke zévendésuar
té dytén né té parén. Késhtu elimonohet ndryshorja y nga ekuacioni i paré, i
cili tani merr formén

25z — 18z = 1000,
ose

7z = 1000;

3Né ekonomiks, kushtet nén té cilat e téré sasia e ofruar e mallit shitet njihen si treg ¢
balansuar.
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d.m.th.,

Tani?, pér té gjetur t& panjohurén y, zévendésojmé vlerén e gjetur té z
qofté né ekuacionin e paré, qofté né té dytin. Késhtu, duke zévendésuar, pér
shembull, né té dytin, fitojmé

1000 25000

—o5. 2 _ 220
y 7 7

Prandaj, zgjidhjet e sakta pér x dhe y jané

1000
- =,
25000

-

T

Meqé nuk nevojiten zévendésime té métejme, thjeshtésojmeé vlerat e x dhe y
duke kryer pjesétimin, pér té fituar z = @ ~ 142.86 dhe =z = @ =~
3571.40. Natyrisht, bicikletat duhet té shprehen si numra té ploté, prandaj
pika e rentabilitetit té biznesit té ndérmarrésit toné éshté 143 bicikleta, té
cilat, pas shitjes, do té sjellin té ardhura prej

y = 143 - 25 = 3575

euro.

Té rikujtojmé se pér pikén e rentabilitetit, metoda grafike na dha vlerén
e pérafért prej 140 bigikletash, té cilat do té gjeneronin té ardhura prej y =
140 - 25 = 3500 eurosh. Edhepse metoda grafike nuk éshté poaq e sakté sa
metoda analitike, ajo megjithaté na ofron ca informata paraprake, té cilat
mund té shirytézohen pér kontrollimin e zgjidhjeve té gjetura duke zbatuar
metodén analitike.

4Nuk éshté e késhillueshme té béhet pjesétimi i 1000 me 7 qé tani. Ky pjesétim do té
prodhonte njé numér me pafundésisht shumé decimale, i cili vetém mund té pérafrohet dhe,
pasi té zévendésohet pér té gjetur y, do té prodhojé edhe njé tjetér pérafrim. Zakonisht
pjesétimin e kryejmé si hap té fundit.
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Vérejtje. Sistemi i dhéné i ekuacioneve lineare u zgjidh me ané té té ashtuqu-
ajturés metodé té zévendésimit, té njohur poashtu edhe si metodé e elminimit
e Gauss-it. Né njérén nga pikat vijuese do ta diskutojmé kété metodé né mé
tepér detaje, si dhe dy metoda tjera: zgjidhjen me ané té matricés inverse dhe
zgjidhjen me rrequllén e Cramer-it.

Detyra pér ushtrime

1. Té zgjidhen sistemet vijuese té ekuacioneve lineare:

r+y=2
(a) _
3x —2y=-1
3r+2y=>5
3x—2y="7
122 — 7y =17
() _
Sx —3y="7

25z + 62y = 27500

(d) _
28z + 42y = 26900

2. Jané dhéné funksioni i kérkesés dhe ai i kostos totale té njé prodhimi:

(a) © = —2p+4000, C = 2000+ 5z;
(b) x =—=p+90, C =500+ 7z.

Gjeni ¢gmimin pér té cilin arrihet pika e rentabilitetit. (Supozoni se
kérkesa éshté e barabarté me ofertén.)

3. Vartésia ndérmjet sasisé x té kérkuar né treg té njé prodhimi dhe ¢gmimit p
té njé njésie quhet funksion i kérkesés, kurse vartésia ndérmjet sasisé x té
ofruar né treg té njé prodhimi dhe ¢mimit p té njé njésie quhet funksion
i ofertés.
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Njé treg quhet 7 balansuar né qofté se kérkesa éshté e barabarté me
ofertén.

Gjeni sasiné e prodhimit dhe ¢gmimin ashtu qé té arrihet balansi i tregut
né qofté se jané dhéné funksioni i kérkesés x = —5p + 10 dhe funksioni i
ofertés x = 2p — 7.5.

. Jané dhéné funksioni i kérkesés x = —% + 10 dhe funksioni i ofertés

z="2 75,

(a) Pércaktoni ¢gmimin e prodhimit ashtu qé té kemi ekuilibér tregu.

(b) Njehsoni sasiné e prodhimit pér té cilén tregu éshté i ekuilibruar.

. Njé ndérmarrés vleréson se kostoja fikse e biznesit té tij do té jeté 2, 500 €

né muaj dhe se kostoja variabile do té rritet linearisht. N& qofté se
kostoja variabile pér prodhimin e 1500 njésish do té jeté 22,500 € né
muaj, kurse ¢mimi i shitjes nén kushtet e tregut té ekuilibruar éshté
25 € pér njési, gjeni sasiné e prodhimit pér té cilén biznesi i tij arrin
pikén e rentabilitetit. Sa éshté kostoja totale né até piké?

. Gjeni z- dhe y piképrerjet e drejtézés 3z + 2y = 12, dhe skiconi grafikun.
. Gjeni pjerrtésiné e drejtézés x + 2y = 4.
. Gjeni ekuacionin e drejtézés e cila kalon népér pikat (3,2) dhe (—1,0).

. Kompania prodhuese MollaMax shet mollé pér 20 € pér kuti pér 10 ku-

tité e para. Porosité pér mé tepér se 10 kuti marrin zbritje prej 15% né
kutité e blera pérmbi 10. Gjeni njé shprehje pér ¢mimin e njé porosie
prej x kutishé, skiconi ¢gmimin kundrejt = dhe shfrytézoni shprehjen pér
té gjetur ¢cmimin e njé porosie prej 18 kutish.

Furra Muffin prodhon dy madhési krofnash me rrush té tharé duke pér-
dorur brum dhe rrusht té tharé té paketuar mé paré. Secila krofné e
madhe shifrytézon 15 dekagram brum (1 dekagram éshté 10 gram) dhe
6 dekagram rrush té tharé, dhe secila krofné e vogél shfrytézon 7 dek-
agram brum dhe 3 dekagram rrush té tharé. (do dité shtorja pranon
4,000 dekagram brum dhe 1,650 dekagram rrush té tharé. Sa krofna té
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médha dhe krofna té vogla duhet té pigen ¢do dité pér té pérdorur téré
brumin dhe tére rrushin e terur?

11. Njé cift i pensionuar me 140,000 € pér té investuar do té déshironte té
kishte té ardhura vjetore prej 18,000 € nga investimi i tyre. Njé investim
i sigurté sjell interes 10% né vit, kurse njé investim mé riskant sjell 15%
né vit. Sa duhet té investijné ata sipas secilés normé interesi?

1.2 Matricat dhe pércaktorét. Zgjidhja e sis-
temeve té tri ekuacioneve me metodén e
Cramer-it

Né zbatime praktike paraqgiten poashtu sisteme té tri apo mé tepér ekua-
cionesh. Né vazhdim to té marrim né shqyrtim njé shembull tjetér, i cili
pérbéhet nga tri ekuacione me tri té panjohura. Eshté tepér e réndésishme té
mbajmé né mend se, pér té€ gené e mundur qé sistemi té keté njé zgjidhje té
vetme, numri i ekuacioneve duhet té jeté i njéjté sikur numri ¢ ndryshoreve.

Shembull 1. Né njé biznes makinash automobilistike, veturat mé té popullari-
zuara jané té Tipit A, B dhe C. Meqé blerésit zakonisht béjné tregti pér ¢mimin
mé té volitshém, ¢mimi i shitjes pér secilin tip nuk éshté i njéjté. Tabela 1.1
tregon shitjet dhe té ardhurat pér njé periudhé tremujore. Paraqitni ekuacionet
pér llogaritjen e ¢mimit mesatar té shitjes pér secilin nga tipet e veturave.

Muaji | Tipi A | Tipi B | Tipi C | Té ardhurat
1 25 62 54 2,756,000 €
2 28 42 58 2,695,000 €
3 45 53 56 3,124,000 €

Tabela 1.1. Shitjet dhe té ardhurat nga veturat.

Zgjidhje. Né kété shembull, té panjohurat jané ¢mimet mesatare té shitjes pér
kéto tipe makinash. I shénojmé kéto me x pér Tipin A, y pér Tipin B dhe z
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pér Tipin C. Atéheré shitjet pér secilén nga periudhat mund té paragiten me
sistemin vijues té ekuacioneve

257 + 62y + 54z = 2,756,000
287 + 42y + 582 = 2,695,000 (1)
457 + 53y + 562 = 3,124,000.

O

Detyra joné né vazhdim do té jeté té zgjidhen kéto ekuacione njékohésisht,
d.m.th. té gjenden vlerat e té panjohurave x, y dhe z té cilat plotésojné té tre
ekuacionet njékohésisht.

Né vazhdim té késaj pike do té shqyrtojmé ca elemente té teorisé sé matri-
cave dhe njé metodé pér zgjidhjen e sistemeve té tilla té ekuacioneve lineare.
Shembullit 1 do t’i kthehemi sérish nga fundi i pikés.

Matricé quhet njé tabelé drejtkéndéshe numrash, sikur kéto té méposhtmet:

1 2 6 1 3 1
9 _3 5 ose -5 21 -3
1 -4 6

Né formé té pérgjithshme, njé matricé A shénohet me

ail a12 a1z ... Qin
a1 a22 a3 ... QA2n

A= |83 aszz2 asz ... Qa3n | (2)
Am1 Am2 am3 o Amn

Numrat a;; jané elementet (ose kufizat) e matricés, ku indeksi ¢ tregon
rreshtin dhe j tregon shtyllén né té cilén éshté i vendosur elementi a;;.

Pér njé matricé me m rreshta dhe n shtylla thuhet se éshté matricé e
rendit m X n.

Né qofté se m = n, matrica quhet matricé katrore e rendit n (ose m).
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Késhtu, pér shembull, azs paraqet elementin e pozicionuar né rreshtin e
treté dhe shtyllén e dyté; dy matricat tona té para jané té rendeve 2 X 3,
pérkatésisht 3 x 3. Mé tutje, pér njé matricé e cila ka 5 rreshta dhe 5 shtylla
themi se éshté matricé katrore e rendit 5.

Shpesh, me qéllim evitimi té shénimit té stérzgjatur té matricés A nga
ekuacioni (2), shénojmé shkurt A = [a;;].

Pér dy matrica té té njéjtit rend, d.m.th. qé kané numér té barabarté
rreshtash dhe numér té barabarté shtyllash me njéra tjetrén, pérkufizojmé
mbledhjen dhe zbritjen e tyre si vijon.

Shuma e dy matricave A = [a;;] dhe B = [b;;] té t& njéjtit rend éshté
matrica C' e rendit té njéjté sikur A dhe B, elementet e sé cilés jané té
barabarté me shumén e elementeve pérkatés té A dhe B; praC = A+B =
[Cij], ku Cij = Q45 + bij péI‘ té gjltha vlerat e i dhe _]

Ndryshimi i dy matricave A = [a;;] dhe B = [b;;] té té njéjtit rend
éshté matrica C e rendit té njéjté sikur A dhe B, elementet e sé cilés
jané té barabarté me ndryshimin e elementeve pérkatés té€ A dhe B; pra
C=A-B= [Cij]7 ku Cij = Q45 _bij péI‘ (;dO 7 ej.

Shembull 2. Llogaritni A + B dhe A — B né qofté se jané dhéné

1 2 6 3 -1 0
T ]

Zgjidhje.

A+B_{1+3 2-1 6+0}_[41 6}

2—-2 —-34+3 545 0 0 10
dhe

14 -6 0f°

_[1-3 241 6-0] _[-2 3 6
A_B_{2+2 -3-3 5—5} { }
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Si¢ pamé, matrica éshté njé tabelé numrash. Njé matrice katrore do t’i
shogérojmé njé numér té vetém, si karakteristikeé e cila ,,e pércakton matricén
— pércaktorin e saj.

Né qofté se A éshté njé matricé katrore e rendit 2, d.m.th.,
. [an a12:| ’

atéheré pércaktori (ose determinanta) i A, shénohet me det A éshté

det A = a11a22 — 124217 -

Ndonjéheré, pér pércaktorin e njé matricés A pérdorim edhe shénimin e
drejtpérdrejt®
ail  a12
az1 Q22

det A =

= 11022 — G12G21-

Skica vijuese na ndihmon pér té mbajtur né mend mé lehté ményrén e
llogaritjes sé pércaktorit té njé matrice té rendit té dyté. N&é té éshté treguar
se prodhimi i formuar sipas diagonales prej sipér majtas nga poshté djathtas
zbritet me prodhimin e formuar sipas diagonales prej sipér djathtas nga poshté
majtas.

aii a12
_X:"_
az1 a2

Shembull 3. Llogaritni det A dhe det B pér matricat

1 3 -3 1
P e s3]

5Véreni pérdorimin e vijave vertikale | - | pér pércaktoré né vend té kllapave t& mesme [-]
pér matrica.
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Zgjidhje. Sipas skemés

1 3
— +
2 4
kemi
1 3
detA—‘2 4‘—1 4-3-2=-2
Ngashém
detB=| > 1 =(=3)-(-2)-1-0=6
(§ = 0 _2— — Y

O

Né pikén vijuese do té njihemi me njé pérkufizim mé té pérgjithésuar té
pércaktorit té njé matrice katrore té rendit n, kurse tani pér tani do té mjafto-
hemi me pérkufizimin e pércaktorit té njé matrice té rendit 3.

Né qofté se A éshté njé matricé katrore e rendit 3, d.m.th.,

atéheré pércaktori i A éshté

det A = aj1a90a33 + a12a23a31 + 13021032
— 12021033 — 413022031 — A110A230A32.

Njé metodé e pérshtatshme pér té gjetur pércaktorin e njé matrice té rendit
té treté éshté té pérshkruhen dy shtyllat e para né té djathté té matricés,
dhe mbledhen prodhimet té formuara sipas diagonales prej sipér majtas nga
poshté djathtas, pastaj zbriten prodhimet té formuara sipas diagonales prej
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sipér djathtas nga poshté majtas, si¢ éshté treguar né skicén vijuese.

ai2 ais a1 a1

GAAAAM\V/
XN

a1 az2  azz A3l G32
Shembull 4. Llogaritni det A dhe det B pér matricat

1 4 7 -2 3 1
A=12 5 =8 dhe B=|1 0 -2
3 =6 9 0 -4 3

Zgjidhje. Rikujtojmé skemén nga mésipér:

\><></
/><><\

d.m.th.,
1 4 7
detA=|12 5 -8
3 -6 9

=1-5-94+4-(-8)-3+7-2-(—6)
—-7-5-3—1-(-8)-(—=6)—4-2-9=-360.
Ngjashém

-2 3 1
det B=|1 0 -2
-4 3

=(=2)-0-3+3-(=2)-041-1-(—4)
—1-0-0—(=2)-(~2)-(—4)—3-1-3=3,

O
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I kthehemi tani sérish zgjidhjes sé sistemeve té ekacioneve lineare. Marrim
né shqyrtim sistemin e tri ekuacioneve

a1 + a2y + a3z = by
(217 + a2y + a3z = by
az1x + azy + aszzz = bs.

Rregulla vijuese na mundéson gjetjen e zgjidhjeve té njé sistemi ekua-
cionesh lineare me ané té pércaktoréve.

Rregulla e Cramer-it. Té panjohurat x, y dhe z mund té gjenden nga

relacionet
dy do ds3

R e P R I

ku
@11 G12 ais
det A =|az1 a2 ao3
aszr az2 ass

éshté pércaktori i matricés A té sistemit, kurse

by a2 a3 air by a3 a1 aiz b
dy = |by a2 as|, dy=l|az1 by a23|, dz=|az ax b
b3 azz2 ass az1 bz ass az1 azz b3

jané pércaktorét té cilét formohen nga pércaktori i matricés sé sistemit
duke zévendésuar shtyllén e koeficientéve prané té panjohurés sé kérkuar
me shtyllén e vlerave by, be dhe b3 nga anét e djathta té ekuacioneve.

Rregulla e Cramer-it zbatohet edhe pér sistemet e dy ekuacioneve (shihni
detyrén 3).
Shembull 5. Zgjidhim tani sistemin (1) nga shembulli 1:

257 + 62y + 54z = 2,756,000
287 + 42y + 582 = 2,695,000




1.2. MATRICAT. PERCAKTORET. METODA E CRAMER-IT 17

452 + 53y + 56z = 3,124,000.
Zgjidhje. Kemi

25 62 54
det A= |28 42 58
45 53 56

=25-42-56+62-58-45+54-28-53
—54-42-45—25-58-53 —62-28-56 = 24,630,

kurse

2,756,000 62 54
2,605,000 42 58
3,125,000 53 56

= 2,756,000 - 42 - 56 + 62 - 58 - 3,125,000 + 54 - 2,695,000 - 53
— 5442 3,125,000 — 2,756,000 - 58 - 53 — 62 - 2,695,000 - 56
= 17,163,000,

dy

25 2,756,000 54
dy = [28 2,695,000 58
45 3,125,000 56

= 252,695,000 - 56 + 2,756,000 - 58 - 45 + 54 - 28 - 3,125,000
— 54-2,695,000 - 45 — 25 - 58 - 3,125,000 — 2,756,000 - 28 - 56
= 9,653,000

dhe

25 62 2,756,000
ds = |28 42 2,695,000
45 53 3,125,000

= 25-42-3,125,000 + 62 - 2,695,000 - 45 + 2,756,000 - 28 - 53
— 2,756,000 - 42 - 45 — 25 - 2,695,000 - 53 — 62 - 28 - 3,125,000
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Prandayj,

X

Y

z

ELEMENTE TE ALGJEBRES LINEARE

— 22.872.500.
dy 17,163,000
= G i = aiesy 2090499, 3)
dy 9,653,000
det A 24,630 ,757.61, 4)
ds 22,872,500
= = ! ’ ~ 2 .32.
detA 24630 7,859.3 ()
|

Detyra pér ushtrime

1. Pér matricat A, B, C, D té dhéna me

1
A=|-2

|

-4 -1 5)

1 3 =2

} 4
., D=2
0 -1 1 .

tregoni se a jané té mundura veprimet vijuese, dhe né qofté se po, gjeni

rezultatet.
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2. Duke operuar nga dy fabrika, Kompania pér Paisje Librash prodhon

rafte librash dhe kabinete dosjesh. Matrica A pérmbledh prodhimin e
saj pér njé javé, ku rreshti i paré paraqet numrin e rafteve dhe rreshti i
dyté numrin e kabineteve té dosjeve. Matrica B jep prodhimin pér javén

e dyté.
50 30 30 45
A= [36 44}’ B= {22 62}’
Né qofté se shtylla e paré né secilén matricé paraget prodhimin nga
fabrika 1 dhe shtylla e dyté paraget prodhimin nga fabrika 2, atéheré:
(a) Gjeni matricén e cila pérshkruan prodhimin pér dy javét e para.

(b) Gjeni matricén e cila pérshkruan rritjen e prodhimit nga java e paré
né javén e dyteé.

. Formuloni rregullén e Cramer-it pér sisteme dy ekuacionesh lineare (me

dy té panjohura).

. Té zgjidhen me metodén e Cramer-it sistemet vijuese té ekuacioneve
lineare:
r+2y=>5
(a) _
3x—2y=-1
3z 42y =19
3r—2y=11
12z — 7y =110
(c) _
8x — 3y =90

5. Té zgjidhen me metodén e Cramer-it sistemet vijuese té ekuacioneve

lineare:
201+ 320 + 23 =9
(a) 1 — 229+ 323 =06
3r1 + 22 + 223 =8
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200 — 5 — vy +3u3 =0
(b) —2’03—3’02—4’01 :8
v2+3vl—4—v3:()

. Lulishtja Te Nani shet shkurre, pemé dhe lule sezonale. Secila shkurré

kushton 20 €, secila pemé kushton 40 €dhe secila lule kushton 2 €.
Pér t'i mbjellur kéto shkurre, pemé dhe lule Te Nani faturon 10 € pér
shkurré, 10 € pér pemé dhe 1 € pér lule. Gjithashtu, Te Nani do t’i
sigurojé bimét gé mbjell pér 1 vit me ¢mim 4 € pér shkurré, 6 € pér
pemé dhe 0.20 € pér lule. Njé pronar i ri shtépie ka ndaré njé buxhet
prej 1,000 € pér blerjet, 400 € pér mbjelljen e biméve té blera dhe 150 €
pér sigurimin e biméve té bjella nga Te Nani. Sa shkurre, pemé dhe lule
duhet té blejé pronari i shtépisé pér té shfrytézuar térésisht buxhetin?

. Shitorja Pikniku pérgadit pako ushqgimesh me porosi. Njé konsumatore i

pélgen kikirikun, rrushin e tharé dhe gokolatén e copétuar, por déshiron
vetém dy pérbérés pér njé pako. Né pérzierjet kikirik-rrush i tharé ajo
pélgen dy heré mé tepér kikirik sesa rrush té tharé, né pérzierjet kikirik-
cokolaté e copétuar pélgen dy heré mé tepér ¢okolaté té copétuar sesa
kikirik dhe né pérzierjet rrush i tharé-gokolaté e copétuar ajo pélgen sasi
té barabarta té dy ushqgimeve. Ajo blen 10 gram of kikirik, 15 gram rrush
té tharé dhe 30 gram cokolaté té copétuar. Gjeni sasité e pérzierjeve té
ndryshme té cilat do t’i plotésojné kushtet e saj dhe shfrytézoni térésisht
ushqgimet té cilat i ka bleré ajo.

. Njé uziné lodrash prodhon lodra aeroplané, anije dhe vetura. Materi-

alet e pérdorura jané plastika, shirita druri dhe geliku. Secili aeroplan
shfrytézon 100 gram plastiké, 25 centimetera shirit druri dhe 200 gram
celik. Secila anije shirytézon 50 gram plastiké, 250 centimetera shirit
druri dhe 50 gram celik dhe secila veturé shfrytézon 50 gram plastiké
dhe 150 gram celik. Né qofté se uzina ka né dispozicion 10,500 gram
plastiké, 3,750 centimetera shirit druri, dhe 25,500 gram celik, sa aero-
plané, anije dhe vetura duhet prodhuar pér té shfrytézuar té téra kéto
furnizime?

. Peti, Vjollca dhe Tina investojné pér pension, duke pérdorur aksione,

obligacione dhe fonde tregjesh finansiare. Ato shfrytézojné udhérréfyesit
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vijues: Peti déshiron gjysmén e parave té saja né aksione dhe pjesén e
mbetur té ndaré né ményré té barabarté né obligacione dhe fonde tregjesh
finansiare. Vjollca déshiron t’i ndajé paraté e saja né ményré té barabarté
ndérmjet té tri letrave me vleré, dhe Tina déshiron t’i ndajé paraté e saja
né ményré té barabarté ndérmjet aksionesh dhe obligacionesh. Né qofté
se interesi vjetor né aksione éshté 9%, né obligacione 6% dhe né fonde
tregjesh finansiare 3%, sa éshté totali qé duhet investuar secila grua ashtu

qé secila prej tyre té fitojé 10,000 € nga investimi i vet?

1.3 Pércaktorét e matricave té rendeve té larta

Né vitin 1973 Profesor Wassily Leontieff fitoi Cmimin Nobel pér Ekonomi
né shenjé mirénjohjeje pér zhvillimin e metodave matematike pér studimin e
sistemeve ekonomike me ané té hyrjeve dhe daljeve. Shembulli vijues éshté njé
model hyrje-daljesh i Leontief-it, nga i cili fitohet njé sistem katér ekuacionesh

lineare me katér té panjohura.

Shembull 1. Njé korporaté pérbéhet nga 4 departamente. Produktiviteti i se-
cilit departament ndikon nevojat e punés té departamenteve tjera. Tabela 1.2
tregon sasiné e prodhimit té departamentit té i-té té nevojshme pér prodhimin
e njé njésie té departamentit té j-té, dhe sasité (té shprehura né njési pérkatése)

e produkteve finale té planifikuara pér secilin departament.

Dept. Koeficientét Prodhimi
1 2 3 4 final

1 0.1]01]02]0.1 500

2 0.2 103]03]02 100

3 0.2]01]03]0.1 200

4 0210 0 0.1 1000

Paraqitni ekua-

Tabela 1.2. Koeficientét e ndikimeve ndérmjet departamenteve

cionet pér llogaritjen e véllimeve té prodhimit té departamenteve.

Zgjidhje. Shénojmé me q1, qo, g3, g4 sasité (t&€ panjohura) e prodhimit té de-
partamentit 1, 2, 3 dhe 4. Atéheré, véllimet e prodhimit té secilit nga depar-
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tamentet mund té paraqgiten me ekuacionet vijuese:

q1 = 0.1¢1 + 0.1g2 4 0.2g3 4 0.1g4 4 500
q2 = 0.2¢1 + 0.3¢2 4+ 0.3¢3 + 0.2¢q4 + 100
g3 = 0.2¢1 + 0.1g2 + 0.3g3 + 0.1g4 + 200
gs = 0.2¢1 + 0g2 + 0g3 + 0.1g4 + 1000.

Pas grupimit té té panjohurave nga anét e majta té barazimeve, fitojmé

sistemin e ekuacioneve lineare

0.9g1 — 0.1¢g2 — 0.2¢g3 — 0.1¢g4 = 500
—0.2¢q1 + 0.7g2 — 0.3q3 — 0.2g4 = 100
—0.2¢q1 — 0.1g2 + 0.7q3 — 0.1g4 = 200
4+ 0.9q4 = 1000.

—0.2(]1

(1)

O

Detyra joné vijuese éshté zgjidhja e njé sistemi té tillé ekuacionesh lineare,
d.m.th., né shembullin toné, gjetja e vlerave té té panjohurave q1, g2, q3, qa
ashtu gé té plotésohen té katér ekuacionet.

Né rastin e pérgjithshém, metoda e Cramer-it mund té formulohet, né
ményré analoge sikur pér sistemet e tri ekuacioneve, edhe pér sistemet e katér
(ose mé tepér) ekuacionesh lineare. Si rezultat, fitohen pér t'u llogaritur pér-
caktoré matricash té rendit té katérté (ose mé tepér). Problemi géndron né
faktin se metoda e pérshkruar né pikén paraprake nuk mund té zbatohet pér
llogaritjen e pércaktorit té njé matrice té rendit meé té larté se 3. Pér té gjetur
pércaktorét e matricave té rendeve té larta, sé pari duhet llogaritur kofaktorét,

té cilét do t'i pérkufizojmé né vazhdim.

Le té jeté A njé matricé katrore e rendit n

ail  a12
az1  G22
A= |a31 a3z

ap1l  aAn2

a13
a23
a33

an3

Q1n
a2n
a3n

ann
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Né qofté se largojmé nga matrica A rreshtin e i-té€ dhe shtyllén e j-té,
pércaktori i matricés sé mbetur katore té rendit n — 1 quhet minor i
matricés A, dhe zakonisht e shénojmé me M;;.

Prodhimi o
(=1)"" My,

i minorit me parashenjén pérkatése, quhet kofaktor i elementit a;j, dhe
shénohet me a;;.

Shembull 2. Llogaritni kofaktorét e matricés

Zgjidhje. Llogarisim kofaktorét. Kemi

1 2
11 = (_1)1+1M11 = (—1)2M11 = ‘O 1‘ =1,
— 1+2 _ 3 10 2|
a1 = (—1)"" Mg = (-1)° Mo = — 0 1= 0,
1+3 4 0 1
arg = (=1)"" Mz = (=1)"Miz = | 4| =0,
2+1 3 2 -3
agy = (=1)""" Moy = (—1)° My = — o 1172
242 4 1 -3
azm = (1M = (-1)'Mn = |, ”| =1,
— 243 _ 5 12
Q23 = (_1) M23 = (_1) M23 = — 0 ol = 07
3+1 4 2 -3
Q31 = (_1) M31 = (—1) M31 = 1 9 — 7’




24 KAPITULLI 1. ELEMENTE TE ALGJEBRES LINEARE

1 -3
agze = (—1)°T2 M3y = (—1)°M3zo = — ‘0 9 ‘ = -2,
_ 343 _ 6 12
azz = (—=1)"""Mzz = (—1)°M33 = 0 1= 1.

Kalojmé tani né gjetjen e pércaktoréve té matricave té rendeve té larta.

Pércaktori i njé matrice A té rendit n (n > 1) éshté shuma e prodhimeve
té elementeve té njé rreshti ose njé shtylle me kofaktorét e veté; d.m.th.,
sipas rreshtit té i-té

a1 a2 @13 ... Qin
a1 Q2 G23 ... Q2n

det A= |31 @32 33 .- 3n| = g1 + a0 + -+ + QinQin,
anl an2 an3 oo Qpn

ose sipas shtyllés sé j-té

detA = aleélj =+ agjogj 4+ 4 anjanj-

Tani mund té llogarisim vlerén e pércaktorit té matricés nga shembulli 2.
Shembull 3. Llogaritni pércaktorin e matricés
2 -3
1 2
0 1

A:

o O =

Zgjidhje. Llogaritjen e pércaktorit mund ta béjmé sipas elementéve té cilitdo
rresht ose shtyllé. Mirépo, pér ta lehtésuar punén, zakonisht zgjedhim rreshtin
ose shtyllén e cila ka mé sé tepérmi vlera zero. Né rastin toné kjo éshté shtylla
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e paré (ose rreshti i treté). Llogarisim, pér shembull, sipas shtyllés sé paré.
Kemi

1 2 -3 L o
detA=10 1 2|=1-a;1+0 - +0-ag=1-(-1)"" =1.
0 1
00 1
O

Testoni rezultatin e fituar né shembullin e mésipérm duke gjetur pércak-
torin e matricés me ané té metodés sé mésuar né pikén 1.2.

Me metodén e re mund té llogarisim pércaktorin e njé matrice té rendit mé
té larté se 3.

Shembull 4. Llogaritni pércaktorin e matricés vijuese té rendit té katérté

N = O =
O NN
N = Ot W

w o NN o

Zgjidhje. Llogarisim, pér shembull, sipas rreshtit té treté. Kemi

01 2 3
2 0 25

detAZO 10 1=0-a31+1-a32+0-a33+1-a34
321 2

0 2 3 01 2

=1-(=1)3%2]2 2 5/4+1-(=1)*"]2 0 2

31 2 3 21

=(=1)°-104 (-1)"-12 = —22.

O

Tani jemi né gjendje té zgjidhim sistemin (1), té fituar né shembullin 1.

Shembull 5. Zgjidhni sistemin e katér ekuacioneve lineare

0.9¢1 — 0.1g> — 0.2g5 — 0.1q4 = 500
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—0.2¢1 +0.7g2 — 0.3¢3 — 0.2¢q4 = 100
—0.2¢1 — 0.1g2 + 0.7g3 — 0.1q4 = 200
—0.2q +0.9¢4 = 1000.

Zgjidhje. Sipas metodés sé Cramer-it kemi

o d _dp _d3 _dy
ql_detA’ qz_detA’ qg_detA’ Q4_detA’
ku
0.9 —-01 —-02 -0.1
-0.2 0.7 -03 -0.2
detA=| 09 01 07 -01
-02 0 0 0.9
=—-02-041+0-as2+0-043+0.9 0y
—-0.1 —-02 -0.1 09 —-0.1 -0.2
=—02-(-D)*" 07 -03 —02[+09-(-1***|-02 07 -03
—-0.1 0.7 -0.1 -0.2 —-0.1 0.7
= 0.3096,
kurse
500 —0.1 —0.2 —0.1
100 0.7 —03 —0.2
dy =

200 -0.1 07 =01
1000 0O 0 0.9

=1000-a41 +0- a2+ 0 a3+ 0.9 ayq

-0.1 —0.2 —0.1 500 —0.1 —0.2
=1000- (=1)***] 0.7 —0.3 —02[+0.9-(-=D** 100 0.7 —0.3
-0.1 07 —0.1 200 —0.1 0.7

= 326.7,
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0.9 500 —0.2 —0.1
4o —|70-2 100 —03 —0.2
271202 200 0.7 -0.1
—0.2 1000 0 0.9
=—-0.2-a41 +1000- g2 +0- 43+ 0.9 aqq
500 —0.2 —0.1 09 -02 -0.1
=-02-(-1)***{100 —0.3 -0.2[+1000-(-1)*"?|-0.2 —0.3 —0.2
200 0.7 —0.1 -0.2 0.7 -0.1
0.9 500 —0.2
+0.9-(—=1)**]-0.2 100 —0.3| = 383.5,
—0.2 200 0.7
09 —0.1 500 —0.1
do—|70-2 07 100 -0
#71-02 —0.1 200 —0.1
—02 0 1000 0.9
=—0.2-a41 +0-ago 4+ 1000 - ag3 + 0.9 - ayy
—0.1 500 —0.1 09 —01 -0.1
=-02-(-D)**] 07 100 —0.2[+1000-(-1)*"|-02 0.7 —0.2
—0.1 200 —0.1 -0.2 —-0.1 —0.1
0.9 —0.1 500
+0.9- (=)™ |-0.2 0.7 100 = 296.1
-0.2 —0.1 200
dhe
09 —0.1 —0.2 500
—0.2 0.7 —0.3 100
dy =

-0.2 —-0.1 0.7 200
-02 0 0 1000

=—0.2 -a414+0-a42+0-ay3+ 1000 - ayq

—0.1 500 500 09 —01 -02
=—02-(-1)*1|{ 0.7 100 100 +1000-(-1)*|-0.2 0.7 —0.3
—0.1 200 200 -0.2 —0.1 0.7

27
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= 416.6.
Prandaj,
0= d‘gﬁ - % ~ 1055.23,
@2 = @ = 0_2%%'9? ~ 1238.70,
g3 = dsﬁ = KO'?G ~ 956.40,
@ = ﬁ = Saupg ~ 131561,

Pérfundimisht, meqé né zbatimin toné q1, q2, q3, g4 paragesin sasi prodhimi té
shprehur né njésité pérkatése, kemi

¢ ~ 1055, qo~ 1239, ¢35~ 956, qu~ 1346.

Detyra pér ushtrime

1. Llogaritni kofaktorét e matricave

(a) A= B ﬂ;

1 2 -3
(b) B = 4 2
-1 2 -6
(2 -1 0 -3
1 1 0 -1
©C=14 o 3 _a|s
-3 0 0 1
(3 5 1 0
2 1 4 5
D=7 74 9
-3 5 1 1
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. Llogaritni pércaktorét e matricave A, B, C', D nga detyra 1.

. Té zgjidhet sistemi vijues i katér ekuacionesh lineare

—x1 + 229 — 3x3 + 5xy = 14
T1+3rs+2x3— x4 =9
3r1 — 3x9 + 223 + 44 = 19
4x1 4+ 229 + dxg + x4 = 27.

. Njé biznes makinash automobilistike, shet vetura té Tipit A, B, C dhe D.
Pér shkak té negociatave me blerésit pér ¢gmimin mé té volitshém, ¢cmimi i
shitjes pér secilin tip nuk éshté i njéjté. Tabela vijuese tregon shitjet dhe
té ardhurat pér njé periudhé katérmujore. Llogaritni ¢gmimin mesatar té
shitjes pér secilin nga tipet e veturave.

Muaji | Tipi A | Tipi B | Tipi C | Tipi D | Té ardhurat
1 25 60 50 10 3,235,000 €
2 28 42 58 13 2,870,000 €
3 45 53 56 15 3,420,000 €
4 45 50 50 15 3,235,000 €

. Shqgyrtojmé modelin hyrje-dalje té€ Leontief-it pér njé ekonomi me dy
mallra, celik dhe théngjill. Supozojmé se 0.1 njési geliku dhe 2 njési
théngjilli kérkohen pér té prodhuar 1 njési geliku, dhe 0.3 njési geliku
kérkohen pér té prodhuar 1 njési théngjilli. Supzojmé poashtu se kérkesa
e jashtme pér mallrat éshté 12 njési geliku dhe 3 njési théngjilli. Gjeni
skemén e prodhimit e cila plotéson kété kérkesé.

. Supozoni se njé ekonomi ka tri mallra — ¢imento, rrymé elektrike dhe
celik. Tabela vijuese tregon sasité e mallrave té pérdorura pér té prod-
huar njé njési té secilit mall dhe sasité e prodhimeve finale. Llogaritni
véllimet e prodhimit pér secilin departament.

. Njé korporaté pérbéhet nga 4 departamente. Produktiviteti i secilit de-
partament ndikon nevojat e punés té departamenteve tjera sipas tabelés




30 KAPITULLI 1. ELEMENTE TE ALGJEBRES LINEARE

Malli Koeficientét Prodhimi
Cimento | Rrymé elektrike | Celik final

Cimento 0.2 0.6 0.2 30
Rrymeé elektrike 0 0.1 0.4 20
Celik 0.6 0 0.3 40

vijuese, e cila tregon sasiné e prodhimit té departamentit té i-té té nevoj-
shme pér prodhimin e njé njésie té departamentit té j-té, dhe sasité (té
shprehura né njési pérkatése) e produkteve finale té planifikuara pér se-
cilin departament. Llogaritni véllimet e prodhimeve té departamenteve.

Dept. Koeficientét Prodhimi
1 2 3 4 final

1 0.6 | 0.002 | 0 0 1000

2 0.1 0.2 0 0.005 1000

3 0 0.1 0310 1000

4 0.2 0.3 04| 0.6 1000

8. Vértetoni se pérkufizimi i pércaktorit té njé matrice katrore té rendit n, i
dhéné né kété piké, pér n = 2 éshté i njéjti me pérkufizimin e pércaktorit
té njé matrice katrore té rendit 2 té dhéné né pikén 1.2.

9. Vértetoni se pérkufizimi i pércaktorit t€é njé matrice katrore té rendit n, i
dhéné né kété piké, pér n = 3 éshté i njéjti me pérkufizimin e pércaktorit
té njé matrice katrore té rendit 3 té dhéné né pikén 1.2.

1.4 Shumeézimi i matricave. Matrica inverse

Me ané té metodés sé Cramer-it, duke zbérthyer pércaktorét sipas njé rreshti
ose njé shtylle, parimisht, mund té zgjidhim sisteme ekuacionesh lineare me
¢farédo numri té panjohurash. Mirépo, né rastin e pérgjithshém, pér té zgjid-
hur njé sistem prej 5 ekuacionesh me 5 té panjohura duhet llogaritur 5 pér-
caktoré té rendit 4, e pér llogaritjen e secilit prej tyre duhet llogaritur nga
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4 pércaktoré té rendit 3; d.m.th., gjithsej 20 pércaktoré té rendit 3. Puna
véshtirésohet edhe mé né rastet e sistemeve me mé tepér té panjohura.
Metoda vijuese na mundéson té zgjidhim njé sistem ekuacionesh lineare
duke eliminuar njérén pas tjetrés té panjohurat né ekuacionet e sistemit, pér
ta transformuar késhtu né njé sistem ekuivalent i cili éshté mé i lehté pér t’'u
zgjidhur.
Pérshkruajmé kété metodé me njé shembull.

Shembull 1. Zgjidhni sistemin

T1+ To +3z,= 4
201+ X0 — T3+ T4 =

3x1— X2 — T3+ 2x4=-3
—x1+ 220+ 3x3 — x4 = 4

Zgjidhje. Pérshkruajmé ekuacionin e paré, shumézojmé ekuacionin e paré me 2
dhe e zbresim nga i dyti, pastaj shumézojmé té parin me 3 dhe e zbresim nga
i treti dhe, né fund, i mbledhim té parin ekuacionit té katérté. Si rezultat,
fitojmeé sistemin ekuivalent

T+ T9 +3z4,= 4
—x9 — T3 —O5r4 = —7

—4x9 — x3 —Try = —15

3ro +3x3 +2x4 = 8.

Né sistemin e ri, me géllim eliminim té ndryshores x2 nga ekuacioni i treté
dhe ai i katérté, shumézojmé ekuacionin e dyté me 4 dhe ia zbresim té tretit,
pastaj shumézojmé ekuacionin e dyté me 3 dhe ia mbledhim té katértit, pér
té fituar

T+ o + 3z4= 4
—x9— x3— bry= -7
+3x3+ 1324 = 13

—13x4 = —13.
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Sistemin e fundit mund ta zgjidhim duke gjetur sé pari vlerén pér x, nga
ekuacioni i fundit

—13
= — = 1’

-13
pastaj vlerén e fituar e zévendésojmé né ekuacionin e parafundit pér té gje-
tur x3

T4

3$3 =13 — 13%4,

ose 1
1= 5(13-13-1) =0,

dhe késhtu me rradhé deri tek ekuacioni i paré:

xo=—(—T4+5bxs+23)=—(-74+5-140) =2,
1 :4—3$4—$2:4—3—2:—1.

O

Metoda e tillé e zgjidhjes sé sistemeve té ekuacioneve lineare quhet metoda
e eleiminimit e Gauss-it.

Edhe mé lehté, pa i shénuar fare ndryshoret e ekuacioneve, metodén do té
mund ta zbatonim duke e aplikuar né matricén e zgjeruar té sistemit, e cila
pérbéhet nga matrica e koeficientéve té sistemit, té cilés i pérshkruhet nga e
djathta shtylla e liré. Pastaj veprimet kryhen mbi elementét e késaj matrice.

Pérkujtojmé se né pikén 1.2 kemi pérkufizuar mbledhjen dhe zbritjen e dy
matricave. Pérkufizojmé né vazhdim dy veprime té reja me matrica: shuméz-
imin e matricés me skalar (numér) dhe shumézimin e dy matricave.

Né qofté se k éshté njé numér (ose, skalar), atéheré prodhimi skalar i
skalarit k£ me njé matricé A éshté matrica B e rendit té njéjté sikur A,

elementet e sé cilés jané té barabarté me prodhimin e elementéve pérkatés
té A me k; pra, B = kA = [b;], ku by = k - a;;.
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Shembull 2. Shumézoni skalarisht matricén

me numrin 5.

Zgjidhje.

k:A_5.{_1 2]_[5(_1) 5.2]

5-3  5-(—4) [155 —130}

Pérkufizojmé né vazhdim prodhimin matricor, ose, shkurt, prodhimin, e njé
matrice A me njé matricé B. Pér kété, éshté e nevojshme qé numri i shtyllave
té matricés A té jeté i barabarté me numrin e rreshtave té matricés B. Késhtu,
né qofté se matrica A éshté e rendit m x p, kurse matrica B e rendit p X n,
atéheré prodhimi A - B do té jeté matricé e rendit m x n (shihni skemén e
méposhtme).

Tregon se A mund té shumézohet me B

mXxp pXn

Tregon dimensionin e prodhimit A - B
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njé shtylle té B; pra, C = AB = [¢;4], ku

cij = ajibij + azoboj + - - + aipby; E @ik

Né qofté se A éshté njé matricé e rendit m x p dhe B éshté njé matricé
e rendit p x n, atéheré prodhimi matricor i matricés A me B éshté ma-
trica C' e rendit m x n, elementet e sé cilés jané té barabarta me shumén
e prodhimeve té elementeve té njé rreshti t& A me elementet pérkatése té

Shembull 3. Le té jené

2 1 -1 1 -1 1
A=13 1 2|, B=|2 -1 2],
0 —2 -3 3.0 -3
1
C=[2 3 4, D=|-1
2

Llogaritni prodhimet AB, AD, CD, DC.

Zgjidhje. Meqé dimensionet e matricave A e B jané 3 x 3 dhe 3 x 3, atéheré
éshté i mundur prodhimi AB, dhe rezultati do té jeté sérish njé matricé 3 x 3:

2 1 -1 1 -1
AB= 1|3 1 2|-|2 -1
0 -2 =3| [3 0
2-1+1-24+(-1)-3 1) +(
3-1+1-2+2-3 ( )+1 ( 1)+2-0
0-1+(=2)-24+(=3)-3 0-(=1)+(-2)-(-1)+

[\DC}O[\J}—‘

2-1+1-24(-1)-3
3-1+1-2+2-3
0-1+(-2)-24(-3)-3
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1 -3 1
=11 -4 11
-13 2 -13

Me tutje, meqé dimensionet e A e D jané, pérkatésisht, 3 x 3 e 3 x 1, prodhimi
AD do té jeté matricé e rendit 3 x 1:

2 1 -1 1
AD= 13 1 2 (-1-1
0 -2 -3 2

2. 141-(=1)+ (- 1) ~1
=] 3-14+1-(-)+2-2 |=16
0-1+(=2)-(-1)+(-3)-2 —4

Ngjashém, C'D éshté matricé e rendit 1 x 1,

1
CD=1[2 3 4] -|-1|=[2-14+3-(-1)+4-2] =[7].
2

Nga ana tjetér, DC éshté njé matricé e rendit 3 x 3,

1
DC=|-1]-[2 3 4]
2
1-2 1-3 1-4 2 3 4
=|(-1)-2 (-1)-3 (-1)-4| =|-2 -3 -4
2.2 2.3 2.4 4 6 8

Vérejmé né shembullin e mésipérm se CD # DC, qé d.m.th. se shumé-
zimi matricor nuk e gézon vetiné e ndérrimit. Por, mund té vértetohet se
gézon vetiné e shogérimit, d.m.th., né qofté se pér tri matrica A, B, C éshté i
mundur prodhimi (A- B)-C, atéheré éshté i mundur edhe prodhimi A-(B-C),
dhe

(A-B)-C=A-(B-C).
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Pjesétimi i njé matrice me njé tjetér nuk pérkufizohet. Por, ekziston njé
veprim i ngjashém, i cili pérkufizohet me ané té matricés inverse té njé matrice.
Sé pari japim kuptimin e matricés identike.

Matricé identike I éshté njé matricé katrore e cila i ka té gjitha elementet
e diagonales té barabarté me 1, kurse té gjithé elementet tjeré té barabarté
me 0.

Pér shembull, matricat identike té rendeve 2 x 2, 3 x 3 dhe 4 x 4 jané

X
10 00
va P09 fotoo
0 1|’ 00 1 ’ 0 01 0
0 0 01
Shembull 4. Gjeni prodhimin e njé matrice katrore té rendit 2

= [au alQ]

a1 a2
me matricén identike I té rendit 2 x 2. Gjeni pastaj prodhimit I A.

Zgjidhje. Kemi

AT — |01 a1z) L 0] _Jan-1+4a2-0 ann-0+az-1
a21 a22 0 1 a21'1+a22'0 a21'0+a22'1

Poashtu,
TA— L 0 jan a2 _ |1-a11+0-a21 1-a12+0-a2
0 1 a1 G2 0-ai1+1-a21 O0-ai2+1 a0
_ ailr a2 —A
a21 Aa22 '
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Mund té vértetohet (shhni detyrén 12) se pér ¢do matricé A dhe matricé
identike I pér té cilén ekziston prodhimi Al ose I A vlen

Al =A and TA=A.

Pér matricé katrore A té rendit n themi se éshté josingulare né qofté se
det A # 0.

Né qofté se A éshté njé matricé josingulare, atéheré matrica inverse e A,
e shénojmé me A~!, quhet matrica e tillé gé

A AP =A"1 A=1T

Por, shtrohet pyetja, si gjendet matrica inverse A~' e njé matrice josingu-
lare A7 Pérgjegjjen e jep pohimi vijues.

Né qofté se A éshté njé matricé josingulare, atéheré matrica e saj in-

verse A~! éshté
1 1

~ detA
ku adj A éshté matrica e adjonguar e matricés A, e cila pérbéhét nga
kofaktorét sipas rreshtave té elementéve té A té rradhitur sipas shtyllave:

-adj A,

Q11 Q21 Q@31 ... Qpl
Q2 Q2 Q@32 ... Qp2
adjA = |®13 @23 Q33 ... Qn3

Qlp  Q2p  A3p ceo Qpp
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Pra, vérejmé se kofaktorét e elementeve té rreshtit i-té té A jané elementét
e shtyllés sé i-té té adj A.

Shembull 5. Gjeni matricén inverse té matricés
1 2 -3

A=1|0 1 2

0 0 1

Zgjidhje. Né shembullin 2 kemi llogaritur kofaktorét e matricés A:

a1 =1, ann=-2, as =T,
a2 =0, ax=1, azx=-2
a3 =0, ax3=0, ag=1
Prandaj )
1 -2 7
adjA= |0 1 -2
0 O 1

Né shembullin 3 kemi llogaritur, poashtu, se det A = 1. Késhtu,

1 Lt -2 o7 1 -2 7
A‘1:ﬂ~ade:I- 0 1 -—2({=(0 1 =2
et 0 0 1 0 0 1

Shqgyrtojmé, né fund, edhe njé ményré té paraqitjes sé njé sistemi ekua-
cionesh lineare (trajtén matricore), dhe njé zgjidhjen e sistemit me ané té
matricés inverse.

Véjmé, si zakonisht,

a1 @12 a3 ... Qip
G21 Q22 Q23 ... Q2p
A= |a31 az2 a3z ... azn

Gp1  Ap2 Gp3 ... dpn
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si dhe
X1 bl

X = |3 B= |bs

Vérejmé barazimin (matricor)
AX = B. (1)

Duke e zhvilluar sipas elementéve té rreshteve té matricés A dhe shtyllés X,
fitojmé

a1121 + a12%2 + a1373 + - - + A1y by
a21%1 + a22%2 + a2373 + - - + A2pTp ba
a3171 + a3aT2 + a33r3 + - -+ a3pTy | — | b3

b
(n1T1 + Gn2T2 + Ap3T3 + +* * + AnpTp bn

d.m.th.

a1121 + a12%2 + a1373 + -+ + a1pTy = by
a21%1 + a22%2 + a373 + - -+ + A2pTy = b

a3121 + asaTz + az3T3 + - + azpTy = b3 (2)

n1%1 + Ap2T2 + Ap3T3 + -+ + QppTp = by,

qé pikérisht paraqet trajtén e pérgjithshme té njé sistemi n ekuacionesh lineare
me n té panjohura.
Vérejmé se

)

éshté zgjidhja e ekuacionit (1).
Vértet,
AX = A(A7'B) = (AA")YB=1IB = B.
Késhtu, ekuacioni (3) na jep zgjidhjet e sistemit té ekuacioneve lineare (2)
me ané t& matricés inverse A~! t& matricés A té koeficientéve té sistemit.
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Shembull 6. Zgjidhni sistemin

x1 + 2209 — 313 = —3
To + 223 =

I3 =
Zgjidhje. Matrica e koeficientéve té sistemit éshté

-3
2

1
A=10
0 1

S =N

Prandaj sistemi yné mund té shkruhet né formén matricore

1 2 -3 1 -3
0 0 1 I3 2

Né shembullin 5 kemi gjetur matricén inverse

1 -2 7
At =10 1 -2
0 0 1
Prandayj, sipas formulés (3),
1 -2 7 -3 1
X=A'B=1|0 1 =2 51 =11]:
0 0 1 2 2

d.m.th.,
Ilzl, IQZL $3:2.

O

Zgjidhja me ané té matricés inverse e sistemit té ekuacioneve lineare, edhe
pse né dukje té paré e thjeshté, ka mé tepér vleré teorike sesa praktike; kjo
pér arsye se llogaritja e matricés inverse kérkon kryerjen e njé numri té madh
veprimesh, dhe si e tillé éshté e papérshtatshme pér t’u zbatuar né praktikeé.
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Detyra pér ushtrime
1. Pér matricat A, B, C, D té dhéna me

1 -4 -1 5) 3
A=1-2 0 3 1

1
1 3 -2
O‘{o -1 1]’ D_f X

tregoni se a jané t& mundura veprimet vijuese, dhe né qofté se po, gjeni
rezultatin.
(a) AB;
(b) AC;
(c) BD;
(d) CD;
(e) BA;
(f) C4;
(g) DA.

—

2. Té zgjidhet sistemi
201+ a9 — 23+ 24 — 325 =9
1 +2x3 — x4 +25 =3
—2562 — T3+ Ty — Ty = —6
3I1+I2—4I3+5.§C5 =0

T4 — X9 — X3 —Tg+x5 =—3

3. Té zgjidhet sistemi
4561 — X2 + Tr3 = 8
2x1 4+ dxo + 223 =3
X + 2172 —|—4£C3 = 11
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(a) me metodén e eliminimit té Gauss-it;
(b) me metodén e Cramer-it;

(¢) me metodén e matricés inverse.

4. Njé biznismen i vogél alokon kohén e tij ndérmjet shitjesh (si klientéve té

vjetér ashtu atyre té rinjé), menagjimit té zyrés dhe planifikimit afatg-
jaté. Ai vendos se gjysmém e kohés sé tij duhet t’ua pérkushtojé shitjeve
dhe até dy heré mé tepér kohé klientéve té vjetér sesa klientéve té rinjé.
Gjithashtu, ai vendos t’i pérkushtojé dy heré mé tepér kohé klientéve té
rinjé sesa planifikimit afatgjaté. Supozoni se ai punon 40 oré né javé. Si
duhet ta alokojé kohén e tij biznismeni ashtu qé té arrijé géllimet e veta?

. Supozoni se ¢mimet e blerjes dhe kostot e transposrtit (pér njési) pér

drurin, pjesét anésore dhe kulmin té pérdorura né ndértimtari jané dhéné
me tabelén vijuese.

Druri Anésoret Kulmi
Blejra 6 4 2
Transporti 1 1 0.5

Shkruani matricén e cila paraget ¢mimin pér njési. Né qofté se furnizuesi
deklaron njé rritje prej 10% si pér blerje ashtu edhe pér transport té
kétyre mallrave, gjeni shprehjen pér matricén e re té kostos pér njési.
Gjeni matricén e re té kostos?

. Njé agjenci siguracionesh regjistron shitjet e kryera nga secili agjent né

njé pano té madhe. Agjencia ka njé staf shités peséanétarésh, dhe ofron
siguracion jete, siguracion veture dhe siguracion shtépie. Panoja mund
té organizohet si¢ éshté treguar né tabelén vijuese.

Tipi i policés | Alisa Mjellma Fisniku Dardani Helena

Jete 8 10 6 3 5
Veture 3 4 12 12 10
Shtépie 7 6 3 2 8
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Té dhénat né tabelén jané pér muajin janar. Né qofté se pajtohemi té
mbajmé mend domethénien e fushés né secilén pozité, atéheré shifrat e
shitjes pér janar mund té paraqgiten me ané té njé matrice 3 x 5

8 10 6 3 5
A=13 4 12 12 10
7 6 3 2 8
Matrica pérkatése pér shkurt éshté
4 6 5 6 4
B=1|5 2 2 6 8
6 8 5 2 6

(a) Gjeni matricén e cila paraget shitjet e kombinuara pér janar dhe
shkurt.

(b) Né qofté se menagjeri i shitjes planifikon pér mars pér secilin shités
té realizojé dyfishin e shkurit pér secilin tip police, gjeni matricén
qé paraqet pikésynimin.

. Né situatén e pérshkruar né detyrén 6, pér kuartalin gershor deri gusht

éshté planifikuar qé shitjet té jené té barabarta me shumén e shitjeve né
janar dhe dyfishin e tyre né shkurt. Gjeni matricén e cila paraqet shitjen
e planifikuar.

Né situatén e pérshkruar né detyrén 6, 1,000 € pér njé policé jete, 600 €
pér njé policé veture, dhe 500 € pér njé policé shtépie. Gjeni matricat C'
dhe D qé paraqesin té ardhurat e gjeneruara nga secili shités pér secilin
tip police né janar dhe shkurt. Gjeni matricén P té tillé q¢ C = PA dhe
D = PB.

Né situatén e pérshkruar né detyrén 8, supozoni se éshté planifikuar qé
té ardhurat né mars té jené 10% mé té larta sesa ato né shkurt. Gjeni
matricén e cila paraqet té ardhurat e rritura.

NEé situatén e pérshkruar né detyrén 8, supozoni se menagjeri i shitjeve
ka planifikuar té ardhurat né mars krahasuar me ato né shkurt té rriten
pér 10% pér té ardhurat nga té gjitha tipet e policave pér Alisén, dhe
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15% rritje té ardhurash nga té gjitha tipet e plicave pér Dardanin. Gjeni
matricén R ashtu qé matrica e té ardhurave pér mars té jeté £ = DR.

Cila éshté matrica katrore D = [d;;] e rendit n me vetiné

dijzl pérz’:j

dhe
dij =0 péI‘ ) 75_]7

Tregoni se pér ¢do matricé katrore té rendit n

a1 a1z 013
a1 Q22 023
A= |@31 a32 ass

Gp1l  Ap2 Gp3

vlen

Al =TA = A,

ku I éshté matrica identike e rendit n x n.

Q1n
a2n
a3n

ann




Kapitulli 2

Vargjet dhe serite

2.1 Vargjet dhe limitet e vargjeve

Si¢ do té bindemi né kapitujt vijues, analiza matematike éshté njé degé tejet
e fugishme e matematikés me diapazon té gjeré zbatimesh. Ajo qé e bén té
fugishme analizén matematike dhe e dallon nga algjebra éshté nocioni i limitit,
dhe qéllimi i késaj pike éshté té ofrojé njé hyrje né kété nocion té réndésishém.
Qasja joné do té jeté intuitive mé tepér sesa formale. Ideté e skicuara kétu for-
mojné bazat pér njé zhvillim mé rigoroz té ligjeve dhe procedurave té analizés
matematike dhe géndrojné mu né zemrén e shumé nga matematika bashkéko-
hore.

Né kété kapitull do té merremi me procesin limit té njé vargu, kurse qé né
kapitullin vijues kété nocion do ta zgjerojmé edhe pér funksione.

Nocioni i vargut éshté pérgjithésim i matricés njérreshtéshe nga kapitulli
paraprak. Késhtu, matricén [a1,as2,as,...,ap] me dimensione 1 x p do ta
quajmé varg té fundmé.

Kur flasim pér vargje, zakonisht, i [émé menjané kllapat e matricés, késhtu
@é njé varg té fundmé réndom e shénojmé né formén

ai,a2,as,...,dp,
ose, edhe me shkurt, {a,}?_,.

45
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Vérejmé se né qofté se kemi njé varg té fundmé {a, }"_,, atéheré ¢do numri

té ploté n nga intervali 1 < n < p i éshté shogéruar njé numér real a,,. Tabela
vijuese ilustron kété shogérim.

n 123 |»p

|12
an||a1|a2|a3|...|ap

Tani, né qofté se numrin n nuk e kufizojmé nga sipér me p; d.m.th., ¢farédo
numri té ploté n > 1 (pra, numri natyror) i shogérohet njé numér real a,,
atéheré fitohet varg ¢ pafundmé (ose, shkurt, varg). Shogérimi i tilleé éshté
ilustruar me tabelén vijuese.

nl1 23 ... |n]..
an||a1|a2|a3|...|an|...

Njé varg i pafundmé zakonisht shénohet né formén
a1,02,03,...,0p, ...

Né matematiké pérdoret simboli oo (lexoni: ,infinit*) pér té paraqitur njé
madhési e cila zmadhohet pértej ¢cdo kufiri t& fundmé. Eshté me réndési té
mbajmé mend se co kurré nuk paraget njé numér.

Késhtu, né trajté té shkurtuar, njé varg numerik e paragesim né formén
{an}22, e cila tregon se n mund té rritet pafundésisht. Ndonjéheré, madje,
njé varg e shénojmé, thjesht, duke véné elementin e pérgjithshém té tij a.,.

Shembull 1. (a) Né qofté se rregulla e shoqérimit té n me a,, éshté a,, = %,
atéheré a1 = % =1, ay = %, ag = %, ..., késhtu gé vargu i fituar si
rezultat éshté

11 1
L=, =
72737 7n’
(b) Né qofté se a, = 7, atéheré vargu i fituar éshté
123 n
ALV LR iear LR

(c) N& qofté se a, = (—1)" 5=, atéheré vargu i fituar éshté

1 1

11
o (D)
2747 67 7( ) 2”7
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Né vazhdim marrim né shqyrtim procesin limit té njé vargu. E théné né vija
té trasha, ky proces limit ka té béjé me ekzaminimin e sjelljes sé njé vargu a,,
kur n rritet pafundésisht. Késhtu ekonomistét té cilét flasin pér profitin vjetor
afatgjaté kané, né fakt, t&€ béjné me sjellje limite.

Pér té ilustruar konceptin e limitit, supozojmeé se déshirojmé té dijmé ¢faré
ndodh me vargun a,, = % kur n rritet pafundésisht. Njé ndjené pér situatén
mund ta pérfitojmé né qofté se llogarisim vlerat e a,, duke shfrytézuar vlera
té n té cilat shkojné githnjé duke u rritur. Tabela vijuese pérmbledh sjelljen
e a, kur n rritet pafundésisht.

n || 10 | 100 | 200 | 500 | 1000 | 10000
a || 0.1 | 0.01 | 0.005 | 0.002 | 0.001 | 0.0001

Vlerat e elementeve té vargut nga kjo tabelé sugjerojné se a,, i afrohet num-
rit 0 kur numri n rritet pafundésisht. Né matematikeé sjellja e tillé pérshkruhet
duke théné ,limiti i a,, kur n tenton nga oo éshté 0“ dhe shkurt shénohet

lim a, = 0.
n—oo

Né ményré mé té pérgjithshme, limiti i a,, kur n rritet pafundésisht mund
té pérkufizohet joformalisht si vijon.

Limiti i njé vargu. N& qofté se a,, i afrohet gjithmoné mé afér numrit L
kur n rritet pafundésisht, atéheré L éshté limit i a,, kur n tenton nga co.
Sjellja e tillé shprehet duke shénuar

lim a,, = L.
n—oo

Gjeometrikisht, shprehja pér limitin lim a,, = L ka domethénien se pi-

n—oo

kat a, i afrohen né boshtin numerik pikés L kur n rritet pafundésisht. Fi-

gura 2.1 ilustron faktin
1

lim — =0,
n—oo N

té shqyrtuar mé paré.
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o

g~ ¢
N}

S~ ¢
=

s~ ¢
ull~ @
Wi~ @
[N ]
N ]

Figura 2.1. Interpretimi i gjeometrik i shprehjes lim % =0.

Eshté me réndési té kuptohet se limiti pérshkruan sjelljen e vargut kur n
tenton nga oo, e jo né veté co. Si¢ pérmendém edhe mé paré, oo nuk éshté
numeér dhe n nuk mund té béhet i barabarté me co.

Limitet u nénshtrohen rregullave té caktuara algjebrike, té cilat mund té
shfrytézohen gjaté llogaritjeve. Kéto rregulla, té cilat duken té besueshme né
bazé té pérkufizimit toné joformal té limitit, vértetohen formalisht né kurse mé
teorike té matematikés. Ato jané té réndésishme sepse thjeshtésojné llogaritjen

e limiteve.

Vetité algjebrike té limiteve. Né qofté se ekzistojné lim a, dhe

n—oo

lim b, atéheré

n—oo

lim (ap, + b,) = lim a, + lim b,,

n—oo n—oo n—0oo
lim (a, — b,) = lim a, — lim b,,
n—oo n—oo n—oo
lim (ka,) =k lim a, pér ¢do konstanté k,
n—oo n—oo

lim (apb,) = ( lim an)( lim bn),

n—oo
a lim a,
. n . . .
lim — === né qofté se lim b, # 0,
n—oo b, lim b, n—oo
n—oo
. . P . . . .
lim af, = ( lim a,)” né qofté se ekziston lim a?.
n—oo n—oo n—oo

D.m.th., limiti i njé shume, ndryshimi, prodhimi, herési ose fuqgie éshté
shuma, ndryshimi, prodhimi, herési ose fugia e limiteve té veganta,
pérderisa té gjitha shprehjet jané té definuara.
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Dy vetité vijuese kané té béjné me limitet e dy vargjeve elementare, dhe
mund té shfrytézohen pér gjetjen e limiteve té vargjeve tjera.

Pér ¢do konstanté k,

lim k=% dhe lim n = oo.

n—oo n—oo

D.m.th., limiti i njé konstante éshté veté konstanta, dhe limiti i a,, = n
kur n tenton né oo éshté oco.

Dy vetité e fundit mund té arsyetohen lehté. Gjeometrikisht, té gjithé ele-
mentet e vargut konstant a,, = k pérputhen né boshtin numerik me pikén k,
prandaj lim & = k. Nga ana tjetér, lim n = oo thoté se kur n rritet pa-

n—oo n—oo
fundésisht edhe vlerat e elementéve té vargut a,, = n rriten pafundésisht.
Limitet té cilat kané té béjné me fuqi dhe vlera reciproke fuqgishé mund té
llogariten si vijon, pér k > 0:

1
lim n* =00 dhe lim — = 0.
n—oo n—oo N,

Vetia e paré thoté se, pér k > 0, vlerat e n* rriten pafundésisht kur n tenton
nga oco. Vetiné e dyté mund ta provojmé mbéshtetur né rregullat algjebrike té
dhéna mé paré dhe faktin se lim % =0:

n—oo

k k
1 1 1
lim — = lim (—) = (Hm —) =0"=0.
n—oo N, n—00 n n—oo N

Né formé mé té pérgjithshme, limiti i njé shprehjeje polinomiale ain® +
ax_1nF1 + .- 4 ayn +ag pércaktohet nga termi me fuqiné mé té madhe, i cili
rritet (ose zvogélohet) mé shpejt sesa termat tjeré me fugi mé té vogla.
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Limiti i njé shprehjeje polinomiale. Né qofté se a,, # 0, atéheré

lim (aknk +ap_nF 4+t an + ag) = lim apn®.
n—oo n—oo

D.m.th., pér té gjetur limitin, marrim limitin e termit me fuqiné mé té
madhe.

Rregulla e mésipérme shfrytézohet pér té pércaktuar se a éshté oo apo
—oo limiti i njé shprehjeje polinomiale kur n tenton né co; pra, a rritet apo
zvogélohet pafundésisht shprehja kur n rritet pafundésisht.

Shembull 2. Gjeni nlingo(l —n?+4n3 — 3nt).

Zgjidhje. Kemi

lim (1 —n?+4n% — 3n*) = lim (=3n*) = =3( lim n*) = —oc0.
n—oo n—oo n—oo
Pra elementét e vargut a, = 1 — n? + 4n3 — 3n? zvogélohen pafundésisht
kur n rritet pafundésisht. O

Ményra pér té gjetur limitin e njé shprehjeje racionale sipas n, d.m.th. njé
herési té dy shprehjesh polinomiale, éshté té krahasohen fuqité mé té médha té
numéruesit dhe eméruesit, dhe té pjesétohen numéruesi dhe eméruesi me n té
ngritur né mé té voglén nga kéto fuqi. Njé gjé e tillé do té reduktojé problemin
né té tillé ku shumica e termave jané té formés .7, té cilét i afrohen zeros kur n
tenton nga oo.

Limiti i njé shprehjeje racionale. Pér té gjetur limitin kur n tenton
nga oo té njé shprehjeje racionale sipas n:

1. Krahasoni fuqité mé té médha té numéruesit dhe eméruesit, dhe
pjesétoni numéruesin dhe eméruesin me n té ngritur né mé té voglén
nga kéto fuqi.

2. Gjeni limitet e numéruesit dhe eméruesit té ri.
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Shembull 3. Gjeni lim_ gn—gntl,

Zgjidhje. Pjesétojmé numéruesin dhe eméruesin me n?, pér té fituar

i 3n? —2n+1 . %
im ————— = lim s52%—-
n—oo2n?24+3n—1 n—ooo 72”2232’”*1
. 3-244 3-0+0 3
= lim 3 = = —
O
Shembull 4. Gjeni lim =n+2n41
Zgjidhje. Pjesétojmé numéruesin dhe eméruesin me n, pér té fituar
. —ni+2n+1 —n+2+1
lim =1 R
n—o00 Sn — 2 n—oo - =
Meqé
2
lim <—n—|—2+—) = —00 dhe lim (5——)-5,
n—oo n—oo n
rrjedh se
I —n24+2n+1
im ————— = —o0.
n—oo 5n — 2
O

Marrim né shqyrtim tani vargun a,, = (1 + %)n Limiti i kétij vargu kur n
tenton nga oo zakonisht shénohet me e dhe quhet baza natyrore eksponenciale:

1 n
e = lim <1+—) .
n—o0 n

,Prit pak!“ mund té thoni, ,ky limit duhet té jeté 1, meqé (1 + %)n me
siguri tenton nga 1 kur n rritet pafundésisht, dhe 1™ = 1 pér ¢do n.* Mirépo
nuk éshté ashtu. Procesi limit nuk funksionon késisoji, si¢ mund té shohim
nga tabela vijuese:




52 KAPITULLI 2. VARGJET DHE SERITE

n ||1] 10 | 100 | 1,000 | 10,000 | 100,000
(L+ )7 | 2] 25937 | 2.7048 | 2.7169 | 2.7182 | 2.7183

Numri e éshté nga mé té réndésishmit né téré matematikén, dhe vlera e tij
éshté llogaritur me saktési té madhe. Vlera e tij né pesé decimale éshté

e =2.71828...

Né analizén matematike vértetohet se numri i decimaleve té tij éshté i pa-
fundmé dhe se ato nuk pérsériten né ményré periodike.!
Té pérmbledhim:

Baza natyrore eksponenciale e. Numri

n—oo

1 n
e= lim (1 + —> = 2.71828...
n

quhet baza natyrore eksponenciale.

Detyra pér ushtrime
1. Gjeni pesé elementét e paré té vargjeve

a) ap = 2n — 5;

) an =—in+3;
(c) an = 2:++135
(d) an=(1+7)"
_ nt(=1"
(e) Qp = — 5 -

2. Sygjeroni elementin e pérgjithshém a,, pér vargun

(a) 1, %, %, %,

INumrat e tillé njihen né matematiké si numra irracionalé.
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() an = 473

(b) an = (=1)"5;

() an = 5353

(d) an = 255

(e) an = 2281,

() an = =5

(&) an = —irie—s-
4. Gjeni

(a) lim o=

. 3n—2n+4.
(b) Hm S veas:

(c) lim (vn2+n—+vn2 —n).

n—oo

5. Themi se njé varg {a,}>2, éshté monoton rrités né qofté se ¢do element
i tij éshté mé i vogél sesa elementi pasardhés; d.m.th., pér ¢do n éshté
Gn < apy1. Cilét nga vargjet vijues jané monoton rrités?

(a) an =
(b)

(€) an =
(d) an = 5=
() an = (=1)";
6. Themi se njé varg {a,}52,; éshté monoton zvogélues né qofté se ¢do

element i tij éshté mé i madh sesa elementi pasardhés; d.m.th., pér ¢do n
éshté a,, > an41. Cilét nga vargjet vijues jané monoton zvogélues?
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(a) ap =1

(b) an=1-1
(c) an=1+2
(d) an=1- 5=
() an = (=1)";

7. Themi se njé varg {a,}5>; éshté ¢ kufizuar né qofté se ekzistojné dy
numra m dhe M ashtu qé ¢do element i vargut ndodhet ndérmjet tyre;
d.m.th., pér ¢do n éshté m < a, < M. Numrat m dhe M quhen kufi i
poshtém dhe kufi ¢ sipérm i vargut a,. A éshté i kufizuar vargu vijues?
Gjeni njé kufi té poshtém dhe njé kufi té sipérm té vargut.

(a) an = %

(b) an=1-1

(c) an=1+2

(d) an=1-3

(e) an = (_1)71%
8. Gjeni nh_)ngo an pér vargjet

(a) an = (14 5;)"

(b) an = (1-3)"

(©) an=(1+23)"

(d) an = (1+1)™

(e) an=(1+ %)M;

(0 an= (1= )"
9. Le té jené {a,}5; dhe {b,}52, dy vargje. Themi se njé varg {a,}5>,

éshté O(by,) (shénojmé a, = O(b,)) né qofté se ekzistojné konstantat C'
dhe ng té tilla qé a,, < Cb, pér ¢do n > ng. Vértetoni transformimet
vijuese né shprehje né té cilat pérdoret notacion-O.

(a) O(1) = O(2)
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(f) Né qofté se a,, = O(by,), atéheré O(a,) + O(b,) = O(by,).
10. Duke shfrytézuar faktet se

|
lim —2 =
n—oo N

dhe se pér ¢do k dhe ¢do a > 1

veértetoni se
(a) Inn = O(n), por n # O(lnn);
(b) nlnn = O(n3/?), por n/2 # O(nlnn);
(c) n™ = O(a™), por a™ # O(n™).

2.2 Progresioni aritmetik dhe ai gjeometrik

Nga pikévéshtrimi i zbatimit né biznes dhe ekonomiks, me réndési té vecanté
jané dy tipe vargjesh: vargu (ose progresioni) aritmetik dhe vargu gjeometrik.

Progresioni aritmetik. Njé varg a1, as, as, ..., an, ...éshté varg (ose
progresion) aritmetik né qofté se ¢do term pérveg té parit fitohet duke ia
shtuar termit paraardhés njé numér konstant d (té quajtur diferencé, ose
ndryshim); d.m.th., né qofté se pér ¢do n > 1 éshté

Ay — Gp—1 = d.
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Shembull 1. Njé biznes prodhimi detergjenti kishte né vitin 2005 produktin
vjetor 147 ton. Pronari ka planifikuar qé ¢do vit té rrisé produktivitetin pér
4.5 ton. Sa do té jeté prodhimi i planifikuar vjetor né vitin 20077

Zgjidhje. Meqé prodhimi ¢do vit éshté planifikuar té ndryshojé nga prodhimi
vjetor paraprak pér 4.5 ton, vargu i prodhimeve té planifikuara vjetore éshté
progresion aritmetik, si¢ éshté ilustruar me tabelén vijuese.

Viti || 2005 | 2006 | 2007
n 1 2 3
an 147 | 151.5 | 156

Pra, prodhimi vjetor né vitin 2007 éshté paraparé té jeté as = 156 ton de-
tergjent. [l

Pér té gjetur elementin e pérgjithshém a,, té njé progresioni aritmetik vé-
rejme se

ap =0p—1+d=(an—-2+d) +d=an_2+2d
=ap-3+3d=---=a1+(n—1)d.

Pra, elementi i pérgjithshém i njé vargu aritmetik me element té paré a;
dhe ndryshim d éshté

an:al—i—(n—l)d.‘

Shembull 2. Gjeni sasiné e prodhimit vjetor té planifikuar pér vitin 2015 né
zbatimin nga shembulli 1.

Zgjidhje. Si¢ pamé gjaté zgjidhjes sé shembullit 1, prodhimet e planifikuara
vjetore formojné progresion aritmetik me a; = 147, d = 4.5. Tani kérkohet
elementi aq1 i vargut. Kemi

a1 = a1 + (11 — 1)d = 147+ 10 - 4.5 = 192

tomn. O
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Né shumé zbatime éshté e nevojshme té gjendet shuma e n elementeve té
para té njé progresioni aritmetik; d.m.th., té gjendet vlera e shprehjes

Sp=a1+ax+az+ -+ ap.

Shénimi i gjaté nga ana e djathté e barazimit té fundit, né matemetiké shénohet
né formé té shkurtér

Zak =a1t+tax+az+ -+ ay.
k=1
Né qofté se {ax}}_, éshté njé progresion aritmetik, atéheré shuma e n ele-
mentéve té paré té tij, e shprehur sipas a;, éshté
Sn = ar=a1+ (a1 +d) + (a1 +2d) + -+ + [a1 + (n — 1)d],
k=1
kurse e shprehur sipas a,, éshté
Sn:an+an71+an72+"'+al
= ap + (an, — d) + (an, — 2d) + (an, — 3d) + -+ + [an, — (n — 1)d].
Duke mbledhur ané pér ané dy shprehjet pér S, fitojmé
25, =n(a1 + an);

d.m.th.,

n
S, = 5((11 + ap).

Né qofté se né formulén pér S, zévendésojmé a,, = a1 + (n — 1)d, fitojmé
formulén pér shumén e n elementéve té vargut aritmetik té shprehur me ané
té a1 dhe d:

n

Sn 5

[2a1 + (n — 1)d].
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Shembull 3. Eshté vlerésuar se javén e paré kontributet nén ndikimin e njé
kampanjeje pér ngritje fondesh do té jené 5,000 €, kurse gjaté javéve té ardhsh-
me ¢do javé do té zvogélohen pér 600 €. Llogaritni totalin fondeve té ngritura
nga kampanja gjaté periudhés kohore 8 javore.

Zgjidhje. Vargu i fondeve javora té ngritura nga kampanja éshté progresion ar-

itmetik me element té paré a; = 5000 dhe diferencé d = —600. Sipas formulés,
pér shumén e 8 elementéve té paré té kétij progresioni kemi

S = g[z 5,000 + (8 — 1) - (~600)] = 23],200.

Pra, totali i fondeve té ngritura do té jeté 23,200 €. (|

Si¢ pamé mé sipér, njé progresion aritmetik rritet (ose zvogélohet) sipas
njé ndryshimi konstant. Pér dallim, né qofté se njé varg rritet (ose zvogélohet)
sipas njé faktori konstant, atéheré kemi té béjmé me progresion gjeometrik.

Progresioni gjeometrik. Njé varg ai, as, as, ..., an, ...éshté varg
(ose progresion) gjeometrik né qofté se ¢do term pérveg té parit fitohet si
prodhim i termit paraardhés me njé faktor konstant ¢ (té quajtur herés);
d.m.th., né qofté se pér ¢do n > 1 éshté

Qn

Gn—1

Gjejmé elementin e pérgjithshém a,, té njé progresioni gjeometrik:

ap = Qp—-149 = ((ln—2Q)q = an—2q2 = an—3q3 == alqn_l'

Pra, elementi i pérgjithshém i njé vargu gjeometrik me element té paré a;

dhe herés ¢ éshté

n—1
an =a1q"" .
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Shembull 4. Njé prodhues vleréson se té hyrat vjetore nga prodhimi dhe shitja
e njé malli do té rriten ¢do vit pér 15%. Sa jané té hyrat e vlerésuara vjetore
pér vitin 2015 né qofté se né fund té vitit 2005 kishte té hyra vjetore prej
100,000 €7

Zgjidhje. Pér té hyrat vjetore gjaté periudhés sé paré véjmé R; = 100,000.
Meqé éshté planifikuar qé té hyrat vjetore ¢do vit té rriten pér 15%, kemi

15 15
RQ—R1+R1'1—OO—R1 (1+1—()())

Né pérgjithési, né qofté se té hyrat vjetore pér periudhén e n-té i shénojmé

me R, kurse ato té periudhés paraprake me R, _1, atéheré

15 15
n — Llp— n—1"TAn — 1ln— 1 Tnn |
R R, 1+ Rn 100 R 1( +100>

qé do té thoté se vargu i té hyrave vjetore éshté progresion gjeometrik me
herésin ¢ = 1 + 155 = 1.15.
Té hyrat e vlerésuara vjetore pér vitin 2015 jané
Ry1 = 100,000 - 1.15'° ~ 404,556
euro. |
Le té jeté {ar}}_, njé progresion gjeometrik. Pér té gjetur formulén pér
shumén e n elementéve té paré té tij
n
Sp=Y ax=a1+arqg+ag’ +-- +arg" ",
k=1
sé pari shumézojmé ané pér ané barazimin me ¢, pér té fituar
qSn = a1q + a1¢” + a1¢® + - - + a1q",

dhe pastaj zbresim ané pér ané barazimin e paré nga i dyti:

an - Sn = alqn —ag.
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Prej kétej, pér g # 1 fitojmé

qé paraget formulén pér shumén e n elementéve té paré té progresionit gjeo-
metrik.

Shembull 5. Supozojmé se gjaté vitit té paré té shfrytézimit njé makiné e
caktuar industriale gjeneron profit prej 3,000 € dhe se ¢do vit té ardhshém
profiti zvogélohet pér 13%. Sa do té jeté profiti total i gjeneruar nga shiryté-
zimi i makinés pér 15 vjet?

Zgjidhje. Shénojmé me P, profitin pér vitin e n-té té shfrytézimit té€ makinés.
Atéheré

13 13
Pn—Pn—l_Pn—l'l—OO—Pn—l (1_1—00>7

qé d.m.th. se vargu i profiteve vjetore éshté progresion gjeometrik me herés

qg=1-— % = 0.87 dhe element té paré P; = 3000. Sipas formulés, pér shumén
e 15 elementéve té paré té tij kemi
0.871% — 1
S15 = 3,000 - — = 20,219.6
e 0.87 — 1 ’
euro. |

Detyra pér ushtrime

1. Njé ndérmarrés kishte né vitin 2005 produktin vjetor 5,000 njési. Ndér-
marrési ka planifikuar qé ¢do vit té rrisé produktivitetin pér 25 njési.
(a) Sa éshté prodhimi i planifikuar vjetor né fund té vitit 20207

(b) Sa éshté prodhimi total i planifikuar nga fillimi i vitit 2005 deri né
fund té vitit 20207

(¢) Sa éshté prodhimi i planifikuar nga fillimi i vitit 2015 deri né fund
té vitit 20207
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. Eshté vlerésuar se javén e paré kontributet nén ndikimin e njé kampanjeje

pér ngritje fondesh do té jené 10,000 €, kurse gjaté javéve té ardhshme

(a) ¢do javé do té zvogélohen pér 800 €;
(b) g¢do javé do té zvogélohen pér 20%.

Llogaritni totalin fondeve té ngritura nga kampanja gjaté periudhés ko-
hore 10 javore.

. Njé makiné industriale gjaté vitit té paré gjeneron profit prej 7,000 €

dhe ¢do vit té ardhshém profiti zvogélohet pér 10%. Sa do té jeté profiti
total i gjeneruar nga shfrytézimi i makinés pér 10 vjet?

. Kostoja e mirémbajtjes sé njé makiné industriale gjaté vitit té paré éshté

2,000 € dhe ¢do vit té ardhshém kostoja rritet pér 15%. Sa do té jeté
kostoja totale e mirémbajtjes sé makinés pér 10 vjet?

. Njé kursimtar deponon né banké kapitalin prej 10,000 € pér njé afat

10 vjecar. Né cfaré shume do té shtohet kapitali i tij pas 10 vjetésh
né qofté se banka paguan 6.5% interes vjetor dekursiv (d.m.th., ¢do vit
akumulohet edhe interesi né interes)?

. Njé klient deponon pér 20 vjet periodikisht né fillim té ¢do viti deposita

té barabarta vjetore prej 1,000 € né emér sigurimi privat pensional. Sa
do té jeté shuma e akumuluar pas 20 vjetésh né qofté se kompania e
sigurimit paguan 6% interes vjetor dekursiv?

. Njé ndérmarje né vitin e pesté ka prodhuar 126,250 m pélhuré, kurse né

vitin e gjashté 390,625 m pélhuré. Pér sa vjet jané prodhuar 648,375 m
pélhuré, né qofté se prodhimi éshté shtuar sipas njé progresioni gjeome-
trik.

2.3 Serité

Né qofté se aq, as, as, ..., an, ... éshté njé varg, atéheré mund té formojmé
vargun e shumave {S,}52; té elementeve té vargut {a,}°2; si vijon:

S1=a1,
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Sa = a1 + ao,
S3 = a1 +az + as,

Sp=a1+ay+ag+-+an =Y a,
k=1

Pér vargun e tillé {5, }22 ; themi se éshté njé seri. Elementi i tij i pérgjith-
n

shém S, = > ax quhet shumé e pjeséshme e {a,}52 ;. Né qofté se ekziston
k=1

limiti $ = lim S, atéheré S quhet shumé e serisé.
n—oo

Até qé u tha mé sipér japim né formé té pérmbledhur si vijon.

Né qofté se {a,}52, éshté njé varg numrash, atéheré vargu i shumave té
n

pjeséshme S, = ax t€ tij quhet seri.
k=1

Né qofté se S = lim S,,, atéheré S éshté shuma e serisé dhe shénojmé

n—oo

oo
S:a1+a2+a3+-~-+an+...:Zak.
k=1

Né qofté se ekziston shuma e njé serie, atéheré themi se seria éshté kon-
vergjente; né té kundértén seria quhet divergjente.

Shembull 1. Shqyrtoni natyrén (konvergjente ose divergjente) e serisé
IE
n=1 n

Zgjidhje. Tabela vijuese na jep njé ide intuitive mbi natyrén e serisé

118
3=

Il
=

n
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1] 2] 5 | 10 | 100 | 1000 | 10000
‘ 1 ‘ 1.5 ‘ 2.2833 ‘ 2.9290 ‘ 5.1874 ‘ 7.4855 ‘ 9.7876

03 5
Bl

k=1

Pra, kemi pérshtypjen se vlerat e shumave té pjeséshme rriten pafundésisht;

d.m.th. .
1
Yiow

n=1

Né kété mund té bindemi edhe formalisht. Sikur seria té ishte konvergjente;
d.m.th., sikur té ishte lim S, = .5, atéheré do té kishim

n—oo

lim (S2, — Sp) = lim S, — lim S, =5 -5 =0.

Por
1K1 1 1 1 1
Son — Sy = - — - =
2 k Z k n+l1 n+2 n+3 2n
k=1 k=1
S 1 n 1 n 1 T 1 11
o ' 2n ' 2n on  2n 2
Rrjedhimisht, seria % éshté divergjente. O
n=1

Shembull 2. Cfaré éshté natyra e serisé vijuese?

— 1
2

n=1
Zgjidhje. 1deja e paré qé mund té kemi pér kété seri éshté se ajo duhet té
divergjojé, meqé shumat e pjeséshme gjithnjé rriten kur n rritet pafundésisht.
Mirépo jo. Procesi limit nuk funksionin késisoji, si¢ mund té bindemi nga
tabela vijuese.

n |[1] 5 | 10 | 100 | 10° | 10* | 10° | 10°
> = ‘ 1 ‘ 1.4636 ‘ 1.5498 ‘ 1.6350 ‘ 1.6439 ‘ 1.6448 ‘ 1.6449 ‘ 1.6449
k=1
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o0

Nga tabela shohim intuitivisht se seria > n—12 konvergjon. Shuma e saj nuk
n=1

e tejkalon, pér shembull, numrin 2. O

Neé kurse mé teorike té matematikés tregohet pohimi i pérgjithésuar vijues.

o0
Né qofté se k > 1, atéheré seria Y # konvergjon.
n=1

o0
Né qofté se k < 1, atéheré seria » n—l,c divergjon.
n=1

Né qofté se vargu a1, as, as, ..., ap, ... éshté progresion gjeometrik,
o0

atéheré seriné Y a, e quajmeé seri gjeometrike.
n=1
Né pikén paraprake pamé se shuma e pjeséshme e njé progresioni gjeome-

trik éshté
n n n __ 1
Sp = Zak = ZCWJ]C*1 =a;? T
k=1 k=1 E
Keéshtu,
g —1 (leq")—l
lim S, = lim a; =g === (1)

Pra, pér té pércaktuar natyrén e njé serie gjeomterike, sé pari duhet té
shqyrtojmeé limitin lim ¢" pér vlera té dhéna té konstantés q.

n—oo

Né analizén matematike tregohet se pér vlera té g nga intervali —1 < g < 1
numrat ¢" i ofrohen zeros (dhe até mé shpejt sesa numrat 1) kur n rritet
pafundésisht.

Nga ana tjetér, pér ¢ > 1 numrat ¢" rriten pafundésisht kur n i ofrohet oo,
kurse pér n < —1 numrat ¢" nuk i ofrohen njé numri kur n tenton né co.

Tabela vijuese ilustron kété sjellje pér vlerat ¢ = %, q = —%, q = 2 dhe
q=—1.5.
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n 1 2 5 10 50 100
(2)" ] 0.6667 | 0.4444 | 0.1317 | 0.017 | 1.6-107° [ 2.5-10~ 18
(=3)" || —0.75 | 0.5625 | —0.2373 | 0.0563 | 5.7-10~7 | 3.2-10~ 1
2" 2 4 32 1024 | 1.1-10" | 1.3-10%
(—15)" [[ —15 | 225 | —7.594 | 57.67 | 6.4-10° | 4.1-1077

Né vijim éshté dhéné né ményré té pérmbledhur sjellja e vargut ¢"™ kur n
rritet pafundésisht.

Né qofté se —1 < ¢ < 1, atéheré

lim ¢" = 0.

n—oo
Né qofté se ¢ > 1, atéheré
lim ¢" = oc.

n—oo

Né qofté se ¢ < —1, atéheré nuk ekziston limiti i vargut ¢".

Tani mund té studiojmé natyrén e serisé gjeometrike. Mbéshtetur né ba-
razimin (1) dhe pohimin e mésipérm, konkludojmé mbi sjelljen vijuese té serisé
gjeometrike.
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Né qofté se —1 < g < 1, atéheré

> a
E aqk =
k=0

1—q

Né qofté se ¢ > 1, atéheré

oo
Z ag® = .
k=0

o0
N& qofté se ¢ < —1, atéheré seria Y. ag® divergjon.
k=0

o0
Pérndryshe, pércaktimi i natyrés sé njé serie Y. ap né rastin e pérgjith-
k=1
shém nuk éshté njé puné e lehté. Pohimi vijues na ndihmon té pércaktojmeé
kur njé seri divergjon.

o0
Né qofté se njé seri Y a, konvergjon, atéheré lim a, = 0.

n=1 n—oo

o0
Prandaj, né qofté se nuk éshté lim a, = 0, atéheré seria Y a, nuk mund

n—0o0 n=1
té konvergjojé.
Anasjelltas, pér té pércaktuar kur njé seri konvergjon né analizén matema-
tike jané zhvilluar shumé kritere.
Kriteri vijues na mundéson né shumé raste té pércaktojmé natyrén e njé
serie me elementé pozitivé.




2.3. SERITE 67

Kriteri i D’Alembert-it. Pér ¢do n le té jeté a,, > 0 dhe

. Ap+1
lim

n—oo (A

= L.
oo

Né qofté se L < 1, atéheré seria . a, konvergjon.
n=1

[o ]
Né qofté se L > 1, atéheré seria Y a, divergjon.

n=1

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni shumén e serisé
@ %@
(b)) I+5+m+5m+..
© (3"
() 1-5+5m -5+
2. Sypozojmé se pér shkak té inflacionit, euro zhvlerésohet pér 0.5% né
vit. Né qofté se vlera né euro e GDP té njé vendi mbetet konstante

gjaté viteve, sa éshté vlera e totalit té GDP vjetore pér té gjitha vitet e
mépastajme sé bashku krahasuar me vetém até té kétij viti?

3. Té studiohet natyra e serisé

(a) T+ g5 +35+...
1 1




KAPITULLI 2. VARGJET DHE SERITE

68




Kapitulli 3

Hyrje né matematikéen
finansiare

Né afarizmin e biznesit, ndérmjet kreditorit (dhénésit té kredisé) dhe debito-
rit (marrésit té kredisé), ekzistojné raporte kreditore. Interesi (kamata) éshté
shuma té cilén debitori ia paguan kreditorit si kompenzim pér shfrytézimin e
kredisé pér njé kohé té caktuar. Interesi kontraktohet ashtu qé pércaktohet
sa njési monetare (pér shembull, €) duhet paguar debitori kreditorit né ¢do
100 nj.m. té shumés sé huazuar gjaté kohés sé shirytézimit té kredisé.

3.1 Njehsimi proporcional dhe pérqgindja

Pérpjesé e dy numrave a # 0 dhe b # 0 quhet herési i tyre §; p.sh., %, qé
éshté njésoj sikurse g

Barazimi i dy pérpjesave quhet proporcion:

Proporcioni § = ¢ vlen atéheré dhe vetém atéheré kur ad = bc.

69
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Shembull 1. Zgjidhni ekuacionin
5 25
z 12
Zgjidhje. Ky proporcion éshté ekuivalent me barazimin
25z =5-12

prej nga rrjedh

O

Né praktiké shpeshheré hasim né tregues si¢ jané: shtrenjtimi, rritja ose
zvogélimi i prodhimtarisé, rritja e té ardhurave personale, lartésia e marzhés
tregtare etj., té cilat gadi ¢do heré paraqiten né pérqgindje.

Madhésité té cilat lidhen me njehsimin e pérqindjes jané:

1. Sasia kryesore (kapitali) K éshté madhésia nga e cila duhet té llogaritet
shuma e pérqgindjes.

2. Pérqgindja p e madhésisé sé dhéné paraqet té qindtat pjesé té asaj mad-
hésie.
3. Shuma e pérgindjes (interesi) I éshté vlera e llogaritur e pérqindjes nga

sasia kryesore.

Simbolikisht, pérqindjen p e shénojmé me p%. Relacioni ndérmjet kétyre
madhésive shprehet me ané té proporcionit

K100
I p’
d.m.th.,
K-
1==-17r (1)
100

Shembull 2. Cmimi i njé prodhimi éshté 380 € dhe pérqindja e zbritjes p = 5%.
Sa éshté interesi I dhe ¢mimi i ri?
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Zgjidhje. Kemi

Pra, ¢mimi i ri do té jeté
K —-1=380—-19 =361
euro O

Shembull 3. Nga panxharsheqeri fitohet 18% sheqer. Sa kilogram panxharshe-
ger nevojiten pér 13,113 kg sheqer?

Zgjidhje. Kétu éshté p = 18, I = 13,113, ndérsa kérkohet vlera e K. Nga
formula (1) kemi

_7-100 13,113 100

K
P 18

= 72,850.

O

Né qofté se sasiné e caktuar duhet ndaré né mé tepér pérpjesé té caktuara,
atéheré shfrytézohet njehsimi i ndarjes.

Shénojmé me K sasiné e cila duhet té ndahet né n pjesé me pérpjesé
1 7r9 -t Ty Me ki, ko, ..., k, shénojmé me rradhé pjesét e sasisé K
té cilat u pérgjigjen numrave rq1, ra, ..., m,. Ndérmjet kétyre pjeséve dhe
numrave té pérpjesés té dhéné ekziston proporcion i drejté, d.m.th.:

kleTl, kQZATQ, veey kn:A’l’n,

ku numri A éshté koeficient i proporcionalitetit.
Meqé k1 + ko + -+ -+ k, = K, atéheré A(ry +r2+---+1,) = K, prej nga
fitohet vlera e koeficientit:
B K
STt

Duke zévendésuar vlerén e fituar t€ Ané ky = Arqy, ko = Ara, ..., ky, = Ary,
fitohen vlerat e kérkuara k1, ko, ..., kn.
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Shembull 4. Me misér, lulediell dhe patate duhet mbjellur 189 hektar ashtu
qé pjesét e mbjellura me ato kultura té jené né pérpjesé sikurse 11: 2 : 5. Sa
hektaré do té mbillen me secilén nga kulturat?

Zgjidhje. Madhésiné K = 189 do ta ndajmé né ky = A- 11 (misér), ko = A -2
(lulediell), ks = A - 5 (patate). Késhtu k1 + ko + ks = 114 + 24 + 5A. Meqé
ki + ko + ks = K = 189, kemi 189 = 184, d.m.th.,

189
A=—=10.5.
18

Prandayj:

ki =10.5-11 = 115.5,
ks =10.5-2 =21,
ks = 10.5 -5 = 52.5.

Detyra pér ushtrime

1. Buka e thekrés pérmban 42% ujé. Sa ka ujé né 2.5 kg buké thekre?

2. Qarkullimi i planifikuar mujor i njé shitoreje tregtare éshté 84,000 €.
Plani éshté plotésuar 12.5%. Sa euro jané realizuar?

3. Kasa-skonto 2.25% né njé mall éshté 72 €. Nga cila shumé éshté lloga-
ritur?

4. Eksporti i njé malli éshté rritur nga 648,000 t gjaté vitit té kaluar né
793,800 t gjaté kétij viti. Sa éshté rritja né pérqindje?

5. Té caktohet ¢gmimi i njé prodhimi i cili pas shtrenjtimit pér 12% rritet
pér 27 €.

6. Sa kilometra rrugé do té kalojé automjeti i cili i cili ka né rezervoar 17.51
benziné né qofté se shpenzon 6.6 1 né 100 km.

7. Cmimi i njé artikulli pas shtrenjtimit pér 8% éshté 135 €. Sa ka qené
¢mimi para shtrenjtimit dhe sa éshté interesi I7
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. Njé mall pas lirimit pér 10% shitet me ¢mim 234 €.

(a) Pér sa éshté zbritur ¢gmimi?
(b) Sa ishte ¢gmimi i shitjes para lirimit?

(c) Sa do té ishte ¢gmimi i shitjes sikur lirimi té ishte 22%?

. Njé prodhim éshté shitur sé bashku me 18% marzhé nga 10.03 €, ndérsa

i njéjti prodhim tani shitet pér 7.48 €. A fitohet apo humbet tani né té,
dhe pér sa pérqind?

Né qofté se njé prodhim shitet pér 2,442 €, atéheré humbja do té jeté
7.5%. Sa do té shitej prodhimi sikur té fitohej 12.5%?

Cmimi i stofit pér fustan éshté zbritur 8%, e pastaj edhe 12% nga ¢gmimi
i ri. Pas zbritjes sé dyté, 1 m shitet pér 20.24 €. Llogaritni ¢mimi para
zbritjes sé dyté dhe para zbritjes sé paré.

3.2 Njehsimi i interesit té thjeshté

Né qofté se interesi llogaritet pér ¢do periudhé té caktuar (né vit, muaj ose
dité) né kapitalin fillestar té huazuar, atéheré quhet interes i thjeshté.

Né praktiké, interesi zakonisht éshté i thjeshté né qofté se i paguhet kredi-
torit pas ¢do periudhe té llogaritjes.

Neé qofté se llogaritet interesi I né kapitalin K me pérqindje p% té interesit
té thjeshté, atéheré vlen proporcioni

Shénojmé me n kohén e shfrytézimit té kapitalit (e shprehur né vjet, muaj
ose dité).

Né qofté se llogaritet interesi I né kapitalin K pér n vite me pérqindje
vjetore p% té interesit té thjeshté, atéheré vlen proporcioni

K 100

I pn’
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Né qofté se llogaritet interesi I né kapitalin K pér m muaj me pérqindje
vjetore té interesit p%, atéheré vlen proporcioni

K 100

I pE’
d.m.th.,

K 1200

I pm’

Né qofté se llogaritet interesi I né kapitalin K pér d dité me pérqindje
vjetore té interesit p%, atéheré vlen proporcioni

K 100

I pgk’
d.m.th.,

K 36000

I pd

Shembull 1. Sa interes sjellin 750 € me 5%% kamaté vjetore pér 3 vjet?

Zgjidhje. Sipas proporcionit

K 100

T o
kemi

pK

= 100 .n

Meqé p = 5% = 1—36, kemi
_ B0 4y
100

O

Shembull 2. Cili kapital do té sjellé pér 9 muaj me pérqindje vjetore 7% interes
15,750 €7
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Zgjidhje. Sipas proporcionit

K 100
T
kemi
00112
p m
d.m.th.,

_ 100-15,750 ;5’750 19—2 = 300,000.

O

Shembull 3. Né qofté se mé 24 prill deponohen né banké 6,000 € me pérqindje
vjetore 7%, atéheré sa interes do té fitohet deri mé 29 tetor té po kétij viti?

Zgjidhje. Duke llogaritur se ¢do muaj i ka, mesatarisht, nga 30 dité, atéheré
numri i ditéve pér kété periudhé do té jeté d = 185. Sipas proporcionit

K 100

=
I psgs

kemi

_pK d
~ 100360’

e 7.6.000 185
= LR < 21583,

O

Shembull 4. Me cfaré pérqindje vjetore té interesit, 7,125 € sjellin pér 96 dité
interes 152 €7

Zgjidhje. Sipas proporcionit
K 100

=—,
D360

kemi

~ 1001 360
P= e
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d.m.th.,

_ 100-152360

7,125 96
Pra, pérqgindja vjetore e interesit duhet té jeté 8%. [l

Detyra pér ushtrime

1.

Sa interes do té paguhet pér 7 muaj me 5% kamaté vjetore pér krediné
né vleré 25,000 €7

. Pér sa vjet kapitali prej 16,800 € me 7% interes vjetor té thjeshté do té

sjellé 2,352 €7

Cili kapital pér 3 muaj e 15 dité me 6% kamaté vjetore do té sjellé 200 €
né emér interesi?

. Njé person ka marré kredi mé 12 maj 10,000 € me kamaté vjetore 9%.

Sa do té paguajé né qofté se krediné e kthen mé

(a) 18 korrik;
(b) 20 shtator?

. Mé 27 gusht éshté marré hua njé shumé té hollash me 6% interes dhe

éshté kthyer mé 1 dhjetor, sé bashku me interesin, gjithsej 5,334 €. Sa
éshté paguar né emér té interesit dhe cila shumé éshté huazuar?

. Cili kapital sjell né vit me 6% kamaté té njéjtin interes sikurse 32,000 €

me 4%7?

. Cili kapital sjell pér n vite me 9% kamaté té njéjtin interes (t€ thjeshté)

sikurse 18,000 € pér té njéjtén kohé me 6%7

. Njé person deponoi gjysmén e kapitalit té veté me 3.5% kamaté, 10,000 €

me 5%, kurse mbetjen me 4%. Gjithsej pér njé vit merr 3,100 € interes.
Sa éshté kapitali?
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3.3 Njehsimi i interesit té pérbére

Né qofté se interesi llogaritet pas n periudhash pérllogaritése, atéheré zakonisht
zbatohet llogritja e ,interesit né interes“, ose, si¢ thuhet, interesit té pérbéré.

Deponohet kapitali fillestar K me pérqgindje kamatore p%. Né fund té vitit
té paré (ose né fund té periudhés sé paré pérllogaritése — né qofté se periudha
nuk éshté njéviecare)! kapitali i deponuar sjell interesin %, d.m.th. vlera e
re e kapitalit (ose, si¢ thuhet, vlera e kapitalit pas kapitalizimit té paré) do té
jeté

Kp D
o gk (1 )
! * 100 * 100

Késhtu, gjaté vitit té dyté kapitali K7 do té sjellé interesin 11(015’, d.m.th. né
fund té vitit té dyté vlera e kapitalit do té jeté

Kip D D \2
Ky = K —:K(l —):K(l —)
2 1 700 U 100 * 100

Né ményré analoge, né fund té vitit té treté:

K3:K2+%=K2(1+1%0)=K(1+1%0)3,

ndérsa né fund té vitit té n-té do té jeté

K, _1p p D \"
K,=K,_ —K, (1 —):K 1 —) .
1 00 1(ero (+1oo
Né kété ményré,
p n
K, = K (1 —) , 1
* 100 (1)

qé paraqet formulén pér njehsimin e interesit té pérbéré.

IN& qofté se déshirohet né ményré eksplicite té theksohet se fjala éshté pér interes té
pérbéré me pérqindje vjetore, pérdoret shkurtesa p% (p.a.d).
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Faktori i interesit. Vlera

P
= 1 _
m=1% 70

quhet faktor i interesit té pérbére.

Né qofté se kapitalizimi kryhet m heré gjaté njé viti, atéheré numri i peri-
udhave pérllogaritése do té jeté mn, kurse pérqindja kamatore pér njé periudhé
L. Né kété rast vlera e kapitali pas kapitalizimit té fundit do té jeté

o = K (14 ﬁ)m". 2)

Véni re se né kété rast faktori i interesit té pérbéré éshté

- [Z
"= Toom’

Shembull 1. Né qofté se né fillim té vitit 1994 jané deponuar né banké 10,000 €
me pérqindje 8% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, ¢faré do té jeté vlera e kapitalit
né fillim té vitit 20157

Zgjidhje. Meqé K = 10,000, p = 8, n = 2015 — 1994 = 21, kemi
] 21
Koy = 10,000 (1 + 1—00) ~ 50,338.34.
O

Shembull 2. Cfaré kapitali fillestar duhet deponuar né banké me interes vjetor
5% (p.a.d) ashtu qé pas 5 vjetésh té disponohet me 1,000 €7
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Zgjidhje. Meqé p =5, K5 = 1,000 dhe n = 5, kurse nga formula (1) fitojmé

_ p )7"
K=K (1 + 100 ’
do té kemi

~ 783.53.

-5
5 1,000
K=1000(1+—) =2
’ (+1oo) 1.055

O

Shembull 3. Cfaré pérqindje vjetore interesi té pérbéré ka paguar banka né
qofté se pas 8 vjetésh nga deponimi i 1,000 € éshté fituar interes prej 400 €7

Zgjidhje. Nga formula (1) kemi

=100 o/ Bn 1
p_ K 9

K, = K + 1 =1,000+ 400 = 1,400,

kurse

prandaj

1,400
p =100 ( t/To00 — 1) — 100 (\8/1.4— 1) ~4.3.
0

Shembull 4. Pér cilén kohé shuma prej 50,000 € do té rritet pér 25,000 € né
qofté se kapitalizimi éshté semestral me 6% (p.a.d)?

Zgjidhje. Kemi K = 50,000, p =6, m = 2,
Ky, = K + I = 50,000 + 25,000 = 75,000.

Nga formula (2) fitojmé

6 2n
= 1 -
75,000 50,000( + 100.2) :
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ose
75,000 = 50,000 - 1.03%",

prej nga
1.03%" = 1.5.

Duke logaritmuar ané pér ané barazimin e fundit gjejmé
2nlog1.03 =log 1.5,

d.m.th. loz L5
ogl.
" 910g1.03

Pra, interesi i dhéné do té arrihet (dhe tejkalohet) né fund té vitit té shtaté.

Detyra pér ushtrime

1. Né ¢faré shume do té shtohen 12,000 € pas 5 vjetésh me 8% (p.a.d) dhe

kapitalizim

(a) vjetor;

(b) semestral (2 heré né vit);
(¢) tremujor;

(d) mujor?

2. Pér sa do té rriten 3,800 € pér 3 vjet me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim

(a) vjetor;
(b) semestral;
(¢) tremujor;

(d) mujor?

3. Sa duhet depozituar né banké sot ashtu qé pas 4 vjetésh dé disponohet me
6,800 € né qofté se banka llogarit interes me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim

vjetor?

4. Cila shumé éshté deponuar para 4 vjetésh me 8% (p.a.d) dhe kapitalizim

semestral né qofté se éshté rritur né 1,000 €7
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5. Né banké jané deponuar 5,000 € me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor.
Pas 4 vjetésh deponuesi térheq 2,000 € kurse pas 3 vjetésh vijuese térheq
edhe 3,000 €. Sa éshté shuma e mbetur né banké pas 9 vjetésh nga dita
e deponimit?

6. Pér blerje té njé objekti blerési i paré ofron 45,000 € té gatshme, kurse
i dyti 20,000 € té gatshme, 20,000 € pas 4 vjetésh dhe 20,000 € pas
10 vjetésh. Cila oferté éshté mé e volitshme pér shitésin né qofté se pér
pagesat e mévonshme njehson interesin me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim
gjashtémujor?

7. Debitori duhet té paguajé 17,400 € pas 4 vjetésh dhe 23,500 € pas
7 vjetésh, kurse téré kredia mund té paguhet sot me me 6% (p.a.d) dhe
kapitalizim semestral. Sa éshté shuma qé do té paguhej sot?

8. Pas sa vitesh shuma e deponuar prej K eurosh do té dyfishohet né qofté
se pérqindja kamatore éshté 10% (p.a.d), kurse kapitalizimi vjetor?

9. Njé person deponon né banké 2,000 € me pérqindje interesi 3% (p.a.d),
kurse njé person tjetér deponon 2,500 € me 2% (p.a.d). Pas sa kohe dy
personat do té disponojné me shumé té njéjté? Kapitalizimi éshté vjetor.

3.4 Kapitalizimi i vazhdueshém

Praktika e interesit té pérbéré me kapitalizim té vazhdueshém mund té shkak-
tojé huti. Konceptualisht, éshté e mundur té€ mendohet mbi kapitalizim ditor,
d.m.th., ¢do dité, dhe mé tej: ¢do oré, ¢do minut, ¢do sekond, dhe késhtu
né ményré té vazhdueshme. Sidoqofté me rritjen e numrit té kapitalizimeve,
efekti i pérgjithshém i njé kapitalizimi béhet mé i papérfillshém. Pér kété
arsye kapitalizimi i vazhdueshém pérdoret kryesisht né aplikime mé té ava-
nsuara, ku ndryshime ndodhin me frekuencé té larté. Disa nga kéto aplikime
mund té gjenden né fushén e makroekonomisé, kur diskutohet mbi inflacionin
dhe financat.

Pér té nxjerrur formulén pér njehsimin e interesit té pérbéré me kapitalizim
té vazhdueshém, rikujtojmé sé pari formulén e njehsimit té interesit té pérbéré
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me pérqgindje vjetore dhe disa kapitalizime brenda viti:

= 1 —) s
mmn ( + 100m
ku K éshté vlera e kapitalit fillestar, p — pérqindja vjetore e interesit, n —
numri i viteve, m — numri i kapitalizimeve brenda njé viti, K,,, — vlera pas
n vitesh, d.m.th. pas mn kapitalizimesh.

Né qofté se kapitalizimi kryhet né ményré té vazhdueshme (d.m.th. pandér-
preré), atéheré m — oo, pra

Koon = lim K(1+L)m":K lim (1+L)mn

mn 100m ., p_
1 1 P 100
p p

100m \ MTgg

1 p
p

Véjmé % = x; atéheré

100m
1 i 1\°
P

Meqé m — oo, atéheré edhe x — oco. Gjithashtu, dihet se

1 xr
lim (1 + —) =e,
xr—0o0 x

ku e éshté baza e logaritmit natyror: e ~ 2.71828. Rrjedhimisht,

Koon = Ke 0. (1)

Shembull 1. Té llogaritet gjendja pérfundimtare pas 3 vjetésh pér kapitalin
fillestar 100,000 € té deponuar me interes té pérbéré me 6% (p.a.d) dhe kap-
italizim té vazhdueshém.
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Zgjidhje. Jané dhéné K = 100,000, p = 6, n = 3. Sipas formulés (1) kemi
Kooz = 100000e>™0 = 100000¢> %8 = 100000e*'® ~ 119721.74.
O
Shembull 2. Z.-sha Tringa éshté gadi pér t’i regjistruar studimet e Admini-
strimit té biznesit. Pasi qé té diplomojé pas 4 vjetésh, ajo déshiron té béjé
njé udhétim pér né SHBA pér té cilin vleréson se do t’i kushtojé 5,000 €. Sa

duhet té investojé sot me 7% (p.a.d) pér té pasur mjaft pér udhétimin né qofté
se kapitalizimi éshté i vazhdueshém.

Zgjidhje. Sipas formulés (1) fitojmé
K = Kope 160,
Meqé né shembullin toné éshté n =4, p =7, Kooq4 = 5,000, kemi
K = 5,000e 410 = 5,000e~ 2 ~ 3,778.92.
O

Shembull 3. Pér sa kohé do té dyfishohet shuma e investuar me interes vjetor
8% (p.a.d) dhe kapitalizim té vazhdueshém?

Zgjidhje. Kemi p = 8. Le té jeté K shuma fillestare e investuar; atéheré, sipas
kushtit té detyrés:
Koon = 2K.

Duke zbatuar formulén (1) fitojmé
Kem1o = 2K,

d.m.th.,

ose
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Logaritmojmé ané pér ané ekuacionin e fundit, pastaj e zgjidhim sipas n:

0.08n =1In2
In2

Detyra pér ushtrime

1. Le té jené investuar 1,000 € me pérqindje vjetore interesi 6% (p.a.d).
Njehsoni balansin pas 10 vitesh né qofté se kapitalizimi éshté

(a
(b
(c
(d

periodik (katérmujor);
mujor;

ditor (sypozoni se viti ka 365 dité);

i vazhdueshém.

2. Le té jené investuar 5000 € me pérqindje vjetore interesi 10% (p.a.d).
Njehsoni balansin pas 10 vitesh né qofté se kapitalizimi éshté

a) vjetor;

(a)

(b) gjysmévjetor;

(c) ditor (sypozoni se viti ka 365 dité);
)

(d) i vazhdueshém.

3. Cfaré shume té hollash duhet investuar sot me 7% (p.a.d). dhe kapital-
izim té vazhdueshém ashtu gé pas 20 vjetésh vlera e saj té jeté 20,000 €7

4. Sa éshté vlera sot e 10000 € pas njé periudhe kohore 5 vjegare né qofté
se interesi njehsohet né ményré té vazhdueshme me pérqindje vjetore
7% (p.a.d)? Sa éshté vlera sot e 20,000 € nén kushtet e njéjta?

5. Njé shumé té hollash éshté investuar me njé pérqindje té caktuar interesi
dhe kapitalizim té vazhdueshém. Pas 10 vitesh shuma éshté dyfishuar.
Si do té jeté balansi pas 20 vitesh krahasuar me investimin fillestar?
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6.

10.

11.

12.

Mé 1626 Peter Minuit i shiti imtésira né vleré $24 njé fisi amerikanésh
autoktoné pér toké né ishullin Manhattan Island. Supozohet se né vitin
1990 e njéjta toké kishte vlerén $25.2 miliard. Né qofté se shitésit né kété
transakcion do té kishin investuar $24 e tyre me interes 7% (p.a.d) dhe
kapitalizim té vazhdueshém gjaté téré periudhés 364 vjegare, kush do té
kishte pérfituar mé tepér nga kjo tregti? Pér sa?

Kur njé banké ofron interes me njé pérqindje vjetore p dhe kapitalizim
mé tepér se njé heré né vit, totali i interesit té fituar gjaté vitit éshté
mé i madh se p% i balansit né fillim té vitit. Pérqgindja aktuale pér té
cilén balansi rritet gjaté njé viti quhet pérgindje efektive e interesit, kurse
pérqindja e publikuar p quhet pérgindje nominale e interesit. Me fjalé
tjera pérqindja efektive e interesit éshté pérqgindja e thjeshté e cila éshté
ekuivalente me pérqgindjen nominale té interesit té pérbéré.

(a) N&é qofté se kapitalizimi llogaritet m heré pér vit, vértetoni se pér-
qgindja efektive e interesit éshté 100 ((1+ ﬁ)m -1).

(b) Né qofté se kapitalizimi éshté i vazhdueshém, vértetoni se pérqindja
efektive e interesit éshté 100 (e% — 1).

Né qofté se njé banké ofron interes me pérgindje nominale 6% (p.a.d),
sa éshté mé e madhe pérqindja efektive né qofté se kapitalizimi éshté i
vazhdueshém sesa né qofté se kapitalizimi éshté periodik?

Cili investim ka pérqindje mé té madhe efektive: 8.2% (p.a.d) me kapi-
talizim katérmujor, ose 8.1% (p.a.d) me kapitalizim té vazhdueshém,

Vértetoni se pér njé pérqindje nominale interesi té dhéné pérqindja mé
e madhe aktuale e interesit arrihet né qofté se kapitalizimi éshté i vazh-
dueshém. Me fjalé tjera, nga té gjitha ményrat e kapitalizimit, fitimi mé i
madh arrihet né qofté se investimi éshté me kapitalizim té vazhdueshém.

Pér sa kohé do té dyfishohet shuma e investuar me pérgindje interesi
vjetor 6% (p.a.d) dhe kapitalizim té vazhdueshém?

Shuma e deponuar né njé banké dyfishohet ¢do 13 vjet. Banka lloga-
rit interes té pérbéré me kapitalizim té vazhdueshém. Cfaré pérqindje
vjetore té interesit ofron banka?




86 KAPITULLI 3. HYRJE NE MATEMATIKEN FINANSIARE

3.5 Depozitat periodike

Né pikén e mésipérme éshté shqyrtuar rasti i deponimit té njé kapitali té
caktuar dhe i gjendjes sé fundit té kapitalit né bazé té llogaritjes sé interesit
vjetor. Né kété piké do té shqyrtojmé njé problem ca mé kompleks: né fillim té
¢do viti (ose ¢do periudhe kapitalizimi né qofté se e njéjta nuk éshté njévjegare)
do té deponohen shuma té barabarta D, kurse banka kryen kamatizimin me
pérgindje p% (p.a.d). Depozitat e tilla quhen depozita periodike.

Caktojmé vlerén e fundit S,, pas n depozitash periodike.

Vlera e ardhme e depozitit té paré (té deponuar né fillim té vitit té paré)
pas n vitesh, d.m.th., n kapitalizimesh, do té jeté

p n
b (1 + 100) ’

Depoziti i dyté do té kapitalizohet n — 1 heré, gé sjell shumén

D(1+1L(;O)"71.

Duke vazhduar kété proceduré, depoziti i fundit (i deponuar né fillim té vitit n)
kapitalizohet vetém njéheré, pér té sjellur

P
D(l —)
* 100

Késhtu, né fund té vitit té n-té do té kemi shumén

P \" p \" ! P
n:D(l —) D(l —) D(1 —)
s +o) + to) e + 6

:D(1+1%0){(1+%)n1+(1+1L60)n2+---+1}.

Né kllapat gjarpérore paraqitet shuma e progresionit gjeometrik, prandaj

né qofté se véjmé r = 1 + 155, kemi
r't—1

r—1

Ldr+r?+ "=

pérn=0,1,2,...
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Né kété ményré, kemi

S, = DM_ (1)

r—1

Shembull 1. Né qofté se né fillim té ¢do viti deponohen né banké nga 1,000 €
me interes 7.5% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, sa do té jeté shuma qé arrihet
né fund té vitit té shtaté?

Zgjidhje. Jané dhéné D = 1,000, p = 7.5 dhe n = 7. Kemi

S, = DM
r—1
dhe .5
P .
r + 100 + 100 075
Prandaj,

1.075(1.0757 — 1)
1.075— 1

S7 = 1,000 - ~ 1,000 - 9.446371 ~ 9,446.37

O

Shembull 2. Sa vjet duhet deponuar nga 10,000 € pér ¢do vit ashtu qé né fund
té merren 100,000 € né qofté se llogaritet interes 6% (p.a.d) me kapitalizim
vjetor?

Zgjidhje. Kemi D = 10,000, S,, = 100,000,

p 6
1+ 2 o1y 2 —1.06
=107 T 10

Duke zévendésuar né formulén (1) marrim

1.06(1.06™ — 1)

100,000 = 10,000 1061
d.m.th.,
0.06
1.06" =10 — +1
06 0 106 +1,
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ose
1.06™ ~ 1.56604.

Duke logaritmuar ekuacionin e fundit gjejmé
nlog1.06 =~ log 1.56604,

ose
__ 1og1.56604

~ 7.70.
log 1.06

Pra, shuma e kérkuar do té arrihet (dhe tejkalohet) pas 8 vjetésh. O
Shembull 3. Njé person deponon nga 500 € né fillim té ¢do gjysméviti pér 30
vjet me interes 6% (p.a.d) dhe kapitalizim gjashtémujor. Llogaritni shumén

pérfundimtare.

Zgjidhje. Jané dhéné D = 500, n = 30, m = 2, p = 6. N&é bazé té formulés (2)
nga pika 3.3 dhe asaj (1) fitojmé

- Dr(rm" — 1)’
r—1
ku tani
p
=1+ —.
"= Toom

Duke zévendésuar vlerat e dhéna marrim

6
’f‘—1+m—1.03,

1.03(1.03%30 — 1)
1.03—-1

Sa.30 = 500 -

ose
Seo ~ 500 - 167.94504 ~ 83,972.52.




3.6. RENTAT PERIODIKE 89

Detyra pér ushtrime

1.

Né qofté se né fillim té ¢do viti deponohen né banké nga 700 € me interes
8% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, sa do té jeté shuma gé arrihet né fund
té vitit té dhjeté?

. Njé person deponon nga 1,000 € pér 20 vjet me interes 6% (p.a.d) né

fillim té

(a) ¢do viti me kapitalizim vjetor;

(b) ¢do gjysméviti me kapitalizim gjysmévjetor.

Llogaritni shumén pérfundimtare.

. Sa heré duhet deponuar shumé té njéjté né fillim té ¢do viti ashtu qé

shuma e fundit té jeté 14 heré mé e madhe sesa shuma e depozitit peri-
odik? Pérqindja e interesit éshté 5% (p.a.d) me kapitalizim vjetor.

. Sa heré duhet deponuar shumé té njéjté né fillim té ¢do tremujori ashtu

qé shuma e fundit té jeté 20 heré mé e madhe sesa shuma e depozitit
periodik? Pérgindja e interesit éshté 8% (p.a.d) me kapitalizim tremujor.

. Njé person deponon né fillim té ¢do semestri shuma té njéjta me interes

té pérbéré. Né fund té vitit té treté kapitali arrin vlerén 8,480 €, kurse né
fund té vitit té gjashté 23,500 €. Té llogariten vlera e depozitit periodik
dhe pérqgindja e interesit né qofté se kapitalizimi éshté semestral.

. Njé person deponon né fillim té ¢do tremujori shuma té njéjta me interes

té pérbéré. Né fund té vitit té dyté kapitali arrin vlerén 6,500 €, kurse né
fund té vitit té katérté 14,200 €. Té llogariten vlera e depozitit periodik
dhe pérqgindja e interesit né qofté se kapitalizimi éshté tremujor.

3.6 Rentat periodike

Renté periodike quhet shuma e cila merret gjaté ndonjé periudhe né intervale
té barabarta kohore né emér té njé shume té deponuar mé paré me interes té
pérbéré.
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Kapitali M i cili duhet deponuar né fillim té periudhés, ashtu qé nga ai té
merren renta periodike me vleré R, quhet mizé.

Caktojmé vlerén e mizés M té deponuar me pérqgindje p% (p.a.d) dhe
kapitalizim njévjecar ashtu qé nga e njéjta té merren n renta periodike R né
fund té ¢do viti (gjaté periudhés vijuese n vjegare).

Vlera M; né momentin e deponimit ose vlera e tashme e rentés sé paré,
mund té gjendet nga formula pér shumén pas 1 kapitalizimi:

R = MlT,

ku me

P
= 1 _
=110

éshté shénuar, si zakonisht, faktori i interesit té pérbéré. Rrjedhimisht, vlera

e tashme e rentés sé paré éshté
1
My=R--.
r

Vlera e tashme M e rentés sé dyté gjendet nga formula pér shumén pas
2 kapitalizimesh me interes té pérbéré:

R = Moyr?,
ose
1
M;=R-—.
T

Vlera e tashme M3 e rentés sé treté gjendet nga formula pér shumén pas
3 kapitalizimesh me interes té pérbéré:

R = Msr®,
ose
1
Ms=R-—.
r

Duke vazhduar kété proceduré, vlera e tashme M,, e rentés sé n-té gjendet
nga formula pér shumén pas n kapitalizimesh me ineteres té pérbéré:

R=M,r",
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ose 1
M,=R —.
7-»71

Vlera M e mizés éshté e barabarté me shumén e té githa vlerave té tashme:
M = My + My + Mz +---+ M,
1 1 1 1
=R - +R- —4+R-—+---+R-—
T r2 73 rn
1
=R _(T,n—l +T,n—2 +T,n—3 N 1)
Tn

Duke zbatuar, sikur né pikén paraprake, formulén pér shumén e progresi-
onit gjeometrik:

n—1
,,,nfl +7,n72_|_rn73+_ _|_1: r ’
r—1
fitojmé
r —1
M=R——— 1
ro(r —1)° 1)

qé paraqet fomulén pér llogaritjen e mizés.

Shembull 1. Sa duhet deponuar né banké sot me interes 10% (p.a.d) dhe kapi-
talizim vjetor ashtu qé 12 vjetét vijuese té merren renta periodike prej 5,000 €7

Zgjidhje. Jané dhéné R = 5,000, p = 10, n = 12. Kemi

R
T

dhe
1.1%2 -1

M = 5,000 —————
IR (11— 1)

~ 5,000 - 6.813692 ~ 34,068.46.

O

Shembull 2. Sa duhet deponuar né banké sot me interes 8% (p.a.d) dhe kapi-
talizim semestral ashtu qé 12 vjetét vijuese té merren nga 4,000 € né fund té
¢do semestri (gjashtémujori)?
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Zgjidhje. Jané dhéné R = 4,000, p = 8, n = 12, m = 2. N&é bazg té formulés (2)
nga pika 3.3 dhe asaj (1) fitojmé

M rmn 1 7

(e —1)
ku tani

_ P
m= 1 oome
Pra,
r=1+ 8 1.04

100-2

dhe
1.04%12 — 1
M = 4,000 - 0 ~ 4,000 - 15.246963 ~ 60,987.85.

1.04212.(1.04 — 1)
O

Shembull 3. Né banké jané deponuar 87,700 € me 6% (p.a.d) dhe kapitalizim
semestral. Té llogaritet sa heré mund té merren renta periodike gjashtémujore
prej 5,000 €7

Zgjidhje. Jané dhéné M = 87,700, R = 5,000, p = 6, m = 2. Llogarisim vlerén
e mn. Kemi »
= 1 _
T
d.m.th.

6
14— =103
r=1+1505 = 103

Duke zévendésuar vlerat né formulén

rmn— 1
M=R————
rmn(y — 1)’
fitojmé
2n __
87,700 = 5,000 1.03 !

1.0327(1.03 — 1)’
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d.m.th.,

ose
0.5262 - 1.03*" = 1.03%" — 1.
Prej kétej gjejmeé
1.03%"(1 — 0.5262) = 1,
ose

1
1.037" = ——.
0.4738

Duke logaritmuar ané pér ané barazimin e fundit marrim
2nlog1.03 ~ log 2.110595,

d.m.th.
__ log2.110595

log 1.03
Pra, 25 < 2n < 26, qé d.m.th. se merren 25 renta té plota nga 5,000 €. O

~ 25.27.

Detyra pér ushtrime

1. Sa duhet deponuar né banké sot me interes 10% (p.a.d) dhe kapitalizim
tremujor ashtu qé 16 vjetét vijuese té merren nga 3,000 € né fund té ¢do
tremujori?

2. Jané deponuar 200,000 € me interes 10% (p.a.d) dhe kapitalizim tre-
mujor. Sa do té jeté renta periodike né qofté se merret 9 vjet né fund té
¢do tremujori?

3. Llogaritni né shembullin 3 sa éshté vlera e rentés sé njézetegjashté (jo té
ploté) e cila mbetet pér t’u paguar?

4. Né banké jané deponuar 100,000 € me 7% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor.
Té llogaritet sa heré mund té merren renta vjetore prej 8,000 €7

5. Né bankeé jané deponuar 14,100 € me 8% (p.a.d) dhe kapitalizim tremu-
jor. Té llogaritet sa heré mund té merren renta tremujore prej 6,000 €7
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. Sa duhet deponuar né banké sot me interes p% (p.a.d) dhe kapitalizim

vjetor ashtu qé n — 1 vjetét e paré té merren renta periodike R, kurse
vitin e fundit té€ merret renta jo e ploté R’ (R’ < R)?

. Sa duhet deponuar me interes 6% (p.a.d), me kapitalizim tremujor, né

fillim té ¢do viti gjaté 12 vjetéve ashtu gé gjaté 15 vjetéve vijuese té
merren nga 4,000 € né fund té ¢do viti?

. Prindi deponon né fillim té ¢do viti, nga dita e lindjes sé fémisé deri né

moshén 25 vjecare, nga 1,000 € me 5% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor
ashtu qé i biri duke filluar nga mosha 30 vjecare, né 25 vitet vijuese té
marré né fund té ¢do viti renta periodike. Sa éshté vlera e rentave?

. Njé person déshiron qé rentat periodike prej 3,330 € té cilat éshté da-

shur t’i merré 30 vjet t’i zévendésojé me mé té médha, té cilat do t’i
merré 20 vjet. Sa do té jeté vlera e rentave té reja periodike né qofté se
pérqindja e interesit éshté 5% (p.a.d) me kapitalizim vjetor?
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3.7 Huat

Né rast kontraktimi té njé kredie afatgjaté (ose huaje), né kontratén e kredisé
duhet té pérpunohet plani i amortizimit té€ huas, d.m.th. i shlyerjes sé bo-
rxhit t& huamarrésit (debitorit) gjaté njé numri té caktuar vitesh, me ¢’rast
debitori bén pagesa té caktuara periodike, né até ményré qé pas kalimit té
numrit té caktuar té viteve té shlyejé téré krediné, pérfshiré edhe interesat pér
shfrytézimin e shumave me té cilat ka disponuar.

Shumat té cila paguhen né ményré periodike, té cilat pérmbajné borxhin
kryesor dhe interesin né té, quhen anuitete.

3.7.1 Huat me anuitete té barabarta

Le té jeté K vlera e kredisé (borxhi kryesor) sé dhéné pér n vite me pérgindje
interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor. Le té jeté A vlera e anuitetit vjetor,
té paguar né fund té ¢do viti.

Anuiteti i paré paguhet pas kalimit té vitit té paré; rrjedhimisht, vlera
e diskontuar (d.m.th. vlera sot, ose vlera e tanishme) e tij éshté é, ku, si
zakonisht,

2
:1 _
"= 100

éshté faktori i interesit dekursiv.

Anuiteti i dyté paguhet pas 2 vitesh, prandaj vlera e diskontuar e tij éshté
;%, e késhtu me rradhé; mé né fund, anuiteti i n-té paguhet pas n vitesh,
prandaj vlera e diskontuar e tij éshté TAH.

Kredia do té amortizohet né qofté se shuma e vlera té diskontuara té té
gjitha anuiteteve éshté e barabarté vlerén e kredisé, d.m.th. né qofté se?

A A A A
K:__|__2+...+_n:_
r T r

r"—1

n—1 n—2 1) = Ai
(" "+ ) =)

/rn’ﬂ

Nga barazimi i fundit gjejmé

"(r—1)

.
A=K—r—r, (1)

2Véreni analogjiné me ecuring, tanimé té njohur, té nxjerrjes sé formulés pér llogaritjen
e mizés pér rentén e dhéné periodike.
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qé paraget formulén pér llogaritjen e vlerés sé anuiteteve té barabarta pér
amortizimin e kredisé.

Shembull 1. Kredia prej 50,000 € amortizohet pér 12 viet me 5% (p.a.d)
interes (dhe kapitalizim vjetor). Sa do té jeté anuiteti vjetor?

Zgjidhje. Kemi K = 50,000, p=>5,n =12,

P 5
e T R T
Sipas formulés (1) gjejmé
(e — 1) 1.0512(1.05 — 1)
A=K——* =50,000——————% ~ 5,641.27.
rn—1 ’ 1.0512 —1 ’

O

Né qofté se pagimi i anuiteteve dhe kapitalizimi béhen m heré né vit,
atéheré nga sa dijmé mé paré, formula (1) merr formén

™ (r —1)

pmn 1’

A=K (2)

ku tani

Shembull 2. Cila hua mund té shlyhet pér 10 vjet me anuitete mujore prej
200 € dhe interes 6% (p.a.d) me kapitalizim mujor?

Zgjidhje. Kétu kemi A = 200, p =6, n =10, m = 12,

p
—1+-L2 — 1.005.
"= Toom T T 100012
Nga formula (2) fitojmé
pmn _ 10051210 _ 1
K=A — 200 ~ 18,014.69.
rmn (e — 1) 1.0051210(1.005 — 1) ’
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Secili anuitet éshté i barabarté me shumén e interesit né borxhin e mbetur
dhe té pjesés sé borxhit kryesor té cilin e kthen, e qé quhet kést.

[ishté e qarté se vlerat e késteve ndryshojné.

Pér thjeshtim né llogaritje, sypozojmé sérish se kemi té béjmé me anuitete
dhe kapitalizim vjetoré (d.m.th. m = 1).

Atéheré, né fund té vitit té paré, meqé borxhi i mbetur éshté K (gjaté vitit
té paré éshté shfrytézuar e téré pjesa kryesore), interesi né huané pér 1 vit
éshté L2 Késhtu, né qofté se késtin e paré e shénojmé me K7, do té kemi

100
Kp
A=K+ —
' o0
d.m.th. pér késtin e paré gjejmé
Kp
Ki=A-—. 3
1 100 3)

Pas pagesés sé anuitetit té paré borxhi i mbetur zvogélohet pér K7, d.m.th.
ka vlerén K — K;. Meqé pér anuitetin e dyté poashtu vlen

(K — Ky)p

A=K -

TR
pér késtin e dyté fitojmé

KQ — A— (K_Kl)p

100
Rrjedhimisht, sipas (3),
Kp Kip Kip P
Ko=A— L 2 g PP g (g —);
2 100 T 100 - 00 T (1+ 100

pra,
KQ = Kl’l’.

Pas pagesés sé anuitetit té dyté borxhi i mbetur do té zvogélohet akoma
pér Ko, d.m.th. ka vlerén K — K7 — K5, e meqé pér anuitetin e treté kemi
(K —Ki—K2)p

A=K
st 100 ’
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fitojmé
(K — Ky — K2)p
Ky3=A—
3 100 ’
ose
(K —Ky)p , Kap Kap D
Ky=A— — K —:K(l —):K.
3 100 100 2t ag0 = U g0 2"
Duke zévendésuar Ko = Kjr né barazimin e fundit, fitojmé
K3 = K17‘2.
Né qofté se do té vazhdonim kété, do té fitonim
K4 = K17‘3,
K5 = Kl’l’4,

@

Shembull 3. Huaja prej 300,000 € amortizohet pér 15 vjet me anuitete té
barabarta vjetore dhe interes 10% (p.a.d) me kapitalizim vjetor. Té caktohet
késti i fundit.
Zgjidhje. Kemi K = 300,000, n = 15, p = 10,
P 10
—=14+-—=1.1
100 + 100
Gjejmé sé pari vlerén e anuiteteve té barabarta:
1.1%(1.1 -1)
1.1 —1

r=1+

A = 300,000 ~ 39,442.13,

dhe pastaj késtin e paré:
300,000 - 10

Kp
Ki=A— L ~3944213 -
! 100 3% 3 100

~ 9,442.13.

Tani, duke zbatuar formulén (4) gjejmé

Kis = Kir'* =~ 9,442.13 - 1.1 ~ 35,856.48.
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Detyra pér ushtrime

1. Kredia prej 50,000 € amortizohet pér 12 vjet me 5% (p.a.d). Sa do té
jeté vlera e anuitetit né qofté se periudha e kapitalizimit dhe anuiteteve
éshté

a) gjashtémujore;

(a)
(b) katérmujore;
(c) tremujore;

(d) mujore?

2. Eshté marré hua pér shtépi prej 150,000 € me interes 9% (p.a.d) dhe
kapitalizim mujor pér 30 vjet. Sa éshté anuiteti mujor pér kété hua?

3. Pércaktoni pagesén mujore pér veturé té re me ¢mim 15,675 € né qofté
se né té paguhet deposit prej 4,000 € dhe vetura financohet pér periudhé
5 vjegare me pérqgindje 6% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor.

4. Vértetoni se né qofté se huaja prej K eurosh amortizohet pér n vjet me
pérqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor, atéheré anuitetetet
e barabarta mujore jané

Ki
A=— -1
1—(1+44)-12n
kui = wgﬁ éshté norma mujore e interesit (e shprehur si numér deci-
mal).

5. Cila hua mund té shlyhet pér 10 vjet me anuitete prej 1,000 € dhe interes
6% (p.a.d) né qofté se periudha e kapitalizimit dhe anuiteteve éshté
(a) vjetore;
(b) gjashtémujore;
(¢) katérmujore?
6. Sypozojmé se njé familje mund t’ia dalé me pagesa mujore prej jo mé

tepér se 1,200 € pér hua pér shtépi. Cila éshté shuma mé e madhe e
té hollave té cilén ata mund ta huazojné, nén sypozimin se huadhénési
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éshté i disponuar ta amortizojé huané pér 30 vjet me interes 9% (p.a.d)
dhe kapitalizim mujor?

Sa periudha zgjat pagesa e huas prej 14,877.47 € me anuitet vjetor
1,000 € e me interes 3% (p.a.d)?

. Pér sa vjet amortizohet huaja prej 85,000 € me anuitet katérmujor prej

5,089.21 € me 2.4% (p.a.d) dhe kapitalizim katérmujor?

. Sa anuitete duhet paguar pér amortizimin e huasé prej 72,000 € me anu-

itet gjashtémujor prej 8,015.51 € me 4% (p.a.d) dhe kapitalizim gjashté-
mujor?

Sa periudha zgjat pagesa e huas prej 14,877.47 € me anuitet vjetor
1,000 € e me interes 3% (p.a.d)?

Huaja prej 200,000 € amortizohet pér 5 vjet me anuitete té barabarta
vjetore dhe interes 8% (p.a.d) me kapitalizim vjetor. Caktoni:

(a) anuitetin;
(b) késtin e paré;

(c) késtin e katérté.

Huaja prej 100,000 € amortizohet pér 15 vjet me anuitete té barabarta
mujore dhe interes 8% (p.a.d) me kapitalizim mujor. Caktoni késtin e
fundit.

Vértetoni se né qofté se huaja prej K eurosh amortizohet pér n vjet me
pérqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, atéheré vlera e késtit
té paré éshté

r—1

rn—1

K=K

Vértetoni se né qofté se njé hua amortizohet pér n vjet me anuitete
vjetore prej A eurosh dhe pérgindje interesi p% (p.a.d) e kapitalizim
vjetor, atéheré:

(a) vlera e késtit té paré éshté

Kl = A’f‘_n,
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(b) vlera e késtit té i-té éshté
K, = Api=nl

3.7.2 Plani i amortizimit té njé huaje me anuitete té ba-
rabarta

Si¢ pamé né pikén paraprake, né kthimin pjesé-pjesé té borxhit (amortizimin
e huas) debitori paguan né ményré periodike interesat, si dhe pjesé té borxhit
kryesor.

Shénojmé me I; interesin pér vitin (periodén) ¢, P; borxhin e kthyer (pjesén
e paguar) pas anuitetit té i-té, R; mbetjen e borxhit pas anuitetit té i-té.

Supozojmé se interesi llogaritet me kapitalizim vjetor dhe anuitetet jané
vjetore (d.m.th. m = 1).

Nga sa u tha né pikén paraprake, do té kemi:

1. pér interesin:

_ Riap
! 100
(véreni se né rast mé tepér kapitalizimesh dhe anuitetesh brenda vitit,

R;,_
d.m.th. kur m # 1, kétu do té kemi | I; = 1P ),
100m

2. pér késtin:

3. pér borxhin e paguar:

‘Pi =P+ K

dhe
P=Ki+Ky+ - +K;

4. pér mbetjen e borxhit:

‘Ri =R - K;

dhe
Ri=K—(Ki+Ky+--+K;)=K—PF,
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Qé borxhi té shlyhet pas n anuitetesh do té duhej qé¢ P, = K, ose R,, = 0,
pra

Ki+ Ko+ + Kyp=K,

qé paraqet kushtin e shlyerjes sé borzhit (ose, kushtin e mbylljes).
Késhtu, borxhi i mbetur mund té shprehet edhe né formén

Ri=Kit1+ Kita+ -+ + Ky
Do té themi se éshté pérpiluar plani i amortizimit té borzhit né qofté se

éshté ndértuar njé tabelé e cila ka pér shtylla vlerat e i, K;, I;, A; (anuiteti
i i-t€), R; dhe, sipas déshirés, P;:

il L K, | A R; P

0 K

1| e 14— | A| Ro-K Py + K,
2| fup AL | A| R -K, P+ K

n| Bl AT, | A| Ry~ K, | Pioi + K,

Shembull 4. Huaja prej 100,000 € amortizohet me anuitete té barabarta vje-
tore pér 5 vjet me interes 7% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor. Té pérpilohet
plani i amortizimit.

Zgjidhje. Jané dhéné K = 100,000, n = 5, p = 7. Gjejmé sé pari vlerén e
anuiteteve:

p 7
=1t 0T T 10

"(r—1 1.075(1.07 -1
A= KM - 100,000(—)

~ 24,389.07.
™ —1 1.075 -1 ’

Tani pérpilojmé planin e amortizimit:
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) I; K; Ai R; P;
0 100,000
1| 7,000 17,389.07 | 24,389.07 82,610.93 17,389.07
2 | 5,782.77 | 18,606.30 | 24,389.07 64,004.63 35,995.37
3 | 4,480.32 | 19,908.75 | 24,389.07 | 44,095.88 | 55,904.12
4| 3,086.71 | 21,302.36 | 24,389.07 | 22,793.52 | 77,206.48
5 | 1,595.55 | 22,793.52 | 24,389.07 0 100,000

O

Nga plani i amortizimit té huasé mund té lexohen vlerat e borxhit té
kthyer P; né fund té periodés i dhe té mbetjes R; té borxhit. Megjithaté,
ndonjéheré éshté e nevojshme té llogariten drejtpérdrejt kéto vlera, pa pér-
pilim paraprak té planit t€ amortizimit.

Nxerrim mé poshté formulat pér llogaritjen e kétyre vlerave.

Meqé, sic dihet, K; = K7~ !, kemi

Pi=Ki+Ks+Kz+- -+ K;
=K1+ Kir+ Ky + -+ Kir' ™!
=Ki(L+r+r 4+ +r7h).

D.m.th.,

(5)

Nga ana tjetér,

Ri = Kis1 + Kiyo + Kigs + -+ Ko
:Kl'f‘i—f—Kl’l"H_l +K1Ti+2+"'+K1’f‘n_l
=Kir'(l+r+r2 4.4,

Meqé shprehja nén kllapa paraget shumén e n — ¢ termash té njé progresioni

gjeometrik, kemi
T ]
Ri = KlT‘Z

r—1"~
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ose, pérfundimisht,

no_ pt

r

R; = Ky

(6)

Shembull 5. Huaja prej 400,000 € amortizohet pér 20 vjet me anuitete té
barabarta semestrale dhe interes 8% (p.a.d) e kapitalizim semestral. Té gjen-
det:

r—1"

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 30 anuiteteve té paguara,
(b) borxhi i mbetur pas 30 anuiteteve té paguara.
Zgjidhje. Jané dhéné K = 400,000, n = 20, m = 2, p = 8, i = 30. Gjejmeé sé

pari vlerén e anuiteteve té barabarta. Meqé

8
r=1+-L 14> —104

100m 100 -2
femi (r—1) 1.04220(1.04 — 1)
rm(r—1 .04~ 04 -1
A= Ko = 400000~ 5 55— ~ 20200.40.
Gjejmé tani késtin e paré:
Kp 400000 - 8
Ki=A— — ~20209.40 - ———— =~ 4209.40.
! 100m 100 - 2
(a) Borxhi i shlyer do té jeté
r3Y—1 1.04%0 — 1
Py =K ~ 420940 —— =~ 2 .70.
30 1 09.40 Toi=1 36083.70
(b) Borxhi i mbetur do té jeté
e — 30 104220 — 1
R3g = K1———— =~ 4209.40———— =~ 163916.30.
R 1.04—1

Natyrisht, duke ditur rezultatin e llogaritur nén (a) pér P;, vlerén e R;
kemi mundur ta llogarisim mé thjeshté:

R3p = K — P39 =~ 400000 — 236083.70 ~ 163916.30.
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Detyra pér ushtrime

1.

Kredia prej 10,000 € amortizohet me anuitete té barabarta mujore pér
1 vjet me interes 12% (p.a.d) dhe kapitalizim mujor. Té pérpilohet plani
i amortizimit.

. Kredia prej 50,000 € amortizohet me anuitete té barabarta katérmujore

pér 3 vjet me interes 9% (p.a.d) dhe kapitalizim katérmujor. Té pérpi-
lohet plani i amortizimit.

. Huaja prej 500,000 € amortizohet pér 10 vjet me anuitete té barabarta

vjetore dhe interes 7% (p.a.d) e kapitalizim vjetor. Té gjendet:

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 7 anuiteteve té paguara,

(b) borxhi i mbetur pas 7 anuiteteve té paguara.

. Huaja prej 1,000,000 € amortizohet pér 15 vjet me anuitete té barabarta

mujore dhe interes 6% (p.a.d) e kapitalizim mujor. Té gjendet:

(a) pjesa e shlyer e borxhit pas 120 anuiteteve té paguara,

(b) borxhi i mbetur pas 120 anuiteteve té paguara.

. Shprehni formulat e dhéna né kété piké pér interesin I;, borxhin e pa-

guar P; dhe pér mbetjen e borxhit R; né rast té disa kapitalizimesh dhe
anuitetesh brenda vitit, d.m.th. kur m # 1.

. Pérpiloni njé skemé tabelare té pérgjithshme (sikur ajo e dhéné né kété

piké) pér planin e amortizimit té huasé né rast m kapitalizimesh dhe
anuitetesh brenda vitit.

. Vértetoni se né qofté se huaja prej K eurosh amortizohet pér n vjet me

pérqindje interesi p% (p.a.d) dhe kapitalizim vjetor, atéheré mbetja R;
e borxhit pas anuitetit té i-té éshté

. Gjeni formulén pér mbetjen R; té borxhit pas anuitetit té i-té né qofté

se huaja prej K eurosh amortizohet pér n vjet me pérqindje interesi
p% (p.a.d) dhe m kapitalizime (e po aq anuitete) brenda viti.
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3.7.3 Meényra té tjera amortizimi huash

Le té pranojmé shénimet nga pika e mésipérme dhe le té supozojmé se kemi
njé kapitalizim (dhe njé anuitet) brenda vitit (d.m.th. m = 1).
Njé ményré tjetér e amortizimit té huave, mé e thjeshté se ajo e studiuar
né pikat paraprake, éshté metoda e amortizmit me késte té dhéna.
Supozojmé se jané té dhéna kuotat pér késtet: Ky, Ko, ..., K,, natyrisht,
ashtu gé té plotésojné kushtin

Ki+Ko+-+K,=K.

Atéheré, pjesa e mbetur e borxhit R; dhe interesi I; pércaktohen sikurse
meé paré:
R,=R;1 - K;
_ Ricap
‘100

prej nga lehté gjejmé vlerén e anuitetit A;:

Shembull 6. Huaja prej 1,000,000 € amortizohet pér 5 vjet me interes 4%
(p-a.d) dhe kapitalizim vjetor, me kuotat vijuese pér késtet: K; = 150,000,
Ky = 180,000, K3 = 210,000, K, = 230,000, K5 = 230,000. Té& pérpilohet
plani i amortizimit.

Zgjidhje. Plani i amortizimit éshté

{ I; K; A; R; P;

0 1,000,000

1| 40,000 | 150,000 | 190,000 850,000 150,000
2 | 34,000 | 180,000 | 214,000 670,000 330,000
326800 | 210,000 | 236,800 460,000 540,000
418400 | 230,000 | 248400 230,000 770,000
5| 9200 | 230000 | 239,200 0 | 1,000,000




3.7. HUAT 107

Véreni se pér kété ményré amortizimi anuitet jané té€ ndryshueshme.

Té pérmendim edhe njé ményré tjetér amortizimi huash me anuitete té
ndryshueshme — amortizimi me anuitete progresion gjeometrik.

Supozojmé se anuitetet zvogélohen (ose rriten) sipas njé progresioni gjeo-
metrik. Atéheré, pér ndonjé numér ¢ # 0, do té jeté Ay = A1q, Az = Axq =
A1q27 ceey Ay = An—lq = Alqn_l'

Duke mbledhur vlerat e tashme té anuiteteve, sikur mé paré, fitojmé

A A A A,
K=—"+4+2+2+. .+
r r r r
A A A At
r r r r
A 2 n—1
__1(1+q+(z) ot (9) )
r r r
A -1 =g
o -1 Trn(r—q)
Prej kétej fitojmé formulén pér anuitetin e paré
A = gIr=a)
,rn_qn

Tani, anuiteti aktual llogaritet nga anuiteti paraprak mbéshtetur né faktin se
formojné progresion gjeometrik me herés g¢:

A = Ai—agq.

Shembull 7. Huaja prej 1,000,000 € amortizohet pér 5 vjet me interes 10%
(p-a.d) dhe kapitalizim vjetor, me anuitete vjetore té cilat vit pas viti zvogélo-
hen pér 5%. Té pérpilohet plani i amortizimit.

Zgjidhje. Kemi: K = 1,000,000, p = 10, n = 5. Meqé

Ai:Aifl_Aifli:Aifl' 1_i :Ai—l'ﬁ,
100 100 100

pérfundojmé se
95

q
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Llogarisim anuitetin e paré:
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10
=1+—=1.1
=1 100 ’
r™(r—q) 1.15(1.1 — 0.95)
1 pT— ,000,000 115 — 0.055 88,715.3

Plani i amortizimit éshté
0 1,000,000
1 | 100,000 188,715.32 | 288,715.32 811,284.68 188,715.32
2 81,128.47 | 193,151.09 | 274,279.56 618,133.59 381,866.41
3 61,813.36 | 198,752.22 | 260,565.58 419,381.37 580,618.63
4 41,938.14 | 205,599.16 | 247,537.30 213,782.21 786,217.79
5 21,378.22 | 213,782.21 | 235,160.43 0 1,000,000

Detyra pér ushtrime

1. Kredia prej 100,000 € amortizohet pér 1 vjet me interes 12% (p.a.d) dhe
kapitalizim mujor me:
(a) anuitete mujore té cilat muaj pas muaji zvogélohen pér 10%;
(b) anuitete mujore té cilat muaj pas muaji rriten pér 10%;
(c) kuotat vijuese pér késtet: Ky = 12,000, Ko = 11,000, K3 = 10,000,
K, = 10,000, K5 = 9,000, K¢ = 9,000, K7 = 8,000, Kg = 8,000,
Ky = 17,000, K10 = 6,000, K11 = 5,000, K12 = 5,000.

Té pérpilohet plani i amortizimit.

2. Kredia prej 50,000 € amortizohet pér 4 vjet me interes 9% (p.a.d) dhe
kapitalizim katérmujor me:

(a) anuitete katérmujore té cilat periodé pas periode zvogélohen pér
15%;

(b) anuitete katérmujore té cilat periodé pas periode rriten pér 15%.
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(c) kuotat vijuese pér késtet: Ky = Ko = K3 = K4y = Ky = Kg =
K7 =5000, Ks = Ko = K19 = K11 = K13 = 3,000.

Té pérpilohet plani i amortizimit.

. Huaja prej 100,000 € amortizohet pér 10 vjet me interes 7% (p.a.d) e

kapitalizim vjetor. Té llogariten anuitetet ashtu qé vit pas viti késtet té
rriten pér 1,000 €. Té pérpilohet plani i amortizimit.

. Huaja prej 1,000,000 € amortizohet pér 15 vjet me interes 6% (p.a.d)

e kapitalizim mujor. Té llogariten anuitetet ashtu qé muaj pas muaji
késtet té zvogélohen pér 50 €.

. Pérpiloni njé skemé tabelare té pérgjithshme (sikur ajo e dhéné né pikén

paraprake) pér planin e amortizimit té huasé me késte té dhéna, né qofté
se béhet 1 kapitalizim (dhe 1 pagesé anuiteti) né vit.

. Pérpiloni njé skemé tabelare té pérgjithshme (sikur ajo e dhéné né pikén

paraprake) pér planin e amortizimit té huasé me anuitete progresion
gjeometrik, né qofté se jané m kapitalizime (dhe anuitete) né vit.
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Kapitulli 4

Funksionet dhe grafiket e

tyre

4.1 Funksionet

Né shumeé situata praktike vlera e njé madhésie mund té varet nga vlera e njé
madhésie tjetér. Pér shembull, kérkesa e konsumatoréve pér mish vi¢i mund
té varet nga ¢mimi i tanishém i tregut, ose vlera e njé litri qumésht mund té
varet nga sasia e yndyrés né té. Relacionet e tilla shpesh mund té paragiten

matematikisht si funksione.

Théné né ményré té liré, funksioni pérbéhet nga dy bashkési dhe njé rregull
e cila i shogéron elementet e njérés bashkési me elementet e bashkeésisé tjetér.
Pér shembull, supozojmé se déshirojmé té pércaktojmé efektin e ¢mimit né
numrin e njésive té njé malli té caktuar té cilat do té shiten me até ¢mim. Pér
té studiuar kété lidhméri, duhet té dijmé bashkésiné e gmimeve té pranueshme,
bashkésiné e niveleve t& mundshme té shitjes dhe njé rregull pér shogérimin e

secilit ¢gmim me njé nivel té caktuar shitjeje.

Japim né vijim pérkufizimin e funksionit té cilin do ta shfrytézojmé.

111
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Funksioni. Funksion éshté njé rregull e cila ¢do elementi té njé
bashkésie A i shoqéron saktésisht njé element té njé bashkésie B.
Bashkésia A quhet domen (ose fushé pérkufizimi) i funksionit, kurse
bashkésia e elementeve té shogéruara né B quhet kodomen (ose rang).

Pér shumicén e funksioneve nga kurset tona, domeni dhe kodomeni do té
jené bashkési numrash realé, kurse veté funksionin do ta shénojmé me njé
shkronjé, si¢ éshté f. Atéheré, vlera té cilén funksioni f ia shogéron numrit
nga domeni shénohet me f(x) (lexoni ,,f prej x“), e cila shpesh jepet si formulé,
sig éshté f(z) = 2% + 1.

\\\ Hyrja_) Makina _)Dalja

(a) Funksioni si pasqyrim (b) Funksioni si makiné

Figura 4.1. Interpretime té njé funksioni f

Mund té jeté njé ndihmé té mendojmé pér njé funksion té tillé si pasqyrim
i numrave nga A né numrat nga B (figura 4.1a), ose si njé makiné e cila merr
numrin e dhéné nga A dhe e konverton né njé numér né B pérmes njé procesi
té pércaktuar me rregullén funksionale (figura 4.1b). Pér shembull, funksioni
f(z) = 22 + 1 mund té mendohet si njé ,makiné f“ e cila merr né hyrje z,
pastaj e ngrit né katror dhe i shton 1 pér té prodhuar né dalje y = 22 + 1.
Pa marré parasysh se si e zgjedhim ta paramendojmé njé relacion funksional,
éshté me réndési té mbajmé né mend se ai i shogéron njé dhe vetém njé numér
nga kodomeni (dalja) ¢do numri nga domeni (hyrja). Ja njé shembull.

Shembull 1. Gjeni f(2) né qofté se f(z) = 22 + 1.
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Zgjidhje.
f(2)=2*+1=5.
O

Véreni pérshtatshmériné dhe thjeshtésiné e shénimit té funksioneve (ose,
si¢ themi, té notacionit funksional). Né shembullin e mésipérm formula e
pérmbledhur f(z) = 2% + 1 pérkufizon né térési funksionin, dhe faktin se 5
éshté numri gé funksioni ia shogéron numrit 2 mund ta tregojmé, thjesht, me
f(2)=5.

Shpesh éshté e pérshtatshme qé njé relacion funksional té paraqitet me njé
ekuacion y = f(x), dhe né kété kontekst, x dhe y quhen ndryshore (ose vari-
abla). Né veganti, meqé vlera numerike e y pércaktohet nga ajo e z, y shpesh
quhet ndryshore e varur dhe x ndryshore e pavarur. Véreni se nuk ka asgje
té posacme lidhur me simbolet x dhe y. Pér shembull, funksioni y = 22 + 1
mund té paragitet poaq me lehtési me s = ¢ + 1 ose me v = u? + 1.

Notacioni funksional mund té pérdoret edhe pér pérshkrim té dhénash
tabelare. Pér shembull, funksioni yné y = 2 + 1 pérshkruan té dhénat vi-
juese tabelare.

8

LW N~ O
DN =
O}OUYMHM‘@

Né shembullin vijues, jané pérdorur dy formula pér té pérkufizuar funk-
sionin.

Shembull 2. Gjeni g (—3), g(2) dhe g(3) né qofté se

(@) ﬁ né qofté se = < 2,
xTr) =
g 222 —1 né qofté se x > 2.
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Zgjidhje. Meqé x = —% plotéson kushtin z < 2, zbatojmeé pjesén e sipérme té
formulés pér té gjetur

( 1) 1 1 2
g - = = 1 = 5 = ——,
2)  —1-2 3 5

Por, = 2 dhe x = 3 plotésojné kushtin tjetér x > 2, késhtu qé g(2) dhe g(3)
i gjejmé duke shfrytézuar pjesén e poshtme té formulés:

g(2)=2-22-1=7
dhe
g(3)=2-3*-1=17.
O

Shembulli vijues ilustron se si notacioni funksional pérdoret né situaté prak-
tike. Véreni se pér té lehtésuar interpretimin e formulave algjebrike, pér funk-
sionin dhe ndryshoren e pavarur té tij jané shfrytézuar shkronja té cilat sugje-
rojné madhésité relevante praktike. (Né kété shembull, shkronja C éshté pér
koston (angl. ,,cost®), kurse g pér sasiné (,quantity“) e prodhuar.)

Shembull 3. Supozoni se kostoja totale né euro e prodhimit té ¢ njésish té njé
malli té caktuar éshté dhéné me funksionin

C(q) = ¢ — 20¢® + 600q + 300.
a) Llogaritni koston e prodhimit té 10 njésive té mallit.
(a) Llog P \
(b) Llogaritni koston e prodhimit té njésisé sé 10-té té mallit.

Zgjidhje.  (a) Kostoja e prodhimit té 10 njésive éshté vlera e funksionit té
kostos totale kur ¢ = 10. Pra,

C(10) = 10* — 20 - 10% 4+ 600 - 10 + 300 = 5300

euro.
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(b) Kostoja e prodhimit té njésisé sé 10-té éshté ndryshimi ndérmjet kostos
sé prodhimit té 10 njésive dhe kostos sé prodhimit té 9 njésive. Pra,

C(10) — C(9) = C(10) — (9° —20-92 4600 - 9+ 300) = 5300 — 4809 = 491

euro.

O

Véreni se né shembullin e mésipérm funksioni C(q) = ¢* —20¢*+600g+ 300
éshté i pérkufizuar pér ¢do numeér real g, por domeni i zbatimit praktik éshté
q > 0, meqé éshté e pakuptimté té flitet mbi prodhimin e njé numri negativ
njésish.

Né shembullin vijues shqyrtohen dy funksione domeni i té cilave éshté i
ngushtuar pér shkaqge algjebrike.

Shembull 4. Gjeni fushén e pérkufizimit (domenin) té funksioneve vijuese.
(a) f(z) = 725
(b) g(t) = VI=3.

Zgjidhje.  (a) Meqé éshté i mundur pjesétimi me njé ¢farédo numri té ndry-
shém nga 0, fusha e pérkufizimit té f éshté ¢do numér x i tillé qé z—3 # 0,
d.m.th. ¢do numér = # 3.

(b) Meqé numrat negativé nuk kané rrénjé katrore reale, g(t) ka kuptim
vetém kur ¢t —3 > 0, késhtu qé domeni i g éshté bashkésia e té gjithé
numrave realé t té tillé qé ¢ > 3.

O

Ka shumé situata kur njé madhési jepet si funksion i njé ndryshoreje e cila,
poashtu, mund té shkruhet si funksion i njé ndryshoreje tjetér. Duke kombinu-
ar kéto funksione né ményré té pérshtatshme, mund té shprehim madhésiné e
paré si funksion té ndryshores tjetér. Ky proces quhet kompozim funksionesh.

Pér shembull, supozojmé se kostoja totale C'(¢) e prodhimit né njé uziné
éshté funksion i numrit té njésive té prodhuara g, i cili éshté veté funksion ¢(¢) i
numrit té oréve ¢ qé operon uzina. Sa do té jeté kostoja e t oré pune prodhuese?
Pérgjegjjen né kété pyetje do ta jipnim duke zévendésuar ¢(t) né formulén pér
koston pér té shprehur C' si funksion té pérbéré té t.
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Japim pérkufizimin e kompozimit té funksioneve.

Kompozimi i funksioneve. N& qofté se jané dhéné dy funksione g(u)
dhe f(z), kompozimi (ose funksioni i pérbéré) g(f(x)) éshté funksion i x
i formuar me zévendésimin u = f(x) pér u né formulén pér g(u).

Vérejmé se funksioni i pérbéré g(f(z)) ka kuptim vetém né qofté se domeni
i g pérmban kodomenin e f. Né figurén 4.2a funksioni i pérbéré éshté ilustruar
si pasqyrim i numrave nga A né B, pastaj nga B né C, kurse né 4.2b pérkufizimi
i kompozimit té funksioneve éshté ilustruar si njé ,vijé prodhimi*“ né té cilén
hyrja e papérpunuar® x sé pari kthehet né njé produkt kalimtar f(z) i cili ka
rolin e hyrjes té cilén e shirytézon makina g pér té prodhuar g(f(z)).
Shembull 5. Gjeni funksionin e pérbéré g(f(z)) né qofté se g(u) = u?+2u —1
dhe f(z) =z —1.

Zgjidhje. Duke zévendésuar u me x — 1 né formulén pér g(u) fitojmé

g(f(@) =gz 1) =(z-1)* +2(z—1) -1
=@ -2r0+1)+(22-2)—1=2%-2.
|
Shembull 6. Gjeni f(z + 1) né qofté se f(z) =2z? — 1 +1.

Zgjidhje. Né shikim té paré, ky problem mund té duket hutues meqé shkronja x
paraqitet edhe si ndryshore e pavarur né formulén pérkufizuese té f edhe si
pjesé e shprehjes x + 1. Pér kété arsye, mund té na ndihmojé té shkruajmeé
formulén pér f né ményré ca mé neutrale, pér shembull késhtu:

1

f(|:|)=2(|:|)2—i+1-

Pér té gjetur f(z + 1), thjesht fusim shprehjen = 4+ 1 brenda secilés kuti, pér

té fituar 1
1) =2 12— —— +1.
flz+1) (x+1) er1+
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R )

a) Kompozimi si pasqyrim

Hyrja Makina Dalja Hyrja Makina Dalja
—- —- —-
T f f@) fz) g 9(f(x))

(b) Kompozimi si vijé prodhimi

Figura 4.2. Interpretime té kompozimit g(f(z)).

Ndonjéheré do té na duhet ta ,ndajmé“ njé funksion té dhéné té pérbéré
g(h(z)) dhe t'i zbulojmé funksionet g(u) dhe h(x) nga té cilat éshté ai formuar.
Procedura ilustrohet né shembullin vijues.
Shembull 7. N&é qofté se f(z) = 3(z+2)2—
ashtu qé f(z) = g(h(x)).

Zgjidhje. Forma e funksionit té dhéné éshté

4
f(x):3(x+2)2— ,

T+ 2

%ﬁ, gjeni funksionet g(u) dhe h(x)

ku secila kuti pérmban shprehjen x4 2. Késhtu, pér shembull, f(x) = g(h(x)),
ku

4
g(u) =3u* — — dhe h(zr)=x+2.
u
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O

Detyra pér ushtrime

Né detyrat 1-4 llogaritni vlerat e kérkuara pér funksionet e dhéné.
1. f(z) =322 + 5z — 2; £(0), f(=2), f(1).
h(t) =t+ 1; h(-1), h(1), h(2).
g9(u) = Vu? +2u+4; g(2), g(0), g(—4).
F) = (2t —=1)%2 £(1), f(5), f(13).

Né detyrat 5-9 pércaktoni domenin e funksioneve té dhéna.

5. f(z) = 223 — 322 + 5x — 2;

&

) = V2z —6;
glu) = vVu? +2u+4;
Ft) = (26— 1)2.

~

€T

(

h(t) =t+ 1;
(
(

© o

10. Le té jeté g(t) = (t —2)Y/2. Gjeni (né qofté se éshté e mundur) g(27),
9(5), 9(2) dhe g(1).

11. Gjeni kompozimin f(g(z)) pér funksionet nga shembulli 5. Cfaré mund
té pérfundoni, a éshté né rastin e pérgjithshém g(f(z)) = f(g(x))?

12. Njé studim i pércaktimit té kostos sé prodhimit té njé malli té caktuar
sugjeron se kostoja totale e prodhimit t€ ¢ njésish té njé malli do té jeté
C(q) = 0.5g + 1 mijé euro, kurse numri i njésive té€ prodhuara pas t oré
pune do té jeté q(t) = 0.1¢2.

(a) Shprehni koston totale té prodhimit si funksion té oréve té punés.

(b) Kur do té arrijné kostot e prodhimit nivelin 6,800 €7
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4.2 Grafiku i njé funksioni

Grafikét kané vleré té madhe vizuele. Ata poashtu zbulojné informata té cilat
mund té mos jené evidente nga pérshkrimet gojore ose algjebrike.

Njé grafik me interpretim né njé situaté nga industria éshté dhéné né fi-
gurén 4.3. Né té pérshkruhet numri i njésive té cilat njé prodhues uzine mund
t’i prodhojé gjaté oréve té punés. Ai tregon se shpejtésia e prodhimit fillimisht
rritet derisa té mos arrihet njé piké e shpejtésisé maksimale, pas sé cilés shpe-
jtésia fillon té zvogélohet si shprehje e lodhjes sé punétorit nga fundi i oréve
té punés.

Prodhimi

7 Shpejtésia maksimale

Momenti i
efikasitetit
maksimal

t Koha
Rritet shpejtésia e Zvogélohet shpejtésia
prodhimit e prodhimit

Figura 4.3. Rezultatet e punés té njé punétori.

Pér té paraqitur njé funksion y = f(x) gjeometrikisht si grafik, éshté e
zakonshme té merret njé sistem koordinativ kénddrejté né té cilin njésité pér
ndryshoren e pavarur  shénohen né boshtin horizontal dhe ato pér ndryshoren
e varur y shénohen né boshtin vertikal.
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Grafiku i njé funksioni. Grafiku i njé funksioni f pérbéhet nga té
gjitha pikat (x,y), ku z ndodhet né domenin e f dhe y = f(z); d.m.th.,
nga té gjitha pikat (z, f(x)).

Né kapitullin vijues do té shohim ca teknika efikase té analizés matema-
tike té cilat mund té shirytézohen pér té vizatuar grafiké té sakté funksionesh.
Por, pér shumé funksione mund té skicohet njé grafik mjaft i miré me metodén
elementare té paraqitjes grafike té pikave, e cila mund té pérmblidhet me sa
vijon.

Skicimi i grafikut té njé funksioni duke paraqitur grafikisht pika.

1. Zgjedhim njé bashkeési reprezentative numrash x nga domenii f dhe
pérpilojmé njé tabelé vlerash té funksionit y = f(z) pér kéta numra.

2. Paraqesim grafikisht pikat pérkatése (x,y).

3. Lidhim pikat e paraqitura grafikisht me njé lakore té lémuar.

Shembull 1. Paraqitni grafikisht funksionin y = 2.

Zgjidhje. Fillojmé me konstruktimin e tabelés

|32 1| 3lofd[1]2]3

y=f@ ol 41z olz][1]4]9
Pastaj paraqesim grafikisht pikat (z,y) dhe i lidhim me njé lakore té lémuar
sikur né figurén 4.4. O

Véreni se shumé lakore té ndryshme kalojné népér pikat nga shembulli i
mésipérm. Nuk éshté e mundur té garantohet se lakorja té cilén e kalojmé
népér pikat e paraqgitura grafikisht éshté pikérisht grafiku i f. Mirépo, né
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Figura 4.4. Grafiku i y = 22

pérgjithési, sa mé tepér pika qé paragesim grafikisht, aq mé tepér ka té ngjaré
qé grafiku éshté paraqitur me saktési té arsyeshme.

Pikat (né qofté se ekzistojné) ku njé grafik e pret boshtin z quhen z-
piképrerje, dhe, ngjashém, y-piképrerjet jané pikat ku grafiku pret boshtin y.
Piképrerjet jané ceshtje kyce té njé grafiku dhe mund té pércaktohen né bazé
té kriterit vijues.

Gjetja e z- dhe y-piképrerjeve. Pér té gjetur y-piképrerjet e y = f(x)
véjmé = = 0 dhe zgjidhim sipas y ekuacionin e fituar.

Pér té gjetur z-piképrerjet e y = f(z) véjmé y = 0 dhe zgjidhim sipas x
ekuacionin e fituar.

Zakonisht, gjetja e y-piképrerjeve té njé grafiku éshté e lehté, por z-piké-
prerjet mund té jené mé té véshtira pér t’u gjetur.

Shembull 2. Gjeni té gjitha z- dhe y-piképrerjet dhe paraqgitni grafikisht funk-
sionin y = —2% — x + 2.
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Zgjidhje. y-piképrerja éshté f(0) = 2.
Pér té gjetur x-piképrerjet zgjidhim ekuacionin

d.m.th.,
—?—z+2=0.

Rikujtojmé formulén kuadratike, sipas sé cilés ekuacioni
ar? +br+c=0

ka zgjidhje reale atéheré dhe vetém atéheré kur D = b2 — 4ac > 0, me ¢'rast
zgjidhjet jané

—b+ Vb?2 — 4dac —b— Vb?% — 4ac
Tr1 = 2— dhe To = 2—
a a

Késhtu, pér ekuacionin toné kemi a = —1, b = —1, ¢ = 2, prandaj zgjidhjet
e tij jané

(D2 _

xr, =

~(=1) + TP =
2-(-1)
dhe

() - O T (D2
2-(-1)
Pra, z-piképrerjet jané (—2,0) dhe (1,0).
Tashti pérpilojmé njé tabelé vlerash dhe paraqesim grafikisht pikat pér-
katése (x, f(x)).

=1

To =

v || 4| -3|-2|-1]0]1] 2] 3
y=f(x) || -10] 4] 0] 2 [2]0]—-4]-10
Grafiku i f éshté paraqitur né figurén 4.5. O

Grafikét né figurat 4.4 dhe 4.5 quhen parabola.
Neé pérgjithési, grafiku i funksionit

y=az® + b+,
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Y

A

\

T

y=—-22—2+2

Figura 4.5. Grafikuiy = —z?—z+ 2.

pér a # 0, quhet parabolé.

Té gjitha parabolat kané ,formé U,“ dhe parabola y = ax? + bx + ¢ éshté
e hapur nga sipér né qofté se a > 0 dhe e hapur nga poshté né qofté se a < 0.
,2Maja“ ose ,lugina“ e parabolés quhet kulm i saj, dhe éshté pikérisht pika ku

vetém tri veti kyce:

1. Shtrirjen e kulmit (ku 2 = —2);

2. A éshté parabola e hapur nga sipér (¢ > 0) apo nga poshté (a < 0);

3. x- dhe y-piképrerjet.

2

(shihni figurén 4.6). Kéto veti té parabolés nxjerren me metoda té analizés
matematike té zhvilluara né kapitullin vijues.
Véreni se pér skicimin e parabolés y = ax? + bx + ¢, duhet t’i pércaktojmé

123
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Pér ilustrim, né shembullin 2 parabola y = —xz? — = + 2 éshté e hapur
nga poshté (meqé a = —1 < 0) dhe ka kulmin (majén e saj) pér x = —% =
-1 _ _1
T2 (=1 — 2
Y Y

y=ax?+bx+c

\ Kulmi

t xT

~— Kulmi y=azx?+bx+c

(a) Né qofté se a > 0, parabola éshté e hapur  (b) Né qofté se a < 0, parabola éshté
nga sipér. e hapur nga poshté.

Figura 4.6. Grafiku i parabolés y = az?® + bz + c.

Parabolat luajné njé rol me réndési né zbatime nga industria dhe ekonomik-
si. Shembulli vijues ilustron njé zbatim té tillé.

Shembull 3. Supozoni se 50 — z njési té njé malli do té shiten kur ¢mimi éshté
x euro pér njési. Gjeni nivelin e ¢mimit pér té cilin do té arrihen té ardhura
maksimale t& mundshme.

Zgjidhje. Té€ ardhurat totale té nxjerra nga shitja e x njésish jepen me funk-
sionin

R(z) = (50 — z)x = —2* + 50,

grafiku i té cilit éshté parabolé e hapur nga poshté me kulm (majé) né

(shihni figurén 4.7). D.m.th., t& ardhura totale maksimale mund té arrihen
pér ¢mimin 25 € pér njési. O
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R (euro)

R(z) = (50 — =)z

25

Figura 4.7. Grafiku i funksionit té té ardhurave.

z (njési)

125

Ndonjéheré éshté me réndési té pérckatohet kur dy funksione jané té ba-
rabarta. Pér shembull, njé ekonomist do t&€ mund té déshironte té llogarisé
¢mimin e tregut pér té cilin kérkesa e konsumatoréve pér njé mall do té jeté e

barabarté me ofertén.

Gjeometrikisht, vlera e x pér té cilén dy funksione f(z) dhe g(x) jané té
barabarta jané xz-koordiantat e pikave né té cilat kéta grafiké priten.

Shembull 4. Gjeni pikat e prerjes té grafikéve t& f(r) = 2z + 3 dhe g(x) = z°.

Zgjidhje. Duhet zgjidhur ekuacionin

f(z) = g(z);
d.m.th.,
2¢ 4+ 3 =122
22— 20 —-3=0,

prej nga, mbéshtetur né formulén kuadratike, fitojmé

b VT T
2.1

=3
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dhe

~(-2) - (2P A1 (-3)
2-1

Duke llogaritur vlerat pérkatése pér koordinatat y nga ekuacioni, pér shembull,

y = 22 gjejmé se pikét e prerjes jané (3,9) dhe (—1,1). Grafikét dhe pikat e

prerjes jané paragitur né figurén 4.8. [l

=1

T =

™

Figura 4.8. Piképrejret e grafikéve f(x) = 2z + 3 dhe g(z) = 2.

Funksion fugi quhet njé funksion i formés f(x) = 2™, ku n éshté numér
real. Pér shembull, y = 22, y = =3 dhe y = 2'/3 jané funksione fuqi. Té
tillé jané poashtu edhe funksionet f(z) = 2 dhe g(z) = v/ meqé mund t&
shkruhen si f(z) = z~! dhe g(z) = z/2.

Njé funksion i formés

p(T) = ant” + an_12""' + -+ a2z’ + a12 + ao,

ku n éshté numeér i ploté jonegativ, quhet polinom. Né qofté se a,, # 0, numri i
ploté n quhet shkallé¢ e polinomit. Pér shembull, f(x) = —32° + 723 — 1 éshté
njé polinom i shkallés 5.
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Herési

p()

q(z)

i dy polinomeve p(x) dhe ¢(x) quhet funksion racional.

Detyra pér ushtrime

Né detyrat 1-6 skiconi grafikun e funksionit té dhéné. Pérfshini té gjitha a-
dhe y-piképrerjet.

1.
2.

d.
6.

3
4.

f@) =
f(z) = 2%
(x) = —a?;
flz) = 2* — 22 — 6a;
f(z) = 2%
fl@) = V.

Né detyrat 7-11 gjeni pikat e prerjes té grafikéve té funksioneve té dhéna.

7.
8.
9.
10.
11.
12.

y=3x+5dhey=—x+3;
y = 2% dhe y = 3z + 3;
y = —2% dhe y = x — 6;
y =23 — 622 dhe y = —z%;
y=22—x dhe y =2 — 22

Njé prodhues mund té prodhojé CD lexues me kosto 40 € pér copé.
Vlerésohet se né qofté se CD lexuesit shiten me ¢mim x euro copa, kon-
sumatorét do té blejné 120 — z sish né muaj. Shprehni profitin mujor
té prodhuesit si funksion té ¢mimit, paraqitni grafikisht funksionin dhe
shirytézoni grafikun pér té vlerésuar ¢mimin optimal té shitjes.
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13. Kérkesa e konsumatoréve pér njé mall té caktuar éshté D(p) = —200p +
12,000 njési né muaj kur ¢gmimi i tregut éshté p euro njésia.
(a) Paraqitni grafikisht funksionin e kérkesés.

(b) Shprehni shpenzimet totale mujore té konsumatoréve pér mallin si
funksion té p. (Shpenzime totale mujore éshté sasia e té hollave té
cilén konsumatorét e shpenzojné ¢do muaj pér mallin.)

(c) Paraqitni grafikisht funksionin e shpenzimeve totale mujore.
(d) Shifrytézoni grafikun pér té vlerésuar ¢mimin e tregut i cili gjeneron

shpenzimet mé té médha té konsumatoréve.

14. Kostoja totale e prodhimit té x njésish té njé malli té caktuar éshté
C(z) = %x?’ + 22 + 5 euro. Shprehni koston mesatare pér njé njési si
funksion té numrit té njésive té prodhuara dhe paraqitni grafikisht né
té njéjtin sistem koordinativ funksionet e kostos totale dhe té kostos
mesatare.

4.3 Funksionet lineare

Né shumé situata praktike shpejtésia me té cilén njé madhési ndryshon ndaj
njé madhésie tjetér éshté konstante. Ja njé shembull nga ekonomiksi.

Shembull 1. Kostoja totale e njé prodhuesi pérbéhet nga kostoja fikse prej
100 € dhe kostot e prodhimit 60 € pér njési. Shprehni koston totale si funksion
té numrit té njésive té prodhuara dhe vizatoni grafikun.

Zgjidhje. Shénojmé me x numrin e njésive té prodhuara dhe me C(x) koston
totale pérkatése. Atéheré,

[Kostoja totale] = [Kostoja pér njési] - [Numri i njésive] + [Kostoja fikse],
ku

[Kostoja pér njési] = 60,
[Numri i njésive] = z,
[Kostoja fikse] = 100.
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Pra,
C(z) = 60z + 100.
Grafiku i funksionit té kostos totale éshté skicuar né figurén 4.9 (|
C(z)
700 +
600 +
500

C(z) = 60z + 100
400

300

200

100

! !
\ \
1 2 3 4 5
Figura 4.9. Funksioni i kostos C(z) = 60z + 100.

Né shembullin e mésipérm kostoja totale rritet me shpejtési konstante 60 €
pér njési. Si rrjedhojé, grafiku i saj né figurén 4.9 éshté drejtéz e cila ngritet
pér 60 njési pér ¢do 1 njési ecjeje té x.

Né pérgjithési, njé funksion vlera e té cilit ndryshon me shpejtési konstante
sipas ndryshores sé pavarur quhet funksion linear. Emértimi éshté marré i
tillé sepse grafiku i funksionit té tillé éshté vijé e drejté (,,linjé*). Né shénimin
algjebrik, funksion linear éshté njé funksion i formeés

f(@) = a1z + ao,

ku ag dhe a; jané konstanta. Pra, funksioni linear éshté polinom i shkallés 1.
Pér shembull, funksionet f(z) = 3z+ 2, g(z) = —2z dhe h(z) = 3 jané lineare.
Funksionet lineare tradicionalisht shkruhen né formén

y=mx+b,
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ku m dhe b jané konstanta.
Diskutimin e mésipérm e japim né ményré té pérmbledhur si vijon.

Funksionet lineare. Funksion linear éshté njé funksion i cili ndryshon
me shpejtési konstante sipas ndryshores sé pavarur.

Grafiku i njé funksioni linear éshté drejtéz.

Ekuacioni i njé funksioni linear ka formén
y =mx + b,

ku m dhe b jané konstanta.

Njé vézhgues do t€ mund té thonte se njé kodér me ,ngritje“ 2 metra pér
¢do metér ,ecje“ ka pjerrtésiné

[Ngirtja] 2
m=-"""—"=-=2
[Ecja] 1

Pjerrtésia e njé drejtéze mund té matet né té njéjtén ményré. (N&é kapitullin
e paré kemi pasur njé diskutim mbi ekuacionin e njé drejtéze dhe pjerrtésiné
e saj. Ju lutem rikujtojeni edhe njé heré para se té vazhdoni mé tej.)

Le té jené (z1,y1) dhe (x2,y2) dy pika té cilat shtrihen né njé drejtéz, sig
éshté treguar né figurén 4.10. Ndérmjet kétyre pikave, x ,ecén“ pér zo — 1
dhe y ,ngritet” pér yo — y1. Pjerrtésia éshté herési

[Ngritjal _p2-un
[Ecja] To — T

[Pjerrtésia] =

Ndonjéheré éshté e pérshtatshme qé té pérdoret simboli Ay né vend té
y2 —y1 Pér té shénuar ndyrshimin e y. Simboli Ay lexohet , delta y* Ngjashém,
simboli Az pérdoret né vend té xo — x1 pér té shénuar ndryshimin e x.
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v2 +
Y2 —y1 = Ay

Ngritja
vt - ———— -
]
t . x
T xo
Figura 4.10. Pjerrtésia g;:fci = %.

Pjerrtésia e njé drejtéze. Pjerrtésia e drejtézés e cila kalon népér
pikat (z1,y1) dhe (22, y2) jepet me formulén

Ay _p-m

[Pjerrtésia] = .
Xz To — X1

Pérdorimi i késaj formule éshté ilustruar né shembullin vijues.

Shembull 2. Gjeni pjerrtésiné e drejtézés e cila bashkon pikat (—3,4) dhe
(2,-1).

Zgjidhje.

Ay  —-1-4 -5

Ae 2-(3) 5 -

Grafiku éshté dhéné né figurén 4.11. O

[Pjerrtésia] =
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|
|
|
|
|
|
Ay:—1—4:—5}
|
|
|
|
|
|

Figura 4.11. Drejtéza qé bashkon pikat (—3,4) dhe (2, —1).

Parashenja dhe lartésia e vlerés sé pjerrtésisé sé njé drejtéze tregojné drej-
timin, pérkatésisht rrépirén e drejtézés. Pjerrtésia éshté pozitive né qofté se
lartésia e drejtézés rritet duke u rritur z, kurse éshté negative né qofté se
lartésia e drejtézés zvogélohet duke u rritur x. Vlera absolute e pjerrtésisé
éshté e madhe né qofté se drejtéza éshté shumé e rrépirét dhe éshté e vogél né
qofté se drejtéza nuk éshté e rrépirét. Kéto situata jané ilustruar né figurén 4.12

Drejtézat horizontale dhe ato vertikale kané ekuacione posagérisht té thje-
shta.

Njé drejtéz horizontale ka té gjitha y-koordinatat té barabarta. Prandaj,
njé drejtéz horizontale éshté grafiku i njé funksioni linear té formés

y=>,
ku b éshté konstanté. Pjerrtésia e njé drejtéze horizontale éshté 0, meqé

ndryshimet e z nuk shkaktojné ndryshim né y (shihni figurén 4.13a).
Njé drejtéz vertikale ka té gjitha x-koordinatat té barabarta. Prandaj,
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x
Figura 4.12. Drejtimi dhe rrépira e njé drejtéze.
Y Y
z=c
(0,0)
y=>b
x x
(c,0)

(a) Drejtéza horizontale y = b (b) Drejtéza vertikale z = ¢

Figura 4.13. Drejtézat horizontale dhe ato vertikale.
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drejtézat vertikale karakterizohen me ekuacione té formeés
T =c,

ku c éshté konstanté.

Konstantat m dhe b né ekuacionin y = max + b té njé drjtéze jovertikale
kané interpretim gjeometrik.

Koeficienti m éshté pjerrtésia e drejtézés. Pér t’u bindur né kété, supozo-
jmé se (z1,y1) dhe (z2,y2) dy pika té cilat shtrihen né drejtézén y = ma + b.
Atéheré, y; = mx1 + b dhe yo = mxo + b, prandaj

[Pjerrtésia] = 2491 _ (maz +b) — (may +b)
T2 — T1 T2 — T1

mry — mry m(UCz —961) .

T2 — 1 T2 —T1

Konstanta b né ekuacionin y = max + b éshté vlera e y e cila fitohet pér
2z = 0. Prandaj, pika (0, b) éshté y-piképrerja e drejtézés.

Interpretimi gjeometrik i konstantave m dhe b né ekuacionin y = mz + b
éshté ilustruar né figurén 4.14

(w1,91)

(0,0)

Figura 4.14. Pjerrtésia dhe y-piképrerja e drejtézés y = mx + b.
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Meqé konstantat m dhe b né ekuacionin y = max + b jané pjerrtésia, pér-
katésisht y-piképrerja, kjo formé e ekuacionit té drejtézés njihet edhe si forma
pjerrtési-piképrerie.

Forma pjerrtési-piképrerje e ekuacionit té njé drejtéze. Ekua-
cioni
y=mzx+b

éshté ekuacioni i drejtézés me pjerrtési m dhe y-piképrerje né (0,b).

Forma pjerrtési-piképrerje e ekuacionint té njé drejtéze éshté posagérisht
e dobishme kur duhet pércaktuar ndonjé veti gjeometrike té njé drejtéze nga
paraqitja algjebrike e drejtézés. Ja njé shembull tipik.

Shembull 3. Gjeni pjerrtésiné dhe y-piképrerjen e drejtézés 3y + 2x = 6.

Zgjidhje. Sé pari e rishkruajmé ekuacionin 3y + 2x = 6 né formén pjerrtési-
piképrerje y = mx + b. Pér kété, e zgjidhim sipas y, pér té fituar

3y=—-2x+6
2
=—"z+2.
Y 3:10 +
Pra, pjerrtésia éshté —2 dhe y-piképrerja éshté (0,2). O

Ekziston edhe njé foré tjetér e ekuacionit té njé drejtéze, e cila zakonisht
éshté mé efikase né rastet kur dihen veti gjeometrike té njé drejtéze e duhet
gjetur ekuacionin e drejtézés.

Forma piké-pjerrtési e ekuacionint té njé drejtéze. FEkuacioni

y—yozm(ﬁf—xo)

éshté ekuacioni i drejtézés e cila kalon népér pikén (zg,yo) dhe ka pjerr-
tési m.
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Forma piké-pjerrtési e ekuacionint té njé drejtéze éshté thjesht formula pér
pjerrtésing, por e maskuar. Pér té paré kété supozojmé se pika (z,y) shtrihet
né drejtézén e cila kalon népér njé piké té dhéné (zo,yo) dhe ka pjerrtési m.
Duke shirytézuar pikat (x,y) dhe (x0,y0) pér té llogaritur pjerrtésing, fitojmeé

_ Y~ Y%
I—ZCO,

m

e cila lehté kthehet né formén piké-pjerrtési
Y — Yo = m(z — xo).

Shqgyrtojmé zbatimin praktik vijues. Né qofté se shpejtésia e ndryshimit
té njé madhésie ndaj njé madhésie tjetér éshté konstante, funksioni i cili i
shogéron dy madhésité duhet té jeté linear. Shpejtésia konstante e ndryshimit
éshté pjerrtésia e drejtézés pérkatése. Shembulli vijues ilustron teknikén qé
mund té pérdoret pér té gjetur funksionin pérkatés linear né situata té tilla.

Shembull 4. Q€ nga fillimi i vitit, ¢mimi i bukés sé zezé né njé supermarket
éshté ngritur me shpejtési konstante 2 cent né muaj. Meé 1 gershor ¢mimi
ka arritur 1.46 € copa. Shprehni ¢mimin e bukés si funksion té kohés dhe
pércaktoni ¢mimin né fillimin e vitit.

Zgjidhje. Shénonjé me t numrin e muajve qé kané kaluar qé nga fillimi i vitit
dhe me p ¢mimin e copés sé bukés (né cent). Meqé p ndryshon me shpejtési
konstante sipas ¢, funksioni i cili shogéron p me ¢ duhet té jeté linear, dhe
grafiku i tij éshté drejtéz. Meqé ¢mimi rritet pér 2 sa heré qé t rritet pér 1,
pjerrtésia e drejtézés duhet té jeté 2. Fakti se ¢mimi ishte 146 cent (1.46 €)
mé 1 gershor, 5 muaj pas fillimit té vitit, ka pér rrjedhojé se drejtéza kalon
népér pikén (5,146). Tani, pér té pércaktuar ekuacionin i cili e pérkufizon p
si funksion té ¢, shfrytézojmé formulén piké-pjerrtési

p —po =m(t —to)
me m = 2, tg = 5, pp = 146, pér té fituar

p— 146 = 2(t — 5),
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ose
p = 2t + 136.

Cmimi né fillimin e vitit fitohet pér vlerén t = O:
204136 =136

cent, d.m.th. 1.36 €.
Drejtéza pérkatése éshté paraqitur né figurén 4.15. [l

p

0.136) (5,146)

t

Figura 4.15. Rritja e ¢mimit té bukés: p = 2¢ + 136.

Detyra pér ushtrime

Né detyrat 1-5 gjeni pjerrtésiné e drejtézés e cila kalon népér ¢iftin e dhéné té
pikave.
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Né detyrat 6-15 gjeni pjerrtésiné dhe x- e y piképrerjet e drejtézés sé dhéné
dhe viztoni grafikun.

6. y = 3z;

7. y=>5x+2;
8. y=3z—6;
9. x +y =2

10. 3z + 2y = 6;
11. 22 — 4y = 12;
12. by — 3z = 4;
13. 4z = 2y + 6;
14. y=4;

15. y=—1.

Né detyrat 16-26 shkruani ekuacionin e drejtézés me vetité e dhéna.

16. Népér (2,0) me pjerrtési 1;

17. Népér (—1,2) me pjerrtési z;

18. Népér (5, —2) me pjerrtési —%;

)
20. Népér (2,5) dhe paralele me boshtin x;
)
)

(
(
(

19. Népér (0,0) me pjerrtési 5;
(

21. Népér (2,5) dhe paralele me boshtin y;
(

22. Népér (1,0) dhe (0,1);
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23. Népér (2,5) dhe (1,—2);

(
24. Neépér (—2,3) dhe (0,5);
25. Népér (4,1) dhe paralele me drejtézén 2z + y = 3;
(3

26. Népér (3,5) dhe paralele me drejtézén x + y = 4.

27. Kostoja totale e njé prodhuesi pérbéhet nga kostoja fikse prej 5,000 €
dhe kostot e prodhimit prej 60 € pér njési. Shprehni koston totale si
funksion té numrit té njésive té prodhuara dhe vizatoni grafikun.

28. Njé agjenci rent-a-car 1éshon veturat pér 35 € né dité plus 55 cent pér
njé kilometér.

(a) Shprehni koston e marrjes sé njé veture nga kjo agjenci pér 1 dité
si funksion té numrit té kilometrave té ngara dhe skiconi grafikun.

(b) Sa kushton té merret njé veturé pér njé udhétim 1-ditor 50 kilo-
metérsh?

(c) Sa kilometra éshté ngaré njé veturé né qofté se kostoja e marrjes
njéditore ishte 72 €7

29. Njé prodhues blen makineri né vleré 20,000 € e cila amortizohet line-
arisht ashtu qé vlera e saj shitése pas 10 vjetésh do té jeté 1,000 €.

(a) Shprehni vlerén e makinerisé si funksion té moshés sé saj dhe viza-
toni grafikun.
(b) Llogaritni vlerén e makinerisé pas 4 vjetésh.

(¢) Kur béhet makineria e pavleré? Mbase prodhuesi nuk do té presé
kaq gjaté pér t’u liruar nga makina. Diskutoni ¢éshtjet té cilat
prodhuesi do té mund t’i merrte né konsideraté pér té vendosur kur
ta béjé shitjen.

4.4 Modele funksionale

Njé paraqitje matematike e njé situate praktike quhet model matematik. Né
pikat paraprake pamé modele té cilat paraqitnin madhési té tilla si kostoja
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e prodhimit, oferta dhe kérkesa. Né kété piké do té shohim shembuj té cilét
ilustrojné disa nga teknikat té cilat mund t’i shfrytézojmé pér té ndértuar
modele tonat matematike.

Né shumé situata sasia e cila kérkohet shprehet né ményré té natyrshme
me ané té dy ndryshoresh. Para se ta shkruajmé sasiné si funksion té njérés
ndryshore do té na duhet ta eliminojmé ndryshoren tjetér.

Shembull 1. Njé shités ka ardhur né pérfundim se ¢gmimi p, i shprehur né cent, i
njé njésie té njé malli té caktuar kur shiten x njési té mallit plotéson relacionin

%p — 35x = 15.

Shprehni té ardhurat e nxjerra nga shitja si funksion té x.

Zgjidhje. Pér té ardhurat totale R nga shitja e z njésish té mallit me ¢mim p
kemi
R = px.

Meqé qéllimi éshté qé té shprehen té ardhurat totale si funksion vetém i x,
duhet gé té shprehim p me ané té x. Pér kété, zgjidhim sipas p ekuacionin e
dhéné

%p — 3bx =15,
pér té gjetur
%p = 35x + 15,
ose
p= 2(35:6 + 15);
d.m.th.,

p =42z + 18.

Rezultatin e fituar pér p e zévendésojmé né formulén pér R, pér té fituar
R(z) = (42 + 18)x = 422* + 18x.
O

Né shembullin vijues do té na duhen tri formula pér té pérkufizuar funk-
sionin e déshiruar.
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Shembull 2. Gjaté njé periudhe thatésie banorét e Prishtinés ishin ballafaquar
me mungesé té ashpér uji. Pér ta diskurajuar pérdorimin e tepért té ujit, de-
partamenti pérgjegjés i komunés vuri né fuqi ngritje drastike normash. Norma
mujore pér njé familje ishte 0.12 € pér metér kub ujé pér 32 metrat kub té
para, 1 € pér metér kub pér 32 metrat kub té ardhshme, dhe 5 € pér metér
kub pér mé tutje. Shprehni llogariné mujore té ujit pér njé familje si funksion
té sasisé sé ujit té shirytézuar.

Zgjidhje. Le té jeté x numri i njésive metra kub té ujit té shfrytézuar nga
familja gjaté muajit dhe C(z) kostoja pérkatése né euro.

Né qofté se 0 < z < 32, kostoja éshté, thjesht, kostoja pér njési e shumézuar
me numrin e njésive té shfrytézuara:

C(z) =0.12z.

Né qofté se 32 < x < 64, secila nga 32 njésité e para kushton 0.12 €,
késhtu qé kostoja totale e kétyre 32 njésive éshté 0.12 - 32 = 3.84 euro. Secila
nga x — 32 njésité e mbetura kushton nga 1 €, prandaj kostoja totale e kétyre
njésive éshté 1(x —32) = x— 32 euro. Kostoja e té gjitha x njésive éshté shuma

C(z) =3.84+x — 32 = — 28.16.

Né qofté se x > 64, kostoja e 32 njésive té para éshté 0.12 - 32 = 3.84 euro,
kostoja e 32 njésive té ardhshme éshté 1 - 32 = 32 euro, kurse ajo e z — 64
njésive t& mbetura éshté 5(x — 64) euro. Kostoja e té gjitha x njésive éshté

shuma
C(z) =3.844+ 32+ 5(x — 64) = 5z — 284.16.

Me kombinimin e kétyre tri formulave fitojmé koston mujore té ujit si funk-
sion té sasisé sé shirytézuar:

0.12x né qofté se 0 < z < 32,
C(z) =4 x—28.16 né qofté se 32 < z < 64,
5z — 284.16 né qofté se z > 64.

Grafiku i kétij funksioni éshté dhéné né figurén 4.16. Véreni se grafiku pérbéhet
nga tri segmente, secili mé i pjerrét sesa ai paraprak. Rritja e pjerrtésisé sé
drejtézave reflekton aspektin praktik té rritjes sé kostos shtesé pér njé njési
shtesé. |
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C(z)

120 +
100 +
80 +

60 +

20 +

v | | |
1 1 1 1 1 r

16 32 48 64 80

Figura 4.16. Kostoja e ujit né Prishtiné.

Gjaté konstruktimit t& modeleve matematike shpesh éshté me réndési té
merren né shqyrtim relacione pérpjesétimi (ose proporcionaliteti). Tri llojet
mé té réndésishme té pérpjesétimit pérkufizohen si vijon:

Pérpjesétimi (proporcionaliteti). Themi se njé sasi @) éshté:

1. né pérpjesétim té drejté me x né qofté se Q = kx pér ndonjé kon-
stanté k;

2. né pérpjesétim té zhdrejté me x né qofté se Q = % pér ndonjé kon-
stanté k.

Ja njé shembull nga ekonomiksi.

Shembull 3. Né njé fabriké kostoja fikse e prodhimit éshté né pérpjesétim
té drejté me numrin e makinave té shfrytézuara dhe kostoja variabile éshté
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né pérpjesétim té zhdrejté me numrin e makinave té shirytézuara. Shprehni
koston totale si funksion té numrit té€ makinave té shfrytézuara.

Zgjidhje. Shénojmé me x numrin e makinave té shfrytézuara, me C(z) koston
totale té prodhimit. Atéheré,

k
[Kostoja fikse] = kyz, [Kostoja variabile] = —
x

ku k; e k2 jané konstanta. Prandaj,

C(z) = kiz+ @
x

Njé grafik funksioni té tillé éshté skicuar né figurén 4.17. Né kursin vijues té
matematikés sé biznesit do té mésoni se si zbatohet analiza matematike pér té
llogaritur numrin e makinave té shfrytézuara pér té cilat arrihet kostoja mé e
vogél totale. (|

Figura 4.17. Kostoja totale sipas numrit té makinave té shfrytézuara.

Modelet e biznesit dhe té ekonomisé shpesh kané té béjné me ¢mimet,
kontrollin e kostos dhe optimizimin e profitit. Japim njé shembull né té cilin
profiti éshté shprehur si funksion i ¢gmimit té shitjes sé njé produkti té caktuar.
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Shembull 4. Njé prodhues mund té prodhojé video shirit té paingizuar me kosto
2 € pér kaseté. Kasetat shiten me ¢mim 3 € copa, dhe me kété ¢mim kon-
sumatorét blejné 4,000 kaseta né muaj. Prodhuesi planifikon té rrisé ¢mimin
e kasetave dhe vleréson se pér ¢do 1 € rritje né ¢mim do té shiten 400 kaseta
mé pak ¢do muaj.

(a) Shprehni profitin mujor té prodhuesit si funksion té ¢mimit me té cilin

shiten kasetat.

(b) Skiconi grafikun e funksionit té profitit. Cili ¢mim i pérgjigjet profitit
maksimal? Sa éshté profiti maksimal?

Zgjidhje.  (a) Fillojmé duke e shprehur me fjalé relacionin e kérkuar
[Profiti] = [Té ardhurat totale] — [Kostoja totale].

Meqé qéllimi éshté qé té shprehet profiti si funksion i ¢gmimit, ndryshorja
e pavarur éshté ¢mimi, kurse ndryshorja e varur éshté profiti. Shénojmé
me p ¢gmimin me té cilin do té shitet secila kaseté dhe le té jeté P(p)
profiti pérkatés mujor.

MEé tutje, shprehim numrin e kasetave té shitura me ané té ndryshores p.
Dimé se 4, 000 kaseta shiten ¢do muaj kur ¢mimi éshté 3 € dhe se 400 mé
pak do té shiten ¢do muaj pér ¢do 1 € rritje gmimi. Meqé numri i rritjeve
pér 1 € éshté diferenca p — 3 ndérmjet ¢mimit té ri té shitjes dhe atij té
vjetrit, do té kemi

[Numri i kasetave té shitura]
= 4,000 — 400 - [Numri i rritjeve pér 1 €]
= 4,000 — 400(p — 3) = 5, 200 — 400p.

Tani mund té gjejmé té ardhurat totale té shprehura me ané té ¢gmimit:

[Té ardhurat totale] = R(p)
= p - [Numri i kasetave té shitura] = p(5, 200 — 400p).

Nga ana tjetér, meqé kostoja e prodhimit té njé kasete éshté 2 €, kostoja
totale e prodhimit té numrit té kasetave té shitura éshté
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[Kostoja totale] = C(p)
= 2 - [Numri i kasetave té shitura] = 2(5, 200 — 400p).

Késhtu, profiti total éshté

P(p) = R(p) — C(p) = p(5,200 — 400p) — 2(5, 200 — 400p)
= (5,200 — 400p)(p — 2) = —400(p — 13)(p — 2)
= —400p? + 6,000p — 10, 400.

(b) Grafiku i P(p) éshté parabola e hapur nga poshté e paragitur né fi-
gurén 4.18. Profiti maksimal do té arrihet te vlera e p e cila i pérgjigjet
pikés mé té larté né grafikun e profitit. Eshté ky kulmi i parabolés, pér
té cilin, si¢ e dimé, éshté

-b —6,000

P= 5 T3 (—a00) P

euro.

Pra, profiti maksimizohet kur prodhuesi shet njé kaseté pér 7.5 €, dhe
profiti maksimal mujor éshté

Prax = P(7.5) = —400 - (7.5) + 6,000 - 7.5 — 10,400 = 12,100

euro.

O

Njé zbatim i réndésishém né ekonomi i cili ka té béjé me prerjen e grafikéve
shtrohet lidhur me ligjin e ofertés dhe kérkesés. Né kété kontekst, e mendojmé
¢mimin p té tregut té njé malli si pércaktues té numrit té njésive té mallit qé
prodhuesit jané té gatshém t’i ofrojné si dhe té numrit té njésive qé konsuma-
torét jané té gatshém t’i blejné. Si rregull, oferta e prodhuesve S(p) rritet dhe
kérkesa e konsumatoréve D(p) zvogélohet me rritjen e ¢gmimit p té tregut. Njé
cift lakoresh té ofertés dhe kérkesés éshté skicuar né figurén 4.19. Né té, né
boshtin vertikal éshté paraqitur sasia e mallit (e ofruar ose e kérkuar).

Né fakt, grafiku i njé ekonomisti i kétyre funksioneve nuk do té dukej né
térési sikur ai né figurén 4.19. Pér ¢éshtje teknike, kur shkon fjala pér lakoret
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14000 —+

12000 +

10000 —+

8000 —+

6000

4000 —+
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Figura 4.18. Funksioni i profitit P(p) = —400(p — 13)(p — 2).

e ofertés dhe kérkesés, ekonomistét zakonisht e thyejné traditén matematikore
dhe pérdorin boshtin horizontal pér variablén e varur ¢ dhe boshtin vertikal
pér variablén e pavarur p.

Pika e prerjes sé lakoreve té ofertés dhe kérkesés quhet pika e ekuilibrit té
tregut. Koordinata p e késaj pike (¢mimi i ekuilibrit) éshté ¢mimi i tregut pér
té cilin oferta éshté e barabarté me kérkesén; d.m.th., ¢mimi i tregut pér té
cilin nuk do té keté as tepricé as mungesé té mallit.

Ligji i ofertés dhe kérkesés pohon se né situaté gare té pastér té konkurre-
ncés sé tregut njé mall do té tentojé té shitet me ¢mimin e veté té ekuilibrit.
Né qofté se malli shitet pér mé tepér sesa ¢mimi i ekuilibrit, atéheré do té keté
tepricé té pashitur né treg dhe shitésit do té tentojné t’i zvogélojné ¢cmimet.
Nga ana tjetér, né qofté se malli shitet pér mé pak sesa ¢mimi i ekuilibrit,
kérkesa do té tejkalojé ofertén dhe shitésit do té jené té disponuar pér t’i
ngritur ¢cmimet e tyre.




4.4. MODELE FUNKSIONALE

Pika e
ekuilibrit

Ja njé shembull.

t
Cmimi i ekuilibrit

Figura 4.19. Ekuilibri i tregut: piképrerja e ofertés dhe kérkesés.

S(p) = D(p)

P’ +3p—70=410—p
p? +4p —480 =0

—44 /42 —4-1-(—480)
P12 = 2.1 )

147

Shembull 5. Gjeni ¢mimin e ekuilibrit dhe numrin pérkatés té njésive té ofruara
dhe kérkuara né qofté se funksioni i ofertés pér njé artikull éshté S(p) = p? +
3p — 70 dhe funksioni i kérkesés éshté D(p) = 410 — p.

Zgjidhje. Barazojmé S(p) me D(p) dhe zgjidhim ekuacionin sipas p, pér té
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prej nga fitojmé
p1 = 207 b2 = —24.

Meqgé né kété problem praktik kané kuptim vetém vlerat pozitive té p,
mund té pérfundojmé se ¢mimi i ekuilibrit éshté 20 €. Meqé oferta dhe
kérkesa pérkatése jané té barabarta, shirytézojmé funksionin mé té thjeshté,
té kérkesés, pér té llogaritur sasiné:

D(20) = 410 — 20 = 390

njési. O

Detyra pér ushtrime

1. Cdo njési e njé malli té caktuar kushton p = 50x+ 20 euro kur prodhohen
x njési té mallit. Né qofté se shiten gé té gjitha x njésité me kété ¢mim,
shprehni té ardhurat e nxjerra nga shitja si funksion té x.

2. Shpejtésia me té cilén njerézit implikohen né skandale geveritare éshté
né pérpjesétim té drejté me numrin e njerézve tanimé té implikuar dhe
me numrin e njerézve té involvuar té cilét akoma nuk jané implikuar.
Shprehni kété shpejtési si funksion té numrit té njerézve té cilét jané
implikuar.

3. Njé mauné éshté marré pér té transportuar mallra nga njé fabriké deri
te njé depo. Pagat e ngasésit llogariten sipas oréve, prandaj jané né
pérpjesétim té zhdrejté me shpejtésiné me té cilén ngitet mauna. Kostoja
e karburantit éshté né pérpjesétim té drejté me shpejtésiné. Shprehni
koston totale té operimit me mauné si funksion té shpejtésisé me té cilén
ngitet.

4. Njé librari mund té furnizohet me njé libér nga botuesi me ¢mim 3 €
kopja. Libraria ofron librin me ¢mim 15 € kopja, dhe me kété ¢mim
shet 200 kopje né muaj. Libraria planifikon té zvogélojé ¢mimin pér té
stimuluar shitjen dhe vleréson se pér ¢do 1 € zvogélim né ¢mim do té
shiten 400 libra mé tepér ¢do muaj.

(a) Shprehni profitin mujor té librarisé nga shitja e kétij libri si funksion
té ¢mimit té shitjes.
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(b) Skiconi grafikun e funksionit té profitit. Vlerésoni ¢mimin optimal
té shitjes.

5. Funksionet e ofertés dhe kérkesés pér njé artikull jané S(p) = 4p+200 dhe
D(p) = —3p + 480, pérkatésisht. Gjeni ¢gmimin e ekuilibrit dhe numrin
pérkatés té njésive té ofruara dhe kérkuara. Vizatoni lakoret ofertés dhe
kérkesés né té njéjtin bosht koordinativ.

6. Funksionet e ofertés dhe kérkesés pér njé artikull té caktuar jané S(p) =
p—10 dhe D(p) = @, pérkatésisht.
(a) Gjeni ¢gmimin e ekuilibrit dhe numrin pérkatés té njésive té ofruara
dhe kérkuara.

(b) Vizatoni lakoret ofertés dhe kérkesés né té njéjtin bosht koordinativ.

(c¢) Ku e pret lakorja e ofertés boshtin p? Shpjegoni réndésiné ekonomi-
ke té késaj pike.

7. Gjaté njé vere njé grup studentésh ndértojné motocikleta né njé gara-
zhé té konvertuar. Qeraja pér garazhén éshté 1,500 € pér verén, dhe
materialet e nevojshme pér ndértimin e njé motogiklete kushtojné 125 €.
Motokletat mund té shiten pér 275 € copa.

(a) Sa motogikleta duhet t’i shesin studentét pér té gené rantabil?

(b) Sa motogikleta duhet t’i shesin studentét pér té gjeneruar profit
prej 1,000 €7

4.5 Limitet e funksioneve

Pér kuptimin e limitit tanimé kemi folur né kontekst vargjesh. Poashtu kemi
béré fjalé pér rolin themelor té nocionit té limitit né analizén matematike,
e cila nga ana e veté ka zbatime té shuméfishta, pérfshiré skicime lakoresh,
optimizime funksionesh, analizé té shpejtésisé (normeés) sé ndryshimit. Me
zbatime té tilla té analizés matematike do t& merremi né kapitujt vijues; qéllimi
yné né kété piké éshté qé té njihemi me konceptin e limitit té funksionit. Edhe
kétu, sikurse te limitet e vargjeve, qasja joné do té jeté mé tepér intuitive sesa
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formale, duke theksuar ideté bazike pér njé zhvillim mé rigoroz té ligjeve dhe
procedurave té analizés matematike.

Théné né vija té trasha, procesi limit ka té béjé me ekzaminimin e sjelljes
sé njé funksioni f(x) kur « i afrohet njé numri ¢ i cili mund té jeté ose té€ mos
jeté né domenin e f. Sjellja limite paraqitet né situata té ndryshme praktike.
Pér shembull, kur ekonomistét flasin mbi profitin nén kushte ideale kané né té
vérteté té béjné me sjellje limite.

Pér té ilustruar nocionin e limitit té njé funksioni, supozojmé se déshiro-
jmé té dijmé se ¢faré ndodh me funksionin f(x) = ”f:ll kur z i afrohet 1.
Edhepse f(x) nuk éshté i pérkufizuar né x = 1, mund té fitojmé njé ndjenjé
mbi situatén duke gjetur vlera té f(z) pér vlera té x té cilat i afrohen gjithnjé
mé afér 1 si nga ana e majté ashtu nga e djathta. Tabela vijuese pérmbledh

sjelljen e f(x) pér x né aférsi té 1.

z i afrohet 1 x i afrohet 1
—
nga e majta nga e djathta
x 0.810.9|0.95|0.99 | 0.999 1 1.001 | 1.01 | 1.05 | 1.1
fx) [[1.8]1.9]1.95]1.991.999 | =< ]2.001 | 2.01]2.05]2.1

Vlerat e funksionit né kété tabelé sugjerojné se f(x) i afrohet numrit 2
kur z i afrohet gjithnjé mé tepér numrit 1 nga té dyja anét. Kjo sjellje mund
té pérshkruhet duke théné limiti i f(x) kur « i afrohet 1 éshté 2,“ dhe mate-
matikisht shénohet, shkurt,

glclinl f(z)=2.

Né pérgjithési, limiti i njé funksioni f(z) kur = i afrohet numrit ¢ mund té
pérkufizohet né ményré joformale si vijon.

Limiti i njé funksioni. N& qofté se f(z) i afrohet gjithmoné mé afér
numrit L kur z i afrohet gjithmoné mé afér numrit ¢ nga té dyja anét,
atéheré L éshté limiti ¢ f(x) kur x tenton nga c. Sjellja e tillé shprehet
duke shénuar

lim f(x) = L.

r—c
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Gjeometrikisht, shprehja pér limitin lim f(z) = L ka domethénien se
lartésia e grafikut té y = f(x) i afrohet L kur z i afrohet ¢ (figura 4.20a).
Pér shembull, grafiku i funksionit f(z) = ””; __11 éshté njé drejtéz me ,vrimé* né
(1,2), dhe pikat né grafikun i afrohen késaj vrime kur x i afrohet 1 nga cilado

ané (figura 4.20b).

f(x)
1

1
f(@)

(a) Né qofté se lim f(z) = L, lartésia e grafikut t&  (b) Interpretimi gjeometrik i shprehjes
r—c

. 2_
y = f(z) i afrohet L kur z i afrohet c. ilinl 11711 =2

Figura 4.20. Interpretimi gjeometrik i limitit

Eshté me réndési té kuptohet se limiti pérshkruan sjelljen e njé funksioni né
aférsi té njé pike té caktuar, e jo domosde né veté pikén. Njé gjé e tillé éshté
ilustruar né figurén 4.21. Pér qé té tri funksionet f(z) e paragitura grafikisht
éshté il—>1né f(z) = L. Por, funksionet kané sjellje krejtésisht té ndryshme né

veté pikén x = ¢. Né figurén 4.21a vlera f(c) éshté e barabarté me limitin L;
né figurén 4.21b f(c) éshté e ndryshme nga L; kurse né figurén 4.21c f(c) nuk
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éshté fare e pérkufizuar.

Figura 4.21. Tri funksione té ndryshme f(z) me limit lim f(z) =L

T—cC

Figura 4.22 tregon grafikét e dy funksioneve té cilét nuk kané limit kur x i
afrohet c.

Limiti nuk ekziston né figurén 4.22a sepse f(z) tenton nga 2 kur z i afrohet ¢
nga e majta dhe tenton nga vleré tjetér, 3, kur z i afrohet ¢ nga e djathta.

Funksioni né figurén 4.22b nuk ka limit kur = i afrohet ¢ sepse vlera e f(x)
rritet pafundésisht kur = tenton nga c. Né qofté se kujtojmé até qé kemi
mésuar né pikén 2.1 mbi limitet e vargjeve, mund té konkludojmé se né kété
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rast éshté lim f(z) = oo.

r—c

8

(a) Limiti nuk ekziston sepse f(z) nuk i (b) Limiti nuk ekziston sepse f(z) rritet
afrohet té njéjtés vleré kur x tenton né c pafundésisht kur x tenton né c.
nga e majta dhe nga e djathta.

Figura 4.22. Dy funksione f(x) pér té cilat nuk ekziston lim f(z)

T—cC

Meqé té gjitha ato qé i kemi diskutuar pér limitet e vargjeve né pikén 2.1
vlejné edhe pér limitet e tilla, té€ pafundme, kéto nuk do t’i diskutojmé né
vecanti né rastin e funksioneve. (Ju lutem rishikoni pikén 2.1.)

Né vecanti, véreni ngjashmériné ndérmjet nocioneve té limitit lim a, té

n—oo

njé vargu a, dhe limitit lim f(z) té njé funksion f(z).

Sikur limtet e vargjeve, edhe limitet e funksioneve u nénshtrohen rregullave
analoge algjebrike, té cilat mund té shfrytézohen gjaté llogaritjeve.
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Vetité algjebrike té limiteve. Ngé qofté se ekzistojné lim f(z) dhe

r—cC

lim g(x), atéheré

r—cC

lim[f(@) + g(a)) = lim [ (@) + lim g(),
Il (@) - 9(@)] = Jim f(a) = Jim o(o)
lim[kf(x)] =k 1 im f(z) pér ¢do konstanté k,

r—cC

i (e)g(e)] = [im @)1 (o),

f@) _mmfe
lim ) = T ) né qofté se glcimc g(x) # 0,

lim f(z)” = (lim f(z))” né qofté se ekziston Lim f(z).

r—cC T—C Tr—C
D.m.th., limiti i njé shume, ndryshimi, prodhimi, herési ose fuqgie éshté
shuma, ndryshimi, prodhimi, herési ose fuqgia e limiteve té veganta,
pérderisa té gjitha shprehjet jané té definuara.

Dy vetité vijuese kané té béjné me limitet e dy funksioneve elementare
lineare, dhe mund té shfrytézohen pér gjetjen e limiteve té funksioneve tjera.

Pér ¢do konstanté k,

limk=%k dhe limz=c

xr—c r—cC

D.m.th., limiti i njé konstante éshté veté konstanta, dhe limiti i f(z) =z
kur x tenton né c éshté c.

Gjeometrikisht, shprehja lim k& = k thoté se lartésia e grafikut té funksionit

r—c

konstant f(x) = k i afrohet k kur z i afrohet ¢. Nga ana tjetér, lim 2 = ¢ thoté

xr—c
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se lartésia e grafikut té funksionit linear f(z) = z i afrohet ¢ kur z i afrohet c.
Kéto shprehje jané ilustruar né figurén 4.23.

(c, k)

t T
c c

8

(a) lim k =k (b) limz=c¢

T—cC T—c

Figura 4.23. Limitet e dy funkioneve lineare

Shembujt vijues ilustrojné se si vetité e limiteve mund té zbatohen pér té
llogaritur limite funksioensh algjebrike.

Shembull 1. Gjeni
322 + 1
im .
z—1 x —2

Zgjidhje. Zbatojmeé rregullén e herésit, pér té gjetur

. 2 . 2 .
. 3$2+17iinl1(3x +1)73ilin1x +ign11173+17

= = = = —4.
z—1 o —2 1iml(x—2) 1imlx—1iml? 1-2

O

I kthehemi tani shembullit nga fillimi i pikés. Né t&, qé té dy numéruesi dhe
eméruesi i funksionit té dhéné racional i afrohen zeros. Né raste té tilla, duhet
pérpjekur qé funksioni té thjeshtohet algjebrikisht pér té gjetur zgjidhjen e
kérkuar.
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Shembull 2. Gjeni

Zgjidhje. Vérejmé se pér x = 1 funksioni nuk éshté i pérkufizuar, kurse pér té
gjitha vlerat tjera té x numéruesi dhe eméruesi mund té pjesétohen me x — 1,
pér té fituar

22 -1 z—1)(z+1
o =D

z—1 1 — rx—1 17—1

= liml(ac—i—l) =2.
O

Mé né fund, té njihemi shkurt me nocionin e vazhdueshmérisé sé njé funk-
sioni.

Joformalisht, funksion i vazhdueshém éshté funksioni grafiku i té cilit mund
té vizatohet pa e ngritur lapsin nga letra; d.m.th. nuk ka vrima ose képutje.
Pér shembull, funksione té vazhdueshme jané ato té skicuara né figurat 4.20a,
4.21a dhe 4.23. Por, jo té gjitha funksionet e kané kété veti. Té rikujtojmé,
pér shembull, funksionet nga figurat 4.20b, 4.22a dhe 4.22b. Funksionet e tilla
nuk jané té vazhdueshme.

Vazhdueshmeéria. Njé funksion f éshté i vazhdueshém né c né qofté se
1. f(c) éshté e pérkufizuar;

2. ekziston lim f(x);

r—c

3. lim f(x) = f(c).

r—c

Shembull 3. Tregoni se polinomi p(z) = 223 — 32 + 1 éshté i vazhdueshém né
pikén x = 1.

Zgjidhje. Vérejmé se vlera p(1) éshte e pérkufizuar; me saktésisht, p(1) = 0.
Gjithashtu,
1im1 p(z) = liml(2x3 —3x+1)=0;
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pra,
tim p(z) = p(1).
qé d.m.th. se p(x) éshté i vazhdueshém né =z = 1. O

Vazhdueshmeéria né interval. Themi se njé funksion f éshté i vazh-
dueshém né njé interval a < = < b né qofté se éshté i vazhdueshém né
secilén piké x té intervalit.

Detyra pér ushtrime

Né detyrat 1-10 llogaritni limitin e kéruar né qofté se ekziston.
1. 111111(3962 + 5z — 2);
2. 1in12(x3 — 32? + bz — 2);

3. hrno(x +1)%(z - 1);

i (=2)(z-3)
6. i% (z+2)(xz—3)?

. 221 .
7. lim 2—3z+2°

z—1 7T

10. lim ¥zt
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Né detyrat 11-16 pércaktoni se a éshté funksioni i dhéné i vazhdueshém né
vlerén e specifikuar té x.

11. f(z

Il
@
8
(V]
+
ISy
8
|
N
8
Il
2o

12. f
13. f

(z)
(z)
(z)
4. f(r) =2k 2= -2
15. f(x)
(x)

16. f




Kapitulli 5

Njehsimi diferencial

5.1 Derivati: shpejtésia e castit dhe pjerrtésia

Analiza matematike studion ndryshimin e madhésive, kurse vegla primare pér
studimin e shpejtésisé sé ndryshimit éshté procedura e quajtur diferencim.

Né kété piké do té sqarojmé kété proceduré dhe do té shpjegojmé si ajo
mund té zbatohet né probleme shpejtésish dhe pér té gjetur pjerrtésiné (koe-
ficientin e drejtimit) e njé tangjenteje té njé lakoreje.

Marrim né shqyrtim njé funksion f(z) i cili ndryshon pér vlera té x nga
njé interval (zg,xzo + h). Natyrisht, éshté e véshtiré qé thjesht té ,lexohet®
shpejtésia e gastit e ndryshimit té funksionit né pikén xy, por mund ta masim
distancén ndérmjet vlerave f(xo) dhe f(zo + h) té funksionit né pikat
dhe zg + h dhe ta llogarisim shpejtésiné mesatare té ndryshimit né intervalin
(zo, 20 + h) me ané té herésit

f(xo +h) = f(x0)

Umes = h .

Né qofté se vlera e h éshté e vogél, éshté pér t'u pritur qé shpejtésia
mesatare e ndryshimit té f(x) té jeté shumé afér me shpejtésingé e castit té
ndryshimit té tij né pikén xy. Prandaj éshté e arsyeshme té llogaritet shpe-

159
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jtésia e castit v si limit

v — Tim f(fl?0+h)—f(~’0o)'
h—0 h

y=[f(z) y=f(z)

(wo + h, f(zo + h)) (wo + h, f(zo + h))

(o, f(wo0)) (zo, f(z0)) Sekantat
Tangjenta
r T
(a) Grafiku i f(z) me sekanté népér pikat (b) Kur h — 0 sekantat tentojné nga tan-
P(xo, f(x0)) dhe Q(xzo0 + h, f(xzo + h)). gjenta népér P.

Figura 5.1. Pérafrimi i tangjentés me sekanta.

Procedura sapo e sqaruar éshté ilustruar gjeometrikisht né figurén 5.1. Fi-
gura 5.1a tregon grafikun e funksionit y = f(x), né té cilin shtrihen pikat
P(zo, f(x0)) dhe Q(zg + h, f(xo + h)). Drejtéza PQ e cila bashkon pikat P
dhe @ quhet sekanté (ose kordé) e grafikut dhe ka pjerrtésiné (koeficientin e
drejtimit)

~ fl@wo+h) = f(wo)  f(xo+h)— f(x0)
mSeC - - .
(Io + h) — X0 h

Sic éshté treguar né figurén 5.1b, duke marré h gjithnjé mé té vogél, sekan-
tat korresponduese PQ tentojné nga pozita té cilén intuitivisht e mendojmé si
tangjenté té lakores né pikén P. Njé gjé e tillé na sygjeron se pjerrtésiné kian
té tangjentés né pikén P(xq, f(zo)) e llogarisim duke gjetur vlerén limite té
pjerrtésive té sekanteve pérafruese PQ; d.m.th.,

f(@o+h) — f(xo)
- :

Mtan = %HnO Mgec = }ILHnO
— —
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Pra, pjerrtésia e tangjentés sé grafikut té funksionit y = f(z) né pikén x
éshté pikérisht e barabarté me shpejtésiné e gastit té ndryshimit té f(z) sipas x
né kété pikeé.

Shprehja

flz+h)— fz)
h 3
e cila paraqitet si gjaté llogaritjes sé pjerrtésisé ashtu edhe té shpejtésisé sé
ndryshimit, quhet koeficient i diferencés (ndryshimit) i funksionit f. Mé sak-
tésisht, né té dyja zbatimet, llogarisim limitin e koeficientit té diferencés kur
h tenton né 0. Pér té unifikuar studimin e kétyre dhe zbatimeve té ngjashme,
fusim terminologjiné dhe shénimet vijuese.

Derivat i njé funksioni f(x) sipas z quhet funksioni f'(z) (lexo: ,,f prim
prej z¢) i dhéné me

h—0 h

3

kurse procesi i llogaritjes sé derivatit quhet diferencim (ose derivim).
Themi se f(x) éshté ¢ diferencueshém (ose i derivueshém) né xy né qofté
se ekziston f’(xo) (d.m.th., ekziston limiti i koeficientit té diferencés kur
T =1xp).

Pérparésia e shénimit té kétillé té derivatit géndron né faktin se véshtrimet
e béra mé paré né kété piké lidhur me pjerrtésiné dhe shpejtésiné e ndryshimit
mund té pérmblidhen né formén vijuese.

Pjerrtésia e tangjentés sé lakores f(z) né pikén (zo, f(zo)) jepet me
Mtan = fl(xO)-

Shpejtésia e gastit e ndryshimit té madhésisé f(z) sipas z kur = = =
éshté e barabarté me f'(xo).
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Né té parin nga dy shembujt vijues gjejmé ekuacionin e tangjentés. Pastaj
né té dytin shqyrtojmé njé zbatim biznesi i cili ka té béjé me shpejtésiné e
ndryshimit.

Shembull 1. Llogaritni derivatin e funksionit f(x) = 22, pastaj shfrytézoni
rezultatin pér té gjetur pjerrtésiné e lakores né pikén x = —1. Cili éshté
ekuacioni i tangjentés né kété piké?

Zgjidhje. Sipas pérkufizimit té derivatit

_fl@t+h)—f@) _ . (z+h)?—a?
! — i AL S N A - @z @
A A
. (2% +2zh + h?) — 22 . 2xh + h?
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
h(2 h
= lim h(2z+h) = lim (2z + h) = 2z.
h—0 h h—0
Késhtu, pjerrtésia e tangjentés sé lakores y = 2 né pikén z = —1 éshté

(shihni fig. 5.2).

Pér té gjetur ekuacionin e tangjentés na nevojitet edhe y-koordinata e pikés
nga e cila éshté térhequr tangjenta; d.m.th., y = f(—1) = (-1)? = 1. Pran-
daj, tangjenta kalon népér pikén (—1,1) dhe ka pjerrtésiné (koeficientin e
drejtimit) —2. Nga sa dimé mé paré, ekuacioni i saj éshté

y—1=(=2)[z - (-1)]
y=—2x—1.

O

Shembull 2. Njé prodhues vleréson se kur prodhohen dhe shiten = njési té njé
prodhimi té ardhurat e nxjerra do té jené R(x) = 0.52% + 3x — 2 mijé euro.
Me cfaré shpejtésie ndryshojné té ardhurat sipas nivelit té prodhimit x kur
prodhohen 3 njési? A jané rritése apo zvogéluese té ardhurat né kété moment?
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(_1’1)

Figura 5.2. Tangjenta e lakores y = > né pikén (—1,1).

Zgjidhje. Sé pari, meqé x paraget numrin e njésive té prodhuara, duhet té jeté
x > 0. Koeficienti i diferencés sé R(z) éshté

R(z+h)— R(z)  [0.5(x+ h)? +3(x + h) — 2] — [0.52% + 3z — 2]
h h
[0.5(2? 4+ 2zh + h?) + 3z + 3h — 2] — 0.52% — 3z + 2
h

2
- —xh‘LO‘ih t3h 05kt 3,

Prandaj, derivati i R(x) éshté

R(xz + h) — R(x)

R'(z) = lim

=lim(z+05h+3)=2+3,
h—0 h—0

dhe meqé
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rrjedh se té ardhurat ndryshojné me shpejtési prej 6,000 € pér njési sipas
nivelit té prodhimit kur prodhohen 3 njési.

Meqé R/(3) = 6 > 0, pra meqé R'(3) éshté pozitiv, tangjenta né pikén
e grafikut té funksionit té té ardhurave pér x = 3 duhet té jeté me pjerrtési
pérpjetéze. Véshtrimi i tillé na sygjeron se té ardhurat jané rritése kur x = 3,
né ¢ka edhe bindemi nga grafiku i R(z) i paraqitur né fig 5.3. O

R (mijé €)

z (njési

// 3 prodhimi)

Figura 5.3. Grafiku i funksionit R(z) = 0.52% 4 3z — 2, pér = > 0, me tangjentén né
pikén z = 3.

Derivati f/'(z) i y = f(x) ndonjéheré shénohet me % (lexo:,de y, de x*),
dhe sipas kétij shénimi vlera e derivatit né = ¢ (d.m.th., f’(c)) shkruhet si

dy
dx|,_

(&
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Pér shembull, né qofté se y = x2, atéheré, si¢ u bindém né shembullin 1,

dy
-7 _9
dx o
dhe vlera e derivatit né pikén x = —1 éshté
d
Y Zow =2(-1)=-2
dx r=—1 r=—1

Shénimi g—g sygjeron pjerrtésiné

ndryshimiiy Ay
ndryshimi i z Az’

dhe mund poashtu té& mendohet si ,,shpejtésia e ndryshimit té y sipas x. Ndon-
jéheré éshté e levérdishme qé fjalia e formés

d
,né qofté se y = 22, atéheré d_y = 2z“
x

té shkurtohet duke shénuar, thjesht,

e =,
qé lexohet: ,derivati i 2 sipas x éshté 2z

Né qofté se njé funksion éshté i derivueshém né njé piké P(zo, f(z0)),
atéheré grafiku i y = f(z) ka tangjenté jovertikale né pikén P, té cilés i
yofrohen“té gjitha pikat e grafikut né ,aférsi“té P. Intuitivisht, njé gjé e
tillé sygjeron se njé funksion duhet té jeté i vazhdueshém né ¢do piké ku éshté
i derivueshém, meqé grafiku nuk mund té keté ,vrimé“ose , képutje“né ndonjé
piké ku mund té térhiqet tangjenta.

Mirépo, e anasjellta nuk éshté e vérteté; d.m.th., njé funksion i vazh-
dueshém nuk éshté e théné té jeté edhe i derivueshém.

Né pérgjithési, funksionet me té cilat do té ndeshemi gjaté kursit toné do
té jené té derivueshém né pothuajse té gjitha pikat. Né veganti, polinomet
jané kudo té derivueshém dhe funksionet racionale jané té dervueshme né ¢do
piké ku jané té pérkufizuara.
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Detyra pér ushtrime

1. Pér funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni pjerrtésiné e tangje-
ntés sé lakores pér vlerén e dhéné té ndryshores sé pavarur:

(a) f(x)=bx—3, =2

(b) f(z)=2%—-1,2=—1;

(c) f(z) =222 —3x -5, 2 =0;
(d) f(@)=2% 2=-1

() flx)=a®—-1,2=2;

() g(t) =2, t =3

(g) f(x) =5, 2=2;

(h) f(z)=Va, =4

(i) h(u) = Lu, u=9

2. Pér funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni ekuacionin e tangje-
ntés sé lakores pér vlerén e dhéné té xg:

(a) f(x)=a?+x+1,20=2;
(b) f(2) =a® -z, 20 = -2
(c) f(z) =%, @0 = 3;

(d) f(z) =2V, 2o =4

3. Pér funksionet vijuese gjeni shpejtésiné e ndryshimit % kur x = z¢:
(a) y:37$0:27
(b) y=06—2z, 29 = 3;
(c) y=z(1—=x), xzg = —1.

. Pér funksionet vijuese vizatoni grafikun, pastaj caktoni vlerat e z pér té
cilat derivati éshté zero. Cfaré ndodh me grafikun né pikat pérkatése?

(a) f(x) =22 — 2z;
(b) f(x) =a®+32%
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(c) f(z)=a® — 22,

5. Njé prodhues mund té prodhojé mall me kosto 20 € pér copé. Vlerésohet
se né qofté se malli do té shitet pér p euro copa, konsumatorét do té
blejné 120 — p sish ¢do muaj. Gjeni profitin mujor P(p) = R(p) — C(p) té
prodhuesit, ku R(p) jané té ardhurat dhe C(p) kostoja. A éshté profiti
rrités apo zvogélues kur ¢mimi i mallit éshté 60 € copa? Po kur ¢mimi
éshté 80 € copa? Cfaré ndodh me profitin kur malli shitet 70 € né copé?

5.2 Teknika derivimi

Né pikén paraprake, derivatet i llogaritém duke shfrytézuar pérkufizimin me
ané té limitit. Né qofté se njé gjé té tillé do té na duhej ta bénim sa heré qé
na nevojitet té llogarisim njé derivat, atéheré do té ishte edhe bezdisése edhe e
véshtiré pér té zbatuar analizén matematike né aplikacione té ndryshme. Pér
fat té miré, kjo nuk éshté e domosdoshme, dhe né kété dhe pikén e ardhshme
do té zhvillojmé ca teknika té cilat né masé té madhe e thjeshtésojné procesin
e diferencimit.
Fillojmé me njé rregull pér derivimin e njé funksioni konstant.

Rregulla e konstantés. Pér ¢farédo konstante c,

d

D.m.th., derivati i njé konstanteje éshté zero.

Njé gjé e tillé mund té shihet nése merret parasysh grafiku i njé funksioni
konstant f(x) = ¢, i cili éshté njé drejtéz horizontale (fig. 5.4). Meqé pjerrtésia
e njé drejtéze té tillé éshté 0 né secilén piké té saj, rrjedh se f'(x) = 0. Ja né
vazhdim vértetimi i cili shfrytézon pérkufizimin me ané té limitit:

f(x) = lim flath) - fz) —im -9

h—0 h h—0 h
meqé pér ¢do = vlen f(z+h) =c.
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y=c

Pjerrtésia: 0

Figura 5.4. Grafikui f(z) =c.

Shembull 1. Pér funksionin f(x) = —5 kemi

Vetia vijuese éshté nga mé té zbatueshmet meqé na tregon si té derivohet
funksioni fuqi f(x) = ™. Véreni se rregulla gjen zbatim jo vetém te funksionet
si f(x) = z*, por edhe tek ato si g(z) = V2t = 2*/3 dhe h(z) = & = 273,

3

Rregulla e fuqisé. Pér ¢do numér real n,

4
dx

(z") = na™ L.

Me fjalé, pér té gjetur derivatin e z™, zvogélo pér 1 eksponentin n té z
dhe shumézo me eksponentin fillestar.

Vértetimi i rregullés sé fuqisé béhet né disa hapa: kur n éshté numér na-
tyror, pastaj, kur éshté numeér i ploté dhe, né fund, numér racional; kétu nuk
do té merremi me té meqé tejkalon suazat e kursit toné.
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Shembull 2.

d

d—(:v5) = 52771 = 5ot

X
d IRV N SR Y-S R S R
g V) = ) = et = e PN
d (1 d, o —2-1 -3 2
@ <F) ST )= ==

Rregulla e konstantés dhe ajo e fuqisé japin formula té thjeshta pér gjet-
jen e derivateve té njé klase té réndésishme funksionesh, por, pér té gené né
gjendje té diferencojmé shprehje ca mé komplekse, duhet té dijmé rregullat pér
manipulim algjebrik me derivate. Dy rregullat vijuese na mésojné t’i derivojmeé
prodhimin e njé funksioni me konstanté dhe shumén e dy funksioneve.

Rregulla e faktorit konstant. Né qofté se ¢ éshté konstanté dhe f(z)
éshté funksion i derivueshém, atéheré i tillé éshté edhe cf(x) dhe

D.m.th., derivati i njé prodhimi me konstanté éshté prodhimi i derivatit
me konstantén.

Shembull 3.
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Rregullat e shumés dhe ndryshimit. Né qofté se f(x) dhe g(z) jané
funksione té derivueshme, atéheré té tillé jané edhe shuma f(z) + g(z)
dhe ndryshimi i tyre f(x) — g(z) dhe

L 17@) + @) = @)+ fg(a)],
2 7@) — @) = (@)~ gl

d.m.th.,

(f+9)=1"+4d.
Me fjalé, derivati i njé shume ose ndryshimi éshté shuma ose ndryshimi i
derivateve.

Shembull 4.
d, 3 _d, 3 d _ —4 _ 4
dx(x +5)_dx(a: )+dx(5)_ 37+ 0= 3277,
d 7 5y _od 7 d, 5
dx(Qgc 3z )—2dx(:1c) 3da:(x )

= 2(72%) — 3(=52 %) = 1425 + 15276,

Duke kombinuar rregullat e fuqisé, té faktorit konstant dhe té shumés mund
té derivojmé cfarédo polinimi.

Shembull 5. Gjeni derivatin e polinomit y = 423 — 522 + 8x — 7.

Zgjidhje.
dy d 3 2
29 &g’ _
I d:v( x® — bz +8x—7)
Cod g _d, o, d d
= %(I )—5%(517 )+8%($)+d—(—7)
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=122%2 — 102" + 82" + 0 = 1222 — 10z + 8.
O

Né shumé zbatime praktike shpejtésia e castit e ndryshimit té njé madhésie
nuk éshté aq e réndésishme sa éshté shpejtésia procentuale (né pérgindje) e
ndryshimit, e cila pérkufizohet me formulén

Shpejtésia procentuale| 100 [Shpejtésia e ndryshimit té Q)]
e ndryshimit té Q | [Madhésia e Q]

Q'(x)
Q(x)
Pér shembull, shpejtésia e ndryshimit vjetor prej 200 € né pagé nuk do té

kishte domethénie té madhe pér njé person gé fiton 100,000 € né vit. Né fakt,
meqé

=100

200
100,000 02,

shpejtésia procentuale pérkatése e ndryshimit do té ishte vetém 0.2%. Mirépo,
pér njé person qé fiton vetém 1,000 € né vit do té kishim

200

100 —— =
1,000

20,

qé d.m.th. se pér té shpejtésia procentuale e ndryshimit do té ishte 20%.

Shembull 6. Bruto produkti vendor (GDP) i njé vendi ishte N (¢) = t% 42t +50
qind milion euro ¢ vite pas 2000.

(a) Me cfaré shpejtésie ndryshon sipas kohés GDP né vitin 20057
(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale ndryshon sipas kohés GDP né vitin 2005?
Zgjidhje. (a) Shpejtésia e ndryshimit t& GDP éshté derivati
N'(t) =2t + 2.
Shpejtésia e ndryshimit né vitin 2005 éshté
N'(5)=2-5+2=12
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qind milion euro né vit.
(b) Shpejtésia procentuale e ndryshimit t& GDP né vitin 2005 éshté

N'(5) 12 12
100 =100———— =100 — =~ 14.1;
N(5) 52 +2-5+50 85
pra, péraférsisht 14.1% né vit. O

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) y =2~

(b) y=aT

(C)y:%

(d) y= 5

(e) y =22+ 21+ 3;

(f) y = 32° — 42 + 92 — 6;
(g) f(z) =2 —52% + 2+ 12;
(h) f(x)*% 8—%17 —z+2;
0) y=7+% -7

() y=2 -2+ g

(k) f(z) = Va3 +

) 70) =2/ + & — VB
(m) y=-%+2 224 L+ 1,
(n) y = 22(z® — 6z + 7);
(0) y = 24",

2. Kérkesa e konsumatoréve pér njé mall éshté D(p) = —200p+ 12,000 njési
né muaj kur ¢gmimi i tregut éshté p euro pér njési.
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(a) Shprehni shpenzimet totale mujore E(p) té konsumatoréve pér kété
mall si funksion té p dhe vizatoni grafikun. (Shpenzimet totale
mujore té konsumatoréve jané sasia totale e té hollave té cilén kon-
sumatorét e shpenzojné ¢do muaj pér mallin.)

(b) Gjeni shpejtésiné e ndryshimit té shpenzimeve totale mujore té kon-
sumatoréve sipas ¢mimit p.

(¢) Cfaré ndodh me shpenzimet totale mujore té konsumatoréve kur
¢mimi i tregut éshté 30 € pér njési?

3. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé

uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar
f(t) = —t* + 6> +15¢

radio-tranzistoré ¢ oré meé pas.
(a) Nxjerrni formulén pér shpejtésiné me té cilén punétori do té montojé
radio pas t orésh.
(b) Me ¢faré shpejtésie do té montojé radio punétori né orén 9:007
(¢) Sa radio do té montojé punétori ndérmjet orés 9:00 dhe 10:007

. Bruto té ardhurat e njé kompanie ishin A(t) = 0.1¢% + 10¢ + 20 mijé euro
t vite pas themelimit né vitin 2000.

(a) Me ¢faré shpejtésie rriteshin sipas kohés bruto té ardhurat e kom-
panisé né vitin 20047
(b) Me cfaré shpejtésie procentuale rriteshin sipas kohés bruto té ard-

hurat e kompanisé né vitin 20047

. Paga juaj fillestare do té jeté 6,000 € né vit dhe do té keni rritje prej
500 € ¢do vit pas vitit té paré.

(a) Shprehni shpejtésiné procentuale té rritjes sé pagés suaj si funksion
kohe dhe vizatoni grafikun.
(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale do té rritet paga juaj pas 1 viti?

(c) Cfaré do té ndodhé me shpejtésiné procentuale té rritjes sé pagés
suaj né afat té gjaté (d.m.th., kur ¢ rritet shumé)?
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5.3 Rregulla e prodhimit dhe ajo e herésit

Mbéshtetur né pérvojat me rregullén e faktorit konstant dhe até té shumés
nga pika paraprake, mund té shtrojmé pyetjen se mos vallé edhe derivati i
prodhimit té dy funksioneve éshté i barabarté me prodhimin e derivateve té
tyre, mirépo lehté bindemi se konjektura e tillé nuk éshté e sakté. Pér shembull,
né qofté se f(z) = x dhe g(r) = 2%, atéheré f'(r) = 1 dhe ¢/(z) = 2z, prandaj

f(x)g (x) = 1(2z) = 2z,
kurse f(z)g(z) = z2? = 23 dhe
[f(x)g(2)] = (2%) = 32>

Formula korrekte pér derivimin e njé prodhimi mund té formulohet si vijon.

Rregulla e prodhimit. Né qofté se f(x) dhe g(x) jané funksione té
derivueshme, atéheré i tillé éshté edhe prodhimi i tyre P(z) = f(x)g(z)

dhe
d d d

[ ()g(@)] = g(x) 7 [F(2)] + F@) 9]
ose né trajté ekuivalente,
(f9)' =Ffa+fdg.

Me fjalé, derivati i njé prodhimi té dy funksioneve éshté derivati i té& parit
heré i dyti plus i pari heré derivati i té dytit.

Duke zbatuar rregullén e prodhimit né shembullin toné hyrés, gjejmé se
(z2?) =o' (2?) + 2(2?) =1 2° + 2(22) = 2% + 22% = 322,

Japim edhe njé shembull tjetér.
Shembull 1. Derivoni funksionin P(z) = (22 + 1)(3z — 1)

(a) zhvilluar P(z) dhe duke e derivuar si polinom;
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(b) zbatuar rregullén e prodhimit.

Zgjidhje. (a) Kemi
P(x) =323 —2* + 32 — 1,

prandaj
P'(z) = 92% — 22 + 3.

(b) Sipas rregullés sé prodhimit,

/(@) = (@ +1)(32 — 1)

=3z -1) d

E[(gﬂ + 1)) + (2 + 1)3[(3:5 —1)]

dx
=Bz —1)2z)+ (x* +1)-3=92> -2z +3,

@é, natyrisht, pérputhet me rezultatin e fituar kur prodhimi zhvillohet dhe
pastaj derivohet si shumé. [l

Rregulla e herésit. Né qofté se f(z) dhe g(z) jané funksione té de-
rivueshme dhe g(z) # 0, atéheré i derivueshém éshté edhe herési i tyre

_ fl@)
Qz) = 2 dhe

d [f(x)] _ 9@ E @) - [(@) g g ()
dz | g(z)

ose né trajté ekuivalente,
(j)' _J9- 19
g 9

Me fjalé, derivati i njé herési té dy funksioneve éshté derivati i té parit
heré i dyti minus i pari heré derivati i té dytit, e téra mbi katrorin e
funksionit té dyteé.
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Vérejtje. Rregulla e herésit éshté njéra ndér formulat mé té ndérlikuara qé keni
mésuar né kurset e matematikés gjer mé tani. Mund té jeté ndihmesé té véreni
se rregulla e herésit i ngjan rregullés sé prodhimit pérveg se ka shenjén minus,
gjé e cila bén tepér té réndésishme renditjen e termave né numéruesin. Mund
té filloni ashtu gé té véni katrorin e g né eméruesin, dhe pastaj té shkruani
numéruesin duke filluar me derivatin e f dhe duke menduar mbi rregullén e
prodhimit. Mos e harroni shenjén minus, pa té cilén rregulla e herésit nuk do
té ishte kaq e véshtiré pér ta mbajtur mend.

12+31713

Shembull 2. Derivoni funksionin racional y = *—2%

Zgjidhje. Sipas rregullés sé herésit,

dy (22 + 32 — 13)'(x +5) — (2% + 32 — 13)(z + 5)’

dx (x+5)2
(22 +3)(x+5)— (22 +3x—13) -1
N (z +5)2
B 21:2—1-1317—1-15—172—31:4—137a:2—|—1():c—|—28

(z +5)2 - (z+5)2
O

Rregulla e herésit éshté paksa e ngathét, prandaj mos e pérdorni pa nevojé.
Keni parasysh shembullin vijues.

Shembull 3. Derivoni funksionin y = % -5+ % + fol

Zgjidhje. Mos e pérdorni rregullén e herésit! Né vend té saj, rishkruani funk-

sionin né formén

3 1 5
y:§x72—§x+1+1—x71

dhe pastaj zbatoni rregullén e fuqisé term pér term pér té fituar

dy _3

1
— _9 -3\ _ — — (=1 —2
o 2( x”°) 3—|—0+O (-Dzx
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Shembull 4. Profiti nga shitja e g njésish té njé malli éshté

—¢®+27¢> + 160+ 5

P(q) = |

mijé euro. Me c¢faré shpejtésie ndryshon sipas shitjes profiti kur ¢ = 27

Zgjidhje. Na nevojitet ta llogarisim P’(2). Duke zbatuar rregullén e herésit
marrim

P'(q)
(= ¢®+27¢% + 160 + 5) (g + 4) — (—¢* + 27¢> + 160q + 5)(q + 4)’
B (q+4)?
~ (=3¢% +54¢ +160)(q +4) — (—¢* + 27¢* + 160g + 5) - 1
B (q+4)?
~ —2¢° +15¢* + 216¢ + 635
B (q+4)?

Pér nivelin e shitjes ¢ = 2 gjejmé

—2.2%+15-224216-2+635 1111
P'(2) = i + O _ sg ~ 30861

2+ 4)2

pra, profiti ndryshon (rritet) me shpejtési aférsisht 30,861 € pér njési. O

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:
f(x) = (& =5)(Tx —2);
f(@) = (20— 1)(3x + 2);
y=10(3u+ 1)(1 — 5u);
Y
f
Y

5

=400(15 — 22)(3x — 2);
(x ):—:v — 223 +1;
o
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(g

x +3z 2 .
 2z2— 51-{-1’

(
(k
(1

_ xz?-3x42.
(z) = %

b

(z— 3)(2z+1)
r—1

)y
)y
(i) y= 15
)
)
)

y
f
f
f

2. Gjeni shpejtésiné e ndryshimit té funksioneve vijuese pér vlerén e dhéné

té xg:
(a) y = (2% +2)(z + V), 70 = 4;
(b) y= (22 —-3)(1 —22%), 2o = 1;

(¢) y=Bx—1)(2z+5), zo = 1.

. Njé konteiner rrjedh réré ashtu qé pas t javésh né konteiner mbesin

S(t) =10 (1 - %)3

ton réré.

(a) Sa réré kishte fillimisht né konteiner?
(b) Me ¢faré shpejtésie rrjedh nga konteineri réra pas 1 jave?

(c) Sa kohé nevojitet pér té rrejdhur e téré réra nga konteineri? Me
cfaré shpejtésie rrjedh réra nga konteineri né momentin e zbrazjes?

. Rregulla e prodhimit tregon si derivohet prodhimi i ¢farédo dy funk-

sioneve kurse rregulla e faktorit konstant tregon si derivohen prodhimet
né té cilat njéri nga faktorét éshté konstant. Tregoni se dy rregullat
jané konsistente; d.m.th., zbatoni rregullén e prodhimit pér té treguar se
lcf(z)] = c2L[f(x)] kur c éshté konstanté.
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5.4 Derivimi i funksioneve eksponenciale, loga-
ritmike dhe trigonometrike

Derivimi i funksioneve eksponenciale dhe funksioneve logaritmike éshté i thje-
shté. Né kété piké do té japim formulat pér derivatet e kétyre funksioneve dhe
do té pérmendim derivatet e funksioneve trigonometrike.

Fillojmé me formulén pér derivimin e funksionit In x.

Derivati i Inz. Pér x > 0 vlen

d 1
E(lngc) =

Vértetimi i formulés rrjedh nga vetité e njohura pér logaritmet dhe fakti i
njohur mé paré se (1 + %)t tenton né e kur ¢ rritet (ose zvogélohet) pafundé-
sisht. Gjejmé koeficientin e diferencés sé funksionit f(z) = Inx:

flx+h)— f(z) _ In(z+h)—Inz
h h

1 r+h r+h 1/h R\ "
=—In =In =ln(1+- .
h T T T

Pér té gjetur derivatin, léshojmé h — 0 né koeficientin e gjetur té difere-
ncés. Pér kété gjé, véjmé L = 1. Atéheré + = L, késhtu qé

x

flz+h) — fx) 1\"/* U
len(l—kg) =In (1-1—;)
Meqé nga h — 0 rrjedh t — oo, kemi
d _ o S+ h) = fz)
e
1/x 1/x
. ‘1" . ']
=limln|(1+ - =In|lim (14 -
t—o0 t t—oo t
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1
—Inel/® = 2.
x
Shembull 1. Derivoni f(z) = lnjﬁm_z
Zgjidhje. Sé pari, meqé Va2 = z2/3, kemi
In V22  Inz?? 2z
flz) = [ L
Tani, sipas rregullés sé herésit,
2 (Inz)z* - (2) Inz
f/(x) — Z. ( ) I (2 )
3 (%)
_2 %:174 —4z%Inz 2 ® —4alnz 2 1-4nz
3 x8 3 28 3 5

O

Shembull 2. Njé prodhues vleréson se ¢ njési té njé malli do té shiten kur ¢mimi
éshté p(q) = 112 — ¢ln¢® qind euro pér njési. Me c¢faré shpejtésie ndryshojné
té ardhurat e pérgjithshme nga ky mall kur shiten 4 njési?

Zgjidhje. Funksioni i t&€ ardhurave té pérgjithshme éshté
R(q) = p(q)g = (112 — qIng’)g = 112¢ — ¢*(3Inq) = 112 — 3¢°Ing
qind euro, prandaj shpejtésia e ndryshimit té té ardhurave éshté
R'(q) = 112 = 3[(¢*) Inq + ¢*(In q)’]
=112-3 <2qlnq + q2%> =112 —6glngq — 3q.
Kur ¢ = 4 shpejtésia e ndryshimit éshté
R(4)=112-6-4-In4 -3 -4 ~66.73

gind euro pér njési; d.m.th., 6,673 € pér njési. O
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Kalojmé tani te formula pér derivatin e e”.

Derivati i e”. p
- Ty —
o (e")=e

x

Me fjalé, e éshté derivat i vetvetes.

Gjeometrikisht, fakti i mésipérm ka domethénien se né ¢do piké P(zq, e*®)
té lakores y = e pjerrtésia éshté e barabarté me ™, ordinatén e pikés P (shih

fig. 5.5). Kjo dhe éshté arsyeja kryesore pse numri e quhet bazé eksponenciale
,hatyrore.*

Y y = f(z)

P(zo,e®0)
Pjerrtésia: e®0

e

Figura 5.5. Né ¢do piké P(z0,e"™) té lakores y = €® pjerrtésia éshté e barabarté me
e"o.

Shembull 3. Njé prodhues vleréson se kérkesa pér njé mall té caktuar éshté
D(p) = 5,000e~? njési kur ¢mimi éshté p qind euro pér njési. Cfaré ndodh me
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té ardhurat e pérgjithshme R(p) = pD(p) kur ¢mimi i tregut éshté 90 €7
Po kur ky ¢mim éshté 110 €7 C’mund té pérfundoni pér té ardhurat e
pérgjithshme kur ¢mimi éshté 100 €7

Zgjidhje. Funksioni i té ardhurave té pérgjithshme éshté
R(p) = pD(p) = 5,000pe™"

qind euro, prandaj shpejtésia e ndryshimit té té ardhurave sipas ¢mimit éshté

d _ d /p
/ = — P — —— i
R'(p) o (5,000pe™?) 5,000dp (ep)

TeP — p(eP)! 1-eP — peP 1—
Wy’ —p(e)” _ ¢ gogl e — P’ _ g ool
()2 (er)? er

= 5,000

gind euro né 100 €.

Kur ¢gmimi i tregut éshté 90 € kemi p = 0.9, prandaj

1-0.9
/ — ~
R'(0.9) = 5’00060—'9 ~ 203.29,

pra pjerrtésia éshté pozitive, qé d.m.th. se té ardhurat e pérgjithshme rriten
né qofté se rritet ¢mimi nga ky nivel.

Kur ¢gmimi éshté 110 € kemi p = 1.1, késhtu qé

1-1.1
R'(1.1) = 5,000——7— ~ —166.44,
oL

pra pjerrtésia éshté negative, qé¢ d.m.th. se té ardhurat e pérgjithshme zvogélo-
hen né qofté se rritet ¢mimi nga ky nivel.
Meé né fund, pér ¢mimin 100 € kemi

1-1

R'(1) = 5,000——~ = 0.

el
Shqyrtimi i tillé na shtyn té€ mendojmé se pér kété ¢mim prodhuesi realizon té
ardhura té pérgjithshme maksimale. O
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Japim mé né fund, pér arsye kompletésie, edhe derivatet e funksioneve
trigonometrike, té cilat i keni hasur né kurset e gjertanishme té matematikés:

d
%(sin x) = cosw,
d
—(cosz) = —sinz.

dzr

Me fjalé, derivati i sinusit éshté kosinusi, kurse derivati i kosinusit éshté minus
sinusi.

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

52
8

o
NN

N
I e e e T e

—
o

8

Q.

T T S s s o s T o
N N N N N SN
—_
=}

)

8

N -~ N T
® =0 2
8 8

—~
- B
= Z =

2. Njé makine e caktuar industriale amortizohet ashtu qé vlera e saj pas
t vitesh béhet V() = 20,000e~* euro.

(a) Me cfaré shpejtésie ndryshon sipas kohés vlera e makinés pas 5 vje-
tésh?

(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale ndryshon sipas kohés vlera e maki-
nés pas t vijetésh? A varet kjo shpejtési nga t apo éshté konstante?
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3. Kérkesa e konsumatoréve pér njé mall éshté D(p) = 3,000e P njési né
muaj kur ¢gmimi i tregut éshté p qind euro pér njési. Shprehni shpenzimet
totale mujore E(p) té konsumatoréve pér mallin si funksion té p. Cfaré
ndodh me shpenzimet totale mujore kur ¢mimi i tregut éshté 95 €7 Po
kur ky ¢mim éshté 105 €7 C’mund té pérfundoni pér shpenzimet totale
mujore kur ¢gmimi éshté 100 €7

5.5 Elemente té analizés margjinale: Pérafrimi
me shtesa

Analiza margjinale éshté njé fushé e ekonomiksit e cila ka té béjé me vlerésimin
e efektit né madhési té tilla si kostoja, té ardhurat dhe profiti kur niveli i pro-
dhimit ndryshon pér njé njési. Pér shembull, né qofté se C(x) éshté kostoja
e prodhimit té x njésish té njé malli, atéheré kostoja e prodhimit té njésisé
sé (zg + 1)-té éshté C'(zp + 1) — C(xp). Mirépo, meqé derivati i funksionit té
kostos C(z), 1 quajtur kosto margjinale, jepet me

MC(z) = C'(z) = }{12% C(:C—i-h}z— C(z)

)

rrjedh se pér vlera ,té vogla“ té h

C(zo +h) — C(xo)
h )

MC(ZC()) ~
késhtu qé pér A = 1 mund té béhet pérafrimi
MC(zg) = C(ao+ 1) — C(xo).

Me fjalé tjera, né nivelin e prodhimit z = zg, ¢mimi i prodhimit té njé njésie
shtesé éshté péraférsisht i barabarté me koston margjinale MC(zy). Lidhméria
gjeometrike ndérmjet C'(xo+1)—C(x0) dhe MC(zg) éshté paraqgitur né fig. 5.6.

Japim né vazhdim pérkufizimet e funksioneve té kostos margjinale, té hy-
rave margjinale dhe profitit margjinal.
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Y
y=C(z)
< | Clzo +1) — C(x0)
+ t T t t €z
ro x0+1 ro x0+1
(a) Kostoja margjinale MC(zg) pér (b) Kostoja e prodhimit té njésisé sé (xo +
x = zo éshté C'(zo). 1)-té éshté C(zo + 1) — C(zo).

Figura 5.6. Pérafrimi i C'(zo + 1) — C(z0) me ané té kostos margjinale MC(zo).

Kostoja margjinale, té€ ardhurat margjinale dhe profiti margji-
nal. Ngé qofté se C'(z) éshté kostoja totale e prodhimit té x njésish té
njé malli, R(x) = px funksioni i té ardhurave té pérgjithshme té shitjes
sé késaj sasie me ¢gmim p pér njési dhe P(z) = R(z) — C(z) funksioni i
profitit, atéheré

MC(z) = C'(x)

quhet funksion i kostos margjinale,

quhet funksion i té ardhurave margjinale dhe
MP(z) = P'(x)

quhet funksion i profitit margjinal.
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Shembull 1. Njé prodhues vleréson se kur prodhohen z njési té njé malli kostoja
totale do té jeté C(x) = ta? + 4z + 27 euro dhe se ¢é té gjitha z njésité do té
shiten kur ¢mimi éshté p(x) = 22 — %:1: euro pér njési.

(a) Shfrytézoni funksionin e kostos margjinale pér té vlerésuar koston e pro-
dhimit té njésisé sé katérté. Sa éshté kostoja e sakté e prodhimit té
njésisé sé katérte?

(b) Gjeni funksionin e té ardhurave pér mallin. Shfrytézoni pastaj funksionin
margjinal té té ardhurave pér té vlerésuar té ardhurat e nxjerrura nga
shitja e njésisé sé katérté.

(c) Gjeni profitin e gjeneruar me shitjen e x njésish. Paraqitni grafikisht
funksionin e profitit dhe pércaktoni nivelin e prodhimit pér té cilin profiti
éshté maksimal. Sa éshté profiti margjinal né kété nivel optimal pro-
dhimi?

Zgjidhje. (a) Funksioni i kostos margjinale éshté

MC(z) = C'(z) = %:c +4

dhe ndryshimi né kosto pérderisa z rritet nga 3 né 4 (njésia e katérté) éshté
péraférsisht

euro.
Kostoja e sakté e njésisé sé katérté éshté

1 1 2
C(4)-C(3) = (3-42+4-4+27)—<5~32+4.3+27> :37:5.4.

(b) Funksioni i té ardhurave totale éshté

R(x) = p(x)r = (22 - %) x = —ixQ + 22z
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dhe funksioni i té ardhurave margjinale éshté
1
MR(z) = R'(z) = —3% + 22.

Té ardhurat e nxjerrura nga shitja e njésisé sé katérté jané péraférsisht
1 41
MR(3) = —=-3+22=— =20.5,
2 2
kurse té ardhurat e sakta

1 1 81
R(4) — R(3) = (—1-4%22-4) - (—1-3%22-3) = =202,

(c) Profiti éshté
L, L,
P(z) = R(z) — C(x) = —Zx + 22z | — gx + 4z + 27

9
= —%;ﬂ + 18z — 27.

Grafiku i funksionit té profitit éshté parabolé e hapur nga poshté me pikén
mé té larté (kulmim) nga sipér:

—b -1
Tl s,

(shihni fig. 5.7). Prandaj, profiti éshté maksimal kur prodhohen dhe shiten
20 njési me ¢mim

1
p(20):22—1~20217
euro njésia.
Funksioni i profitit margjinal éshté

9
MP(z) = P'(z) = 0% + 18,

dhe né nivelin optimal té prodhimit x = 20 profiti margjinal éshté

9
MP(20) = —75 - 20+ 18 = 0.
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1.56 20 38.44

Figura 5.7. Grafiku i funksionit té profitit P(z) = —452” + 18z — 27.

Kostoja pér njési prodhimi éshté poashtu me réndési né ekonomiks. Funk-
sioni i tillé quhet kosto mesatare dhe derivati i tij quhet kosto mesatare margji-
nale.

Kostoja mesatare dhe kostoja mesatare margjinale. N&é qofté se
C(x) éshté kostoja totale e prodhimit té x njésish té njé malli té caktuar,
atéheré
C(x)

x

AC(z) =

quhet funksion i kostos mesatare dhe

X

MAC(z) = (AC) (z) = % [C(z)}

quhet funksion i kostos mesatare margjinale.

Té ardhurat mesatare dhe profiti mesatar pérkufizohen né ményré analoge.
Japim né vazhdim njé shembull i cili ka té béjé me koston mesatare.
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Shembull 2. Le té jeté C(z) = ta? + 4z + 27 funksioni i kostos totale pér
mallin né shembullin 1.

(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale pér mallin.

(b) Pér ¢faré niveli té prodhimit kostoja mesatare margjinale éshté e bara-
barté me 07

(¢) Pér cfaré niveli té prodhimit kostoja margjinale éshté e barabarté me
koston mesatare?

Zgjidhje. (a) Kostoja mesatare éshté

tx? 4 4z 427
AC(x):C(x):5I + 4z + :lx+4+§
T

T T 5

dhe kostoja mesatare margjinale éshté

MAC(2) = (AC)'(2) = - (gx fay g) _

(b) Kostoja mesatare margjinale éshté 0 kur

MAC(z) =0

1 27

5 22
2 =27-5
z? = 135.

Meqé sasia e prodhimit x nuk mund té jeté negative, marrim parasysh vetém
rrénjén pozitive
=135~ 11.62.

(¢) Sig pamé né shembullin 1, kostoja margjinale éshté MC(z) = %:c + 4,
prandaj kostoja margjinale éshté e barabarté me koston mesatare kur

MC(z) = AC(z)
2 1 27

4= Zpa4a 2t
prhA= Tt
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1 27

Zp=

5 x

2 =275
r=V135
r~ 11.62

O

Vérejtje. Né shembullin 1 profiti éshté maksimal pér nivelin e prodhimit ku
profiti margjinal éshté 0, ndérsa né shembullin 2, duke analizuar vlerat e kostos
mesatare margjinale MAC(z) né aférsi té nivelit té prodhimit z ~ 11.62, mund
té pérfundojmeé se kostoja mesatare éshté minimale kur kostoja mesatare éshté
e barabarté me koston margjinale. Né pikat vijuese do té zbatojmé metoda té
analizés matematike pér té treguar se qé té dyja kéto rezultate jané pasoja té
rregullave té pérgjithshme té ekonomiksit.

Analiza margjinale éshté njé shembull i réndésishém i njé procedure mé té

pérgjithshme pérafrimi t& mbéshtetur né faktin se meqé

F(x0) = lim f(xo+h) = f(z0)

h—0 h

)

atéheré pér vlera té vogla té h derivati f'(xg) éshté péraférsisht i barabarté
me koeficientin e diferencés; d.m.th.,

fwo +h) = f(xo)
h )

f'(wo) ~

prandaj
f(zo+h) = f(zo) = f'(z0)h,
ose né trajté ekuivalente,

f(xo +h) = f(xo0) + f'(x0)h.

Pér té theksuar faktin se shtesa béhet sipas ndryshores x, véjmé h = Az dhe
pérmbledhim formulén pér pérafrim me ané shtesash si vijon.
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Pérafrimi me shtesa. Né qofté se y = f(x) éshté i derivueshém né
x = xo dhe Az éshté njé ndryshim i vogél né x, atéheré

f(zo + Ax) = f(x0) + f'(z0) A,
ose, né trajté ekuivalente, né qofté se Ay = f(xo + Ax) — f(xo), atéheré

Ay =~ f'(zg)Ax.

Japim njé shembull zbatimi té késaj formule pérafruese né ekonomiks.

Shembull 3. Supozojmé se kostoja totale né euro e prodhimit té ¢ njésish té
njé malli t& caktuar éshté C(q) = Z¢?+16¢+37. N&é qofté se niveli i tanishém i
prodhimit éshté 30 njési, vlerésoni se si do té ndryshojé kostoja totale né qofté
se prodhohen 30.5 njési.

Zgjidhje. Né kété problem, niveli i tanishém i prodhimit éshté qo = 30 dhe
ndryshimi né prodhim éshté Ag = 0.5. Sipas formulés pérafruese, ndryshimi
pérkatés né kosto éshté

AC = C(30.5) — C(30) ~ C'(30)Aq = C'(30) - 0.5.

Meqé
C'(q) = 7q + 16,

kemi

AC ~ C'(30)-0.5 = (7-30+16) - 0.5 = 113.

Sa pér ushtrim, llogaritni vlerén e sakté té ndryshimit té kostos dhe kra-
hasoni pérgjegjjen tuaj me vlerén e pérafért. A éshté i miré pérafrimi? (|

Pér njé funksion y = f(z), ndonjéheré shtesa Az quhet diferencial i x dhe
shénohet me dx, e atéheré formula joné pérafruese mund té shkruhet né formén
Ay = f'(z)dx. Né kété rast, diferenciali i y pérkufizohet me dy = f'(x) dx.
Né vijim éshté dhéné né ményré té pérmbledhur ky nocion.
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Diferencialet. Né qofté se y = f(x) éshté funksion i derivueshém
sipas x, atéheré dx = Ax éshté diferenciali i x dhe dy = f'(x) dx éshté
diferenciali i y.

Shembull 4. Gjeni diferencialin e y = 322 4 5z + 10.

Zgjidhje.
dy = f'(z) dz = (6z + 5) dz.

Detyra pér ushtrime

1. Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.1¢> — 0.5¢* + 500¢ + 200
euro, ku g éshté numri i njésive té prodhuara.

(a) Zbatoni analizén margjinale pér té vlerésuar koston e prodhimit té
njésisé sé nénte.

(b) Llogaritni koston e sakté té prodhimit té njésisé sé nénté.

2. Té ardhurat e pérgjithshme mujore té njé prodhuesi jané R(q) = 240q +
0.05¢? euro kur prodhohen dhe shiten ¢ njési gjaté muajit. Pér momentin
prodhuesi prodhon 80 njési né muaj dhe planifikon té rrisé prodhimin
mujor pér 1 njési.

(a) Zbatoni analizén margjinale pér té vlerésuar té ardhurat shtesé té
cilat do té gjenerohen me prodhimin dhe shitjen e njésisé sé 81-té.

(b) Zbatoni funksionin e té ardhurave pér té llogaritur vlerén e sakté
té té ardhurave shtesé té cilat do té gjenerohen me prodhimin dhe
shitjen e njésisé sé 81-té.
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Né detyrat 3-8, C'(z) éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit té x njésish
té njé malli té caktuar dhe p(x) ¢mimi me té cilin do té shiten qé té gjitha
Z njésité.

(a) Gjeni koston margjinale dhe té ardhurat margjinale.

(b) Shifrytézoni koston margjinale pér té vlerésuar koston e prodhimit
té njésisé sé katérté.
(¢) Gjeni koston e sakté e prodhimit té njésisé sé katérté.

(d) Shifrytézoni té ardhurat margjinale pér té vlerésuar té ardhurat té
gjeneruara nga shitja e njésisé sé katérté.

(e) Gjeni vlerén e sakté té té ardhurave té nxjerrura nga shitja e njésisé
sé katérte.

3. C(z) = g2 4+ 3z + 98, p(x) = 25 — 3.
4. C(z) = 12?4+ 32+ 67, p(x) = £ (45 — ).
5. C(z) = 2% + 22 + 39, p(z) = —2? + 4z + 10.

6. C(z) = 3o 4 ba + 73, p(x) = —a? + 22 + 13.

7. C(z) = 2% + 43, p(z) = 3112;.

8. C(z) = 2a® 4 65, p(z) = 5122,
9. Vlerésoni se sa do té ndryshojé funksioni f(z) = ? — 3x + 5 kur x rritet
nga 5 né 5.3.

10. Vlerésoni se sa do té ndryshojé funksioni f(z) = -2+ — 3 kur x zvogélohet

= T+
nga 4 né 3.8.

11. Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.1¢> — 0.5¢% + 500¢ + 200
euro kur niveli i prodhimit éshté ¢ njési. Niveli i tanishém i prodhimit
éshté 4 njési, dhe prodhuesi planifikon té rrisé prodhimin né 4.1 njési.
Vlerésoni se si do té ndryshojé kostoja totale.
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. Té ardhurat totale mujore t& njé prodhuesi jané R(q) = 240¢+0.05¢? euro
kur shiten ¢ njési gjaté muajit. Pér momentin prodhuesi prodhon 80 njési
né muaj dhe planifikon té zvogélojé prodhimin mujor pér 0.65 njési.
Vlerésoni se si do té ndryshojné té ardhurat totale mujore.

Prodhimi ditor i njé uzine éshté Q(L) = 300L2/3 njési, ku L éshté madhé-
sia e fuqisé punétore e matur me oré pune. Pér momentin shfrytézohen
512 oré pune ¢do dité. Vlerésoni numrin e oré-punéve shtesé té nevoj-
shme pér té rritur prodhimin ditor pér 12.5 njési.

Kostoja totale mujore e njé prodhuesi éshté C(q) = %q3 +642q+400 euro
kur prodhohen ¢ njési. Pér momentin niveli i prodhimit éshté 4 njési.
Vlerésoni sasiné pér té cilin prodhuesi duhet té zvogélojé prodhimin pér

té reduktuar koston totale pér 130 €.

Njé studim efikasiteti t€ punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar

f@t) = —t* + 6t + 15¢

radio-tranzistoré ¢t oré mé pas. Sa radio péraférsisht do té montojé pu-
nétori ndérmjet orés 9:00 dhe 9:157

Prodhimi ditor i njé uzine éshté Q(K) = 600vK njési, ku K éshté
investimi kapital i matur né njési 1,000 €. Pér momentin investimi
kapital éshté 900,000 €. Vlerésoni efektin té cilin do ta kishte né pro-
dhimin ditor njé investim shtesé kapitali prej 800 €.

Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.5¢% 4+ 500q + 200 euro kur
niveli i prodhimit éshté g njési.
(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale pér mallin.

(b) Pér c¢faré niveli té prodhimit kostoja mesatare margjinale éshté e
barabarté me 07

(¢) Pér ¢faré niveli té prodhimit kostoja margjinale éshté e barabarté
me koston mesatare?
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5.6 Rregulla zingjir

Né shumé situata praktike do té gjejmé se shpejtésia me té cilén ndryshon
njé madhési mund té shprehet si prodhim shpejtésish tjera. Pér shembull, le
té marrim se kostoja totale e prodhimit né njé uziné éshté funksion i numrit
té njésive té prodhuara, i cili éshté veté funksion i numrit té oréve qé operon
uzina. Né qofté se me C, g dhe ¢ shénojmé koston né euro, numrin e njésive
té prodhuara, pérkatésisht kohén né oré, atéheré

dC [ shpejtésia e ndryshimit té

dq | kostos sipas sasisé sé¢ prodhuar
euro pér njési, dhe

dq [ shpejtésia e ndryshimit t&

dt | sasisé sé prodhuar sipas kohés

njési pér oré. Prodhimi i kétyre dy shpejtésive éshté shpejtésia e ndryshimit
té kostos sipas kohés; d.m.th.,

dC  dC dgq

dt  dq dt
euro pér oré. Kjo formulé éshté rast i posagém i njé rezultati me réndési né
analizén matematike, té€ quajtur rregulla zingjir.

Rregulla zingjir. Le té jeté y funksion i derivueshém sipas u dhe u
funksion i derivueshém sipas x. Atéheré y éshté funksion i pérbéré sipas z
dhe

dy dydu

dr  dudx’

Vérejtje. Njé ményré pér té mbajtur né mend rregullén zingjir éshté té béjmé
sikur derivatet g—‘Z dhe % jané thyesa dhe té thjeshtojmé du:
dy dydi

de ~ ddx
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Shembulli vijues ilustron pérdorimin e rregullés zingjir.

Shembull 1. Gjeni % né qofté se y = %u3 —2u?+5 dhe u = 2% — 1.

Zgjidhje. Nga

d
d—z =2u® —4u
dhe
du
= _9
dx *
rrjedh se
dy dydu 9
— = —— = (2u” —4u) - 2z.
dr dudx (2u u)- 2

Vérejmé se derivati éshté shprehur sipas ndryshoreve x dhe u. Meqgé y
konsiderojmé té jeté funksion i x, do t& mund té déshironim ta shprehnim Z—Z
vetém sipas x. Pér kété, zévendésojmé v = 22 — 1 né shprehjen pér 3—‘;’ pér té

fituar

dy _ 2 2 2
%—[2@ — 1) —4(z* - 1)] - 2z

=dx(2® — V)[(2* — 1) — 2] = 4o(z? — 1)(z* - 3).

Pér ushtrim, provoni zgjidhjen duke zévendésuar sé pari v = 22 — 1 né
shprehjen fillestare pér y dhe duke derivuar pastaj sipas x. O

Né shumé probleme praktike njé madhési jepet si funksion i njé ndrysho-
reje, e cila pér vete éshté funksion i njé ndryshoreje té dyté, dhe géllimi éshté
té gjendet shpejtésia e ndryshimit té madhésisé fillestare sipas ndryshores sé
dyté. Problemet e tilla mund té zgjidhen me ané té rregullés zingjir. Ja njé
shembull.

Shembull 2. Kostoja e prodhimit té x njésish té njé malli té caktuar éshté
C(x) = 0.22% 4+ 2+ 900 euro dhe niveli i prodhimit pas ¢ orésh pune prodhuese
éshté z(t) = t2 4+ 100t njési. Me ¢faré shpejtésie ndryshon kostoja sipas kohés
pas 1 oré pune?
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Zgjidhje. Meqé

d
9 srt1
dx
dhe J
T
— =2t 4100
dt + ’
sipas rregullés zingjir kemi
dC  dC dx

Qéllimi éshté té evaluohet ky derivat kur ¢ = 1. Njé ményré pér ta béré kété
éshté té zévendésohet x me formulén e vet algjebrike, sikur né shembullin 1,
dhe pastaj té evaluojmé shprehjen e fituar kur ¢ = 1. Mirépo, éshté mé lehté té
zévendésojmeé numra sesa shprehje algjebrike, prandaj éshté mé e preferueshme
qé sé pari té llogaritet vlera numerike e x e pastaj té zévendésohet kjo.

Késhtu, kur ¢ = 1 niveli i prodhimit éshté

z(1) =12 4+100-1 = 101

njési, dhe
dc
— =(0.4-101+1)(2-1+4 100) = 4,222.8.
dt |,_,
Pra, pas 1 ore kostoja rritet me shpejtési 4,222.80 € né oré. O

Té rikujtojmé nga kapitulli paraprak se funksioni i pérbéré g[h(z)] éshté
funksioni i formuar nga g(u) dhe h(z) duke zévendésuar h(x) pér u né formulén
pér g(u). Né té vérteté, rregulla zingjir éshté rregull pér derivim funksionesh
té pérbéra dhe mund té rishkruhet duke zbatuar shénim funksional si vijon.

Derivimi i funksioneve té pérbéra. Né qofté se g(u) dhe h(z) jané
funksione té derivueshme, atéheré

2 gln(e)) = o' hW (@)
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Pér t’u bindur se kjo nuk éshté tjetér vegse njé riformulim i versionit té
méparmé té rregullés zingjir, supozojmé se y = g[h(x)]. Atéheré

y=g(u), kuu=h(z)
dhe, sipas rregullés zingjir,

W_ W i (@) = o (e ().

Pérdorimi i késaj forme té rregullés zingjir éshté ilustruar né shembullin
vijues.
Shembull 3. Derivoni funksionin f(z) = Va2 —x + 3.

Zgjidhje. Forma e funksionit éshté

fa)= ([ == +3))""
(2w ts])y =201

dhe mbéshtetur né rregullén pér derivimin e funksionit té pérbéré, derivati i
funksionit té pérbéré f(x) éshté

f’(x):%( 22 —x+3 )71/2( 22—z +3 )/
_lra /2.5 o\ _ 2x —1
_2(:10 z+3]) (2% 1)—72 =

O

Atéheré

Shembulli i mésipérm éshté njé rast i vecanté i derivimit té funksioneve
té formés sé pérgjithshme [h(z)]™. Duke kombinuar rregullén pér derivimin e

funksioneve fuqi
d

dx
me rregullén pér derivimin e funksioneve té pérbéra, fitojmé rregullén vijuese.

(In) — na:"71
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Rregulla e pérgjithshme e fuqisé. Pér ¢do numér real n dhe funksion
té derivueshém h,

d n ne1 @
(b)) = nlh(@)" ().

n

Pér ta nxjerrur rregullén e pérgjithshme té fuqisé, e mendojmé [h(z)]™ si

funksion té pérbéré

[h(2)]" = g[h(z)], lu g(u) = u".

Atéheré ¢'(u) = nu™' dhe, sipas rregullés pér derivimin e funksioneve té
pérbéra,

L @) = - glh(@)] = o W (@) = nlb(@)]" ()]

Zbatimi i rregullés sé pérgjithshme té fuqisé éshté ilustruar me shembullin
vijues

Shembull 4. Derivoni funksionin f(z) = (3I+2)4

Zgjidhje. Mos e pérdorni rregullén e herésit! Eshté shumé mé lehté té rishkru-
het funksioni né formén

fla) = (30 —2)*

dhe té pérdoret rregulla e pérgjithshme e fuqisé pér té fituar

12

1N 5 d
fl(z) =43z —2)75 Bro2F

E(Bx— 2) = —4(3x—2)"°-3=—

O

Rregulla zingjir pérdoret shpesh né kombinim me rregullat tjera té mésuara
né pikat paraprake. Shembulli vijues pérfshin rregullén e herésit.

Shembull 5. Derivoni funksionin f(¢) = ,/‘;jr—}.
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Zgjidhje. Sé pari e rishkruajmé funksionin né formé té pérshtatshme:
;1\ /2
)= —
- (122
dhe pastaj zbatojmé rregullén e pérgjithshme té fuqisé pér té fituar
O -1
S 2\t+1 dt \t+1)"

Zbatojmé rregullén e herésit pér té gjetur

d(t—l) 1It+1)—(t—-1)-1 2

(t+1)2 (t+1)%’

a\t+1)

dhe rezultatin e zévendésojmé né barazimin pér f’(t):
Y e iy
2 \t+1 t+1)2  (t+1)2Vt-1

Né qofté se f(x) = Inh(x), atéheré rregulla zingjir jep formulén vijuese

pér f'(z).

O

Rregulla zingjir pér funksione logaritmike. Né qofté se h(x) éshté
funksion i derivueshém, atéheré

(@) = b))

Shembull 6. Njé prodhues vleréson se x njési té njé malli do té shiten kur
¢mimi éshté p(x) = % qind euro pér njési. Gjeni té ardhurat margjinale

pér kété mall kur shiten 4 njési.
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Zgjidhje. Funksioni i té ardhurave totale éshté

_ In(x+3)  xln(x+3)

R(z) = =
(@) = pla)e = 2 = T

qind euro, prandaj té ardhurat margjinale jané

[zln(z + 3))(z + 3) — [zln(z + 3)](z + 3)’

MR(z) = R'(z) =

(x + 3)2
~ [1-In(z +3) + z(In(z + 3))'](z + 3) — [zIn(z +3)] - 1
N (x + 3)2
n(z +3) + (#3(:1: + 3)/)](;0 +3)—zln(z +3)
- (x+3)?
n(z+3) +x (#3 : 1)](:10 +3) —zln(z +3)
B (x +3)2
(@ +3)+ 75l +3) —zn(z +3)
(x + 3)?
~(z+4+3)In(z +3)+ 2z —xln(z +3)
N (x + 3)?
_x+3In(z+3)
(x+3)2
Kur x = 4 té ardhurat margjinale jané
4+ 3In(4+3)
R4)="—""-""~020
@ (4+3)2
qind euro pér njési; d.m.th. péraférsisht 20 € pér njési. O

Duke zbatuar rregullén zingjir sé bashku me formulén pér derivimin e funk-
sionit eksponencial

d
%(em) = 617

fitojmé formulén vijuese pér derivimin e funksionit té pérbéré eksponencial.
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Rregulla zingjir pér funksione eksponenciale. Né qofté se h(z)
éshté funksion i derivueshém, atéheré
d

2 1e0) = @ L)),

Shembull 7. Njé prodhues vleréson se D(p) = 8,000e~ %947 njési t& njé malli
do té shiten kur ¢mimi éshté p euro pér njési. Cfaré ndodh me té ardhurat e
pérgjithshme kur ¢mimi éshté 25 € njésia?

Zgjidhje. Funksioni i té ardhurave totale éshté
R(p) = pD(p) = 8,000pe™ "%,
me derivat
R/ (p) = 8,000(e~%97 — 0.04pe~°917) = 8,000(1 — 0.04p)e 007,
Kur p = 25 kemi
R'(25) = 8,000(1 — 0.04 - 25)e %0425 —

Nuk éshté véshtiré té vérejmé poashtu se té ardhurat totale kané shpejtési
pozitive té ndryshimit kur ¢mimi p éshté mé i vogél se 25 € dhe shpejtési
negative ndryshimi kur éshté mé i madh se 25 €. Prej kétej mund té pér-
fundojmeé se prodhuesi arrin té ardhura maksimale pikérisht kur ¢mimi i mallit
éshté 25 € njésia. O

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni derivatin Z—y né qofté se
X

(a) y=u?+1,u =3z —2;
(b) y=2u?—u+5u=1-2?%
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(c) y =, u= a2+ 2z — 3;
(d) y =u?+2u—3, u=/;
(€) y=, u=2a"+1;
(f)y:\/l—,u—:zc2 9;
(g)y:u2+u—2,u—%,
= u =z
(h) ¥y =4, %
N _ 1
(l)y—u27u—ﬁ

2. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(2) = (20 +1)%
(b) f(2) = V52"~ 13;

(©) £(&) = (2" — 42® =7
(d) f(t) = (3t* — 72 + 9)5;
(f) g(I) = 4m21+17

(8) h(t) = (1+ V38)%;

(h) f(z) Sotl

3. Bruto té ardhurat vjetore té njé kompanie jané A(t) = v/10t2 + ¢ + 236
mijé euro t vite pas themelimit né vitin 2000.

(a) Me cfaré shpejtésie rriten sipas kohés bruto té ardhurat e kompanisé
né vitin 20057

(b) Me cfaré shpejtésie procentuale rriten sipas kohés bruto té ardhurat
e kompanisé né vitin 20057

4. Né njé uziné kostoja totale e prodhimit té ¢ njésish gjaté prodhimtarisé
ditore éshté C(q) = 3¢ + 4¢ + 53 euro. Nga pérvoja éshté pércaktuar
se péraférsisht g(t) = 0.2t% 4+ 0.03t njési prodhohen pas t orésh pune
prodhuese. Me cfaré shpejtésie ndryshon kostoja sipas kohés pas 4 orésh
pune?
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5. Njé importues kafeje braziliene vleréson se konsumatorét lokalé do té
blejné péraférsisht D(p) = 4’;’# kilogram kafe né javé kur ¢mimi éshté
p euro pér kilogram. Gjithashtu vlerésohet se ¢ javé nga tani ¢mimi i
kafesé braziliene do té jeté p(t) = 0.02t> + 0.1t + 6 euro pér kilogram.
Me cfaré shpejtésie do té ndryshojé sipas kohés kérkesa javore pér kafené
10 javé nga tani? A do té jeté rritése apo zvogéluese kérkesa?

6. Kur njé mall i caktuar shitet p euro pér njési, konsumatorét blejné
D(p) = fﬁ’iﬁ njési né muaj. Vlerésohet se ¢ muaj nga tani ¢mimi i
mallit do té jeté p(t) = 0.04t3/2 + 15 euro pér njési. Llogaritni shpejtés-
iné me té cilén do té ndryshojé sipas kohés kérkesa mujore 25 muaj nga
tani? A do té jeté rritése apo zvogéluese kérkesa?

7. Kur njé mall i caktuar shitet p euro pér njési, konsumatorét blejné
D(p) = 40’% njési né muaj. Vlerésohet se t muaj nga tani ¢mimi i
mallit do té jeté p(t) = 0.4t3/2 4 6.8 euro pér njési. Me cfaré shpejté-
sie procentuale do té ndryshojé sipas kohés kérkesa mujore pér mallin
4 muaj nga tani?

Né detyrat 8-11, C(x) éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit té x njésish
té njé malli té caktuar dhe p(z) ¢gmimi me té cilin do té shiten qé té gjitha
x njésité. Gjeni

(a

) koston margjinale;

(b) koston mesatare té njé njésie dhe koston mesatare margjinale;
)
)

(c) té ardhurat totale dhe té ardhurat margjinale;

nivelin e prodhimit x ku té ardhurat margjinale jané té barabarta
me koston margjinale;

e) nivelin e pI‘OdhiIIlit z ku kostoja margjinale éshté e barabarté me
koston mesatare.

8. C(x) = €% p(z) =3

9. C(z) = 23 + 20, p(z) = 2e~2*
10. C(z) =22 +2, p(z) = %
11. O(x) = 9z + 5re~ 2% p(x) = e .
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5.7 Derivati i dyte

Né kété piké do té shqyrtohet shpejtésia e ndryshimit e shpejtésisé sé ndry-
shimit té njé madhésie. Me shpejtési té tilla kemi té bé&jmé né situata té
ndryshme. Pér shembull, nxitimi (pérshpejtimi) i njé veture éshté shpejtésia
e ndryshimit sipas kohés té shpejtésisé sé saj, e cila veté éshté shpejtésia e
ndryshimit sipas kohés té pozités sé saj. Né qoté se pozita matet me kilometra
dhe koha me oré, atéheré shpejtésia (e ndryshimit té distancés) matet me
kilometra né oré, kurse nxitimi (shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé) matet
me kilometra né oré né oré.

Probleme té cilat kané té béjné me shpejtési ndryshimi shpejtésie hasen
shpesh né ekonomiks. Né kohéra inflacioni, pér shembull, mund té dégjohet
ekonomist geveritar duke siguruar kombin qé edhepse shkalla e inflacionit éshté
duke u rritur, shpejtésia me té cilén ajo rritet éshté duke u zvogéluar. D.m.th.,
¢mimet jané akoma duke shkuar sipér, por jo aq shpejt sa ishin mé paré.

Shpejtésia e ndryshimit té funksionit f(z) sipas x éshté derivati f/(z), dhe,
né ményré analoge, shpejtésia e ndryshimit té funksionit f’(z) sipas x éshté
derivati i veté (f/(z))’. Shénimi i tillé éshté i stérngarkuar, prandaj derivatin
e derivatit té funksionit f(z) e shénojmé me (f'(x)) = f”(z) dhe e quajmé
derivati i dyté i f(x) (lexoni f”(z) si ,,f dopjo prim prej xz“ ose ,,f sekond
prej ).

Vérejtje. Derivati i zakonshém f’(z) ndonjéheré quhet derivati i paré pér ta
dalluar nga derivati i dyté f”(z).

Derivati i dyté. Derivatiidyté i njé funksioni éshté derivati i derivatit
té tij. Né qofté se y = f(x), derivati i dyté shénohet me

d*y

dx?’

f’(x) ose

Derivati i dyté jep shpejtésiné e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit
té funksionit fillestar.

Pér ta gjetur derivatin e dyté té njé funksioni nuk kemi nevojé té pérdorim
rregulla té reja; vetém gjejmé derivatin e paré dhe pastaj derivojmé sérish.




206 KAPITULLI 5. NJEHSIMI DIFERENCIAL

Shembull 1. Gjeni derivatin e dyté té funksionit f(z) = z* — 523 + 7z — 3.
Zgjidhje. Gjejmé derivatin e paré
fl(x) = 4a® — 1522 + 7
dhe pastaj derivojmé sérish pér té fituar
f"(x) = 1222 — 30z.
O

Njé késhillé: para se ta llogarsni derivatin e dyté té njé funksioni, gjithmoné
shpenzoni ca kohé pér té thjestésuar sa té jeté e mundur derivatin e paré. Sa
mé e ndérlikuar té jeté forma e derivatit té paré, aq mé e mundimshme do té
jeté llogaritja e derivatit té dyteé.

Derivatin e dyté do ta shirytézojmé gjaté pikave vijuese pér té fituar infor-
mata mbi format e grafikéve, si dhe pér zgjidhje problemesh té optimizimit.
Né vazhdim po japim njé zbatim ca mé elementar, i cili ilustron interpretimin
e derivatit té dyté si shpejtési e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit.

Shembull 2. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit t& méngjesit né
njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do té
keté montuar

Q(t) = —t3 + 11#* + 16t
radio-tranzistoré ¢ oré mé pas.
(a) Llogaritni shpejtésiné e prodhimit té punétorit né orén 12:007

(b) Me ¢faré shpejtésie sipas kohés ndyrshon shpejtésia e prodhimit e puné-
torit né orén 12:007

(¢) Zbatoni kalkulusin pér té vlerésuar ndryshimin né shpejtésiné e prod-
himit té punétorit ndérmjet 12:00 dhe 12:10.

(d) Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té punétorit
ndérmjet 12:00 dhe 12:10.
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Zgjidhje. (a) Shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté derivati i paré
Q'(t) = —3t* + 22t + 16

i funksionit té prodhimit Q(¢). N&é orén 12:00 éshté ¢ = 4 dhe shpejtésia e
prodhimit éshté
Q(4)=-3-4>+22-4+16 =756

njési né ore.

(b) Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit éshté derivati i dyté

Q" (t) = —6t + 22
i funksionit té prodhimit. Né orén 12:00 kjo shpejtési éshté
Q"(4)=—-6-4+22= -2

njési né oré né ore.

Parashenja negative tregon se shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté duke
u zvogéluar; d.m.th., punétori éshté duke ngadalsuar. Shpejtésia e kétij ngadal-
simi éshté 2 njési né oré né oré.

(¢c) Vérejmé se 10 minuta jané % oré. Pér té vlerésuar ndryshimin né

shpejtésiné e prodhimit @’'(¢) pér shkak té ndryshimit né ¢ prej At = % oré,
zbatojmé né funksionin @’(t) formulén pér pérafrim me shtesa

AQ' =~ Q" (t)At,

pér té fituar pas zévendésimit t = 4 dhe At = %:

AQ ~ Q"(4)At = -2 % =—-~-0.33

Wl =

njési né oré. D.m.th., shpejtésia e prodhimit e punétorit né orén 12:00 do té
zvogélohet pér péraférsisht 0.33 njési gjaté 10 minutave vijues.

(d) Ndryshimi i sakté i shpejtésisé sé prodhimit té punétorit ndérmjet 12:00
dhe 12:10 éshté ndryshimi ndérmjet vlerave té shpejtésisé Q'(t) kur t = 4+% =
% dhe kur ¢t = 4. D.m.th.,
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2
25 25
:—3(€) +22(€>+16—(—3-42+22-4+16)

~ 55.58 — 56 = —0.42
njési né oré. Pra, deri né orén 12:10 shpejtésia e prodhimit e punétorit, e cila

né orén 12:00 ishte 56 njési né oré, do té zvogélohet saktésisht pér 0.42 njési
né oré. O

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni derivatin e dyté pér funksionin e dhéné:

(a) f(x) = 5210 — 62° — 27z + 4;

(b) f(z) = 22 — 423 + 92? — 62 — 2;
(€) y=5Va+ 5 + f+§’

(d) y =55 —V2r+V2z—

(e) fz) =Bz —1)%

() fz) = (2*+1)%

(&) f(t) = 557

W) fla) = (=

2. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté prodhuar Q(t) = —t3 + 8t2 + 15t njési pas t orésh.

(a) Llogaritni shpejtésiné e prodhimit té punétorit né orén 9:007?
(b) Me cfaré shpejtésie sipas kohés ndyrshon shpejtésia e prodhimit e
punétorit né orén 9:007

(¢) Zbatoni analizén matematike pér té vlerésuar ndryshimin né shpe-
jtésiné e prodhimit té punétorit ndérmjet 9:00 dhe 9:15.
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(d) Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té puné-
torit ndérmjet 9:00 dhe 9:15.

3. Eshté paraparé qé t viet nga tani ¢mimi mesatar pér njési mallrash né
njé sektor té caktuar té ekonomisé do té jeté p(t) = —t>+ 7t2+200t + 300
euro.

(a) Me ¢faré shpejtésie sipas kohés do té rritet gmimi pér njési pas
5 vjetésh?

(b) Me cfaré shpejtésie sipas kohés do té ndryshojé shpejtésia e rritjes
s€ ¢cmimit pas 5 vjetésh?

(c) Zbatoni analizén matematike pér té vlerésuar ndryshimin né shpe-
jtésiné e rritjes sé ¢mimit nga viti i pesté deri né vitin e teté.

5.8 Funksionet rritése dhe zvogéluese

Shpesh éshté me réndési té pércaktohet ku njé funksion i dhéné f(x) éshté
rrités ose zvogélues, dhe qéllimi i késaj pike éshté té tregohet se si mund té
shfrytézohet derivati f'(x) pér pér té béré kété pércaktim.

Té rikujtojmeé sé pari pérkufizimet e funksioneve rritése dhe atyre zvogélu-
ese.

Funksionet rritése dhe ato zvogéluese. Njé funksion f(z) éshté
rrités né njé interval a < x < b né qofté se f(x1) < f(z2) sa heré qé
1 < T2 pér 1, xro nga intervali. Me fjalé, njé funksion y = f(z) éshté
rrités né qofté se duke u rritur x rritet edhe y.

Funksioni éshté zvogélues né a < x < b né qofté se f(r1) > f(x2) sa heré
qé x1 < x9 Pér 1, 2 nga intervali. Me fjalé, njé funksion y = f(z) éshté
zvogélues né qofté se duke u rritur z zvogélohet y.

Vérejmé se né qofté se grafiku i njé funksioni f(z) ka tangjente vetém me
pjerrtési pozitive né intervalin a < x < b, grafiku do té keté ngritje dhe f(z) do
té jeté rrités né kété interval (fig. 5.8a). Meqé pjerrtésia e secilés tangjenté té
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tillé jepet me derivatin f/(x), rrjedh se f(z) éshté rrités né intervalet ku f/(z) >
0. Ngjashém, f(x) éshté zvogélues né intervalet ku f’(z) < 0 (fig. 5.8b).

Y Y
& S & S
(a) f'(x) > 0 né a < = < b, prandaj (b) f'(z) < 0 né a < =z < b, prandaj
f(z) éshté rrités. f(x) éshté zvogélues.

Figura 5.8. Funksione rritése dhe zvogéluese.

Né vazhdim jané dhéné té pérmbledhura kéto shqyrtime.

Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese. Funk-
sioni f(z) éshté rrités né interval ku f’(z) > 0.
Funksioni f(x) éshté zvogélues né interval ku f’(x) < 0.

Pércaktimi i intervaleve té rritjes dhe zvogélimit té njé funksioni té dhé-

né f(z) éshté me réndési né zbatime té shuméta. Ja njé shembull.

Shembull 1. Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér f(x) = —%:103 +

%xQ + 2z — 1.
Zgjidhje. Derivati i f(z) éshté
flx)= -2 +24+2=—(z+1)(z—2),
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i cili éshté kudo i vazhdueshém dhe ka zero né x = —1 dhe x = 2. Rrjedhimisht,
f/(z) mund té ndryshojé parashenjé vetém né pikat © = —1 dhe x = 2, prandaj
parashenja duhet té jeté e pandryshueshme né secilin nga intervalet z < —1,
—1 <z < 2 dhe x > 2. Né secilin nga kéto intervale zgjedhim njé numeér
testues ¢, dhe pércaktojmé parashenjén e f'(z) pérgjat téré intervalit duke
pércaktuar parashenjén e f/(c). Puna éshté organizuar né tabelén 5.1, e cila
tregon se grafiku i f(z) zbret pér x < —1, ngritet pér —1 < & < 2 dhe zbret
pér x > 2.

Intervali Numri Shenja e Pérfundimi
testues ¢ f'(e)
r< -1 -2 f'(-2) <0 fl@)\u
“l<z<?2 0 f(0)>0 flx) /
x>2 3 f'(3) <0 flx) ™\
Tabela 5.1. Intervalet e rritjes dhe té zvogélimit té funksionit f(z) = —%:c‘(3 + %xz +
2¢ — 1.
Grafiku éshté paragitur né figurén 5.9. O
Yy

Figura 5.9. Grafiku i f(z) = —12® + $2° + 22 — 1.
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Véreni se si né tabelén 5.1 faktin se f(z) éshté rrités e kemi shénuar me
njé ,shigjeté pérpjeté“ () dhe faktin se f(x) éshté zvogélues me njé ,shigjeté
tatépjeté” (). Késhtu, rezultatet nga shembulli 1 mund té paraqgiten me ané
té njé diagrami shigjetash sikur né vijim.

I ~ I

-1 2

8

12

r—1"

Shembull 2. Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér f(z) =
Zgjidhje. Funksioni éshté i pérkufizuar pér x # 1 dhe ka derivatin

oy o) -1)—2a?-1  x(z—-2)
F) = (x —1)2 C(z—1)27

i cili éshté i vazhdueshém kudo pérve¢ né x = 1. Prandaj, parashenja e
derivatit mund té ndryshojé né x = 1, dhe né & = 0 e z = 2, ku f'(z) =
0. Késhtu, ekzistojné katér intervale né té cialt parashenja e derivatit nuk
ndryshon: z < 0,0 <z < 1,1 < 2 < 2 dhe z > 2. Duke zgjedhur numra
testues né kéto intervale (pér shembull, —1, %, % dhe 3) fitojmé diagramin
vijues té shigjetave. (Vija e ndérpreré vertikale tregon se f(x) nuk éshté i
pérkufizuar né x = 1.)

N T . T

t t x

!
I
!
|

0 1 2

Vérejmé se diagrami sugjeron se f(x) éshté rrités pér x < 0 dhe z > 2,
kurse éshté zvogélues pér 0 < x < 1 dhe 1 < z < 2. Grafiku i f(x) éshté
paraqitur né figurén 5.10. O

Vérejmé se né pikat x = 0 dhe x = 2 né figurén 5.10 grafiku ka tangjenta
horizontale. Kéto pika paraqesin ,majé“ dhe ,luginé“ té grafikut.

Thjeshtésia e grafikut né figurén 5.10 mund té na mashtrojé. Né pérgjithé-
si, grafiku mund té keté pika ,,té mprehta“, né té cilat nuk mund té térhiqet
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I
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I
I

2

Figura 5.10. Grafikui f(z) = =

rz—1"

tangjenté, e mund poashtu té keté pika né té cilat tangjenta éshté horizontale
por té cilat nuk jané as majé as luginé (shihni figurén 5.11c).

Né vazhdim do té shohim se si mund té zbatohen metoda té kalkulusit pér
té gjetur dhe identifikuar ,majat“ dhe ,luginat“ e njé grafiku.

Meé formalisht, njé ,majé“ e grafikut té njé funksioni f quhet maksimum
relativ i f, kurse njé ,luginé“ quhet minimum relativ i tij. Késhtu maksimum
relativ éshté njé piké né grafikun e f e cila éshté e larté sé paku sa cilado piké
e grafikut né aférsi té saj, kurse njé minimum relativ éshté e ulté sé paku sa
cilado piké né aférsi té saj.

Sé bashku, maksimumet dhe minimumet relative quhen ekstremume rela-
tive. Véreni se njé ekstremum relativ nuk éshté e théné té jeté pika mé e
larté ose mé e ulté né téré grafikun. Pér shembull, grafiku né figurén 5.10 ka
maksimum relativ né pikén x = 0 por ka pika mé té larta (pér shembull, né
x=2).

Né vazhdim japim njé pérmbledhje té késaj terminologjie.
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Ekstremumet relative. Themi se funksioni f(z) ka maksimum relativ
né x = ¢ né qofté se f(c) > f(x) pér ¢do x nga ndonjé interval a < z < b
i cili pérmban pikén c.

Ngjashém, f(z) ka minimum relativ né © = ¢ né qofté se f(c) < f(x) pér
¢do = nga ndonjé interval a < x < b i cili pérmban pikén c.

Sé bashku, maksimumet dhe minimumet relative té f(x) quhen ek-
stremume relative té tij.

Meqé njé funksion i derivueshém f(z) éshté rrités kur f'(z) > 0 dhe
zvogélues kur f'(z) < 0, pikat e vetme ku f(z) mund té keté ekstremum
relativ jané ku f’(x) = 0. Pikat e tilla jané aq té réndésishme saqé u japim
emér té posacém.

Pikat kritike. Njé numér c¢ nga domeni i njé funksioni té de-
rivueshém f(z) quhet kritik né qofté se f'(c) = 0. Pika korresponduese
(¢, f(c)) né grafikun e f(x) quhet piké kritike e f(x).

Neé figurén 5.11 jané paraqitur tri funksione me pika kritike. Né secilin nga
rastet, tangjenta e grafikut né pikén kritike (¢, f(c)) éshté horizontale meqé
derivati f'(c) jep pjerrtésiné e tangjentés né kété piké dhe f’(c) = 0.

Figura 5.11 poashtu sugjeron njé metodé té zbatimit té parashenjés sé
derivatit pér té klasifikuar pikat kritike si maksimume relative, minimume
relative ose as njéra as tjetra.

Supozojmé se funksioni f(x) ka piké kritike né = ¢ dhe se f'(z) > 0 né té
majté té ¢, kurse f/(z) < 0 né té djathté. Gjeometrikisht, kjo ka domethénien
se grafiku i f shkon pérpjeté para pikés kritike P(c, f(c)) dhe pastaj zbret, qé
ka pér rrjedhojé se pika P éshté maksimum relativ.

Ngjashém, né qofté se f'(z) < 0 né té majté té ¢ dhe f'(z) > 0 né té
djathté, grafiku shkon tatépjeté para pikés kritike P(c, f(c)) dhe pérpjeté pas
saj, késhtu qé pika P duhet té jeté minimum relativ.
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/>0 ’
/ Y’«) \ /f>°

t x
c

(a) Maksimum relativ

f'<o

t x
c

(b) Minimum relativ

/f’>0
/f’>0

t x
c

(c) Nuk éshté ekstremum relativ

Figura 5.11. Tri pika kritike.
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Nga ana tjetér, né qofté se derivati ka parashenjé té njéjté nga té dyja anét
e ¢, atéheré grafiku ose ngritet népér pikén P ose zbret népér P, prandaj aty
nuk ka ekstremum relativ.

Kéto vrojtime mund té pérmblidhen si vijon.

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré. Le té
keté f(z) piké kritike né x = ¢ (d.m.th., f’(c) = 0). Atéheré, pika kritike
(¢, f(0):
éshté maksimum relativ né qofté se f/(x) > 0 né té majté té ¢ dhe
f(x) < 0 né té djathté té c;

éshté minimum relativ né qofté se f'(x) < 0 né té majté té ¢ dhe f'(x) >
0 né té djathté té c;

nuk éshté ekstremum relativ né qofté se f'(x) ka parashenjé té njéjté nga
té dyja anét e c.

Shembull 3. Gjeni pikat kritike t& funksionit f(z) = 32% — 42® + 62% — 3 dhe
klasifikoni secilén piké kritike si maksimum relativ, minimum relativ ose as
njéra as tjetra.

Zgjidhje. Derivati i f(z) éshté

fl(z) = 32° — 120% + 122 = 3z(z — 2)?,
i cili éshté kudo i vazhdueshém. Pikat kritike i gjejmé duke zgjidhur sipas z
ekuacionin f/(z) = 0; d.m.th., fitohen pér x = 0 dhe x = 2. Parashenja e
derivatit nuk ndryshon né asnjérin nga intervalet x < 0, 0 < x < 2 dhe = > 2.
Duke i dhéné vlera f’(x) pér numra testues né secilin interval (pér shembull,

—1, 1 dhe 3) fitojmé diagramin vijues té shigjetave, i cili tregon se funksioni i
dhéné ka minimum relativ né z = 0 dhe nuk ka ekstremum relativ né z = 2.

~ -

8
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Grafiku éshté paragitur né figurén 5.12. O

Figura 5.12. Grafikui f(z) = 22" — 42® + 62° — 3.

Shembull 4. Té ardhurat e nxjerrura nga shitja e z njésish té njé malli té
caktuar jané
3x — 2
R(z) = ———
(x) :CQ _|_ 3

milion euro. Cfaré niveli i prodhimit rezulton me té ardhura maksimale? Sa
jané té ardhurat maksimale?

Zgjidhje. Meqé eméruesi 22 + 3 kurré nuk béhet 0, funksioni R(z) éshté i
pérkufizuar pér ¢do z, por si funksion té ardhurash ka kuptim vetém pér
x >0 dhe R(z) >0, q¢ d.m.th. se 0 < z < 3. (Tregoni pse!)

Derivati i R(x) éshté
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(3 —2z)(z% + 3) — (32 — 2%)(22)
@ 37

R'(z) =

—3(@*+2x-3) -3(x—-1)(z+3)

(x2+3)2 (22 + 3)2

Duke barazuar me zero numeéruesin e késaj shprehjeje, gjejmé se x = 1
éshté e vetmja zgjidhje e ekuacionit R'(x) = 0 e cila shtrihet brenda intervalit
0 <z < 3, gé¢ d.m.th. se e vetmja piké kritike né domenin ,praktik“ té R(x)
fitohet pér x = 1. Né kété domen kemi vetém dy intervale pér té shqyrtuar:
0 <2< 1dhel< 2z < 3. Meané té numrave testues (p.sh., z = & dhe z = 2)

2
fitojmé diagramin vijues té shigjetave.

g I

Shablloni i shigjetave tregon se té ardhurat rriten deri né maksimum né
x = 1, pas té cilit zvogélohen (shihni grafikun né figurén 5.13).
Kur shiten z = 1 njési, fitohen té ardhura maksimale prej

o 3-1-1% 1

1 —_— = - = .
(1) 1243 2 05

milion euro. O

R (milion €)

8

2

Figura 5.13. Grafikui R(x) = 3—;2%
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Detyra pér ushtrime

1. Gjeni intervalet e rritjes dhe zvogélimit pér funksionet e dhéna:

(a) f(z) =22 —4x + 5;
(b) f(t) =13+ 3% +1;
(¢) f(x) =223+ 32% — 122 — 7.
2. Gjeni pikat kritike dhe klasifikoni secilén piké kritike si maksimum rela-
tiv, minimum relativ ose as njéra as tjetra, pér funksionet vijuese:
) = 3% — 82% + 622 + 2;
x) = 42® — 7222 + 324x;

a) f(x
(
(t) = 2t3 + 6t% 4 6t + 5;
(
(

(a)
(b)
()

(d) flz) = (x—l)
(e) f(z) =

3. Kostoja totale e prodhimit té x njésish éshté C'(z) = v/bx + 2 + 3 euro.
Paraqitni grafikisht lakoren e kostos totale dhe gjeni koston margjinale.
A rritet apo zvogélohet kostoja margjinale me rritjen e prodhimit?

\\\\\

4. Le té jeté p(x) = (10 — 3z)? ¢mimi me t& cilin do t& shiten x njési té njé
malli. Paraqitni grafikisht lakoret e té ardhurave totale dhe té ardhurave
margjinale né té njéjtin grafikon. Pér ¢faré niveli té prodhimit arrihen
té ardhura maksimale?

5. Pér té prodhuar x njési té njé malli njé monopolist ka kosto totale
C(r) = 222+ 32+ 5, kurse ¢mimi pér té cilin shiten qé té gjitha z njésité
éshté p(x) = 5 — 2x. Gjeni funksionin e profitit P(x) = R(z) — C(x)
dhe paraqiteni grafikisht. Pér cfaré niveli té prodhimit arrihet profit
maksimal?

5.9 Konkaviteti

Né pikén paraprake pamé se si té shfrytézojmé parashenjén e derivatit f'(x)
pér té pércaktuar ku f(x) éshté rrités e ku zvogélues dhe ku grafiku i tij
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ka ekstremume relative. Né kété piké do té shohim se edhe derivati i dyté
f"(s) poashtu jep informata té réndésishme mbi grafikun e f(x). Si hyrje né
problematikén, ja njé pérshkrim i shkurtér i njé situate nga industria qé mund
té analizohet duke zbatuar derivatin e dyté.

Numri i njésive té cilat njé prodhues uzine mund t’i prodhojé pér t oré
shpesh jepet me njé funksion Q(¢), si, pér shembull, ai i dhéné né figurén 5.14

Q)

Zvogélohet pjerrtésia

7/ Pjerrtésia maksimale

Rritet pjerrtésia
Pika e pakésimit
té kthimeve
t t
t
Rritet shpejtésia e Zvogélohet shpejtésia
prodhimit e prodhimit

Figura 5.14. Rezultatet e punés té njé punétori uzine.

Vérejmé se fillimisht grafiku nuk éshté dhe aq i pjerrét. Por, pjerrtésia
rritet derisa grafiku nuk arrin njé piké té pjerrtésisé maksimale, pas sé cilés
pjerrtésia fillon té zvogélohet. Njé gjé e tille éshté reflektim i faktit se né
fillim shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté e ulét. Por shpejtésia e pro-
dhimit rritet pérderisa punétori hyn né njé rutiné dhe vazhdon té rritet deri
kur punétori té performojé me efikasitet maksimal, pas sé cilés kohé shprehet
lodhja dhe shpejtésia e prodhimit fillon té zvogélohet. Momenti i efikasitetit
maksimal njihet né ekonomiks si pika e pakésimit sé kthimeve.

Sjellja e grafikut té kétij funksioni té prodhimit nga cilado ané e pikés sé
pakésimit té kthimeve mund té pérshkruhet ma ané té tangjentave. Né té
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majté té késaj pike pjerrtésia e tangjentés rritet me rritjen e t. Né té djathté
té pikés pjerrtésia e tangjentés zvogélohet me rritjen e ¢. Pikérisht kété rritje
dhe zvogélim té pjerrtésive do ta studiojmeé né kété piké me ndihmén e derivatit
té dyté.

Nocionet vijuese té konkavitetit pérdoren pér té pérshkruar rritjen dhe
zvogélimin e pjerrtésisé sé tangjentés sé njé lakoreje.

Konkaviteti. Né qofté se njé funksion f(x) éshté i derivueshém né njé
interval a < x < b, atéheré grafiku i funksionit éshté

konkav pérpjet né kété interval né qofté se f’(x) éshté rrités né intervalin;

konkav tatpjet né kété interval né qofté se f'(x) éshté zvogélues né inter-
valin.

Né figurén 5.14, pér shembull, lakorja e prodhimit ishte konkave pérpjet
né majté té pikés sé pakésimit té kthimeve dhe konkave tatpjet né djathté té
pikés sé pakésimit té kthimeve.

Konkaviteti mund té karakterizohet thjesht me ané té parashenjés sé deri-
vatit té dyté. Karakterizimi i tillé mbéshtetet né faktin (e nxjerrur né pikén
paraprake) se njé sasi rritet kur derivati i saj éshté pozitiv dhe zvogélohet kur
derivati éshté negativ. Kur kété fakt e zbatojmé mbi derivatin e paré (d.m.th.,
pjerrtésiné e tangjentés), karakteristika do té jeté pikérisht derivati i dyté. Ja
argumentimi.

Supozojmé se derivati i dyté f”(x) éshté pozitiv né njé interval a < z < b.
Si rrjedhojé, derivati i paré f’(z) duhet té jeté rrités né kété interval, késhtu
qé grafiku i f(x) do té jeté konkav pérpjet né intervalin. Ngjashém, né qofté se
f"(x) < 0 né njé interval a < x < b, atéheré f'(z) éshté zvogélues aty, prandaj
grafiku i f(z) éshté konkav tatpjet. Té pérmbledhim:
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Testi pér konkavitet. Né qofté se f”(x) > 0 né njé interval a < z < b,
atéheré f éshté konkav pérpjet né kété interval.

Né qofté se f”(x) < 0 né njé interval a < x < b, atéheré f éshté konkav
tatpjet né kété interval.

Vérejtje. Njé késhillé: mos e ngatérroni konkavitetin e njé lakoreje me rritjen
ose zvogélimin e saj. Njé lakore konkave pérpjet né njé interval mund té jeté
qofté rritése qofté zvogéluese né até interval. Ngjashém, njé lakore konkave
tatpjet mund té jeté rritése ose zvogéluese. T¢é katér mundésité jané ilustruar
né figurén 5.15.

Njé piké né grafikun e njé funksioni f(z) ku ndryshon konkaviteti quhet
piké infleksions.

Né njé piké infleksioni P(c, f(c)) grafikui f(z) nuk mund té jeté as konkav
pérpjet as konkav tatpjet, prandaj f”(c) nuk mund té jeté pozitiv ose negativ.
Késhtu, né qofté se ekziston derivati i dyté f”(c) né até piké, duhet té jeté
f"(c) = 0. Mirépo vetém nga fakti se f”(¢) = 0 nuk mund té konkludojmé
automatikisht se (c, f(c)) éshté piké infleksioni. Pér shembull, pér f(z) = x*
kemi f”(z) = 1222, kurse grafiku i f éshté gjithmoné konkav pérpjet edhepse
f”(0) = 0 (shihni fig. 5.16).

Gjeometrikisht, pikat e infleksionit paragiten né grafik né ,kalimet ndér-
mjet kthesave“.

Duke i shtuar kriteret e reja pér konkavitet dhe pika infleksioni metodave
me ané té derivatit té paré, té diskutuara né pikén paraprake, tani mund té
analizojmé dhe skicojmé grafiké té ndryshém né detaje té konsiderueshme.

Derivati i dyté ka edhe njé zbatim shtesé; mund té shfrytézohet poashtu
pér klasifikimin e pikave kritike té njé funksioni si maksimume relative ose
minimume relative. Ja e pérmbledhur procedura.




5.9. KONKAVITETI 223

Yy Yy
x x
(a) Rrités, konkav pérpjet: f'(z) > 0, (b) Rrités, konkav tatpjet: f'(z) > 0,
f"(x) > 0. f(z) <0.
Yy Yy
x @
(c) Zvogélues, konkav pérpjet: f'(z) < 0, (d) Zvogélues, konkav tatpjet: f’(z) < 0,
f(x) > 0. f(z) <0.

Figura 5.15. Kombinimet e mundshme té rritjes, zvogélimit dhe konkavitetit.
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Figura 5.16. Grafiku i f(z) = z*.

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té dyté. Supo-
zojmé se f'(c) = 0.

Né qofté se f”(c) < 0, atéheré f ka maksimum relativ né x = c.
Né qofté se f”(c) > 0, atéheré f ka minimum relativ né « = c.

Mirépo, né rast se f”(c) = 0 (ose né qofté se f”(c) nuk ekziston), testi
nuk mjafton dhe f mund té keté maksimum relativ, minimum relativ ose
té mos keté fare ekstremume relative né z = c.

Pér té kuptuar pse testi me ané té derivatit té dyté funksionon shikoni
figurén 5.17, e cila tregon katér mundésité té cilat mund té paraqiten pér njé
funksion dy heré té derivueshém f(z) kur f/(c) = 0.

Figura 5.17a sugjeron se te maksimumi relativ grafiku i funksionit duhet
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té jeté konkav tatpjet, prandaj f”(c¢) < 0. Ngjashém, te minimumi rela-
tiv (figura 5.17b) grafiku i funksionit duhet té jeté konkav pérpjet, prandaj
#(c) > 0.

Nga ana tjetér, figurat 5.17c dhe 5.17d sugjerojné se né qofté se njé piké ku
f/(¢) = 0 nuk éshté ekstremum relativ, atéheré ajo duhet té jeté piké infleksioni
dhe f”(c) = 0.

Rrjedhimisht, né qofté se f'(¢) = 0 dhe f”(c) < 0, atéheré (c, f(c)) duhet
té jeté maksimum relativ, kurse né qofté se f'(c) = 0 dhe f”(c) > 0, atéheré
pika kritike pérkatése duhet té jeté minimum relativ.

Shembull 1. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit t€ méngjesit né
njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do té
keté montuar

Qt) = —t* + 9% + 12t

njési t oré mé pas. Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté
ndérrimit té méngjesit? (Supozoni se ndérrimi i méngjesit zgjat nga 8:00 deri
né 12:00.)
Zgjidhje. Shpejtésia e prodhimit té punétorit éshté derivati

Q'(t) = —3t* + 18t + 12

i funksionit té prodhimit Q(¢). Qéllimi éshté qé té gjendet shpejtésia mé e
madhe Q'(¢t) pér 0 <t < 4. Derivati i funksionit té shpejtésisé éshté

Q"(t) = —6t +18

i cili béhet zero kur ¢t = 3, éshté pozitiv kur 0 < ¢t < 3 dhe éshté negativ kur
3 < t < 4, si¢ tregon diagrami vijues i shigjetave.

~ N

Pra, shpejtésia e prodhimit Q'(t) rritet pér 0 < ¢t < 3, zvogélohet pér
3 <t < 4 dhe arrin vlerén maksimale kur t = 3; d.m.th., né orén 11:00. O
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Y Y
t z t z
c c
(a) Maksimum relativ: f'(c¢) = 0, (b) Minimum relativ: f'(c) = 0,
f"(c) <. f(c) > 0.
Yy Yy
t T t T
c c
(¢) Nuk éshté ekstremum relativ: (d) Nuk éshté ekstremum relativ:
f'(e)=0, f"(c)=0. f'(e)=0, f"(c)=0.

Figura 5.17. Testi me ané té derivatit té dyté.
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Paraqitni grafikisht funksionin e prodhimit Q(¢) dhe shpejtésiné e pro-
dhimit ’(¢) nga shembulli i mésipérm.

Né shembullin e mésipérm, maksimumin relativ té shpejtésisé sé¢ prodhmit
e kemi gjetur duke zbatuar testin me ané té derivatit té paré. Mund ta gjejmé
poashtu duke zbatuat testin me ané té derivatit té dyté. Pér kété duhet gjetur
derivatin e dyté té shpejtésisé sé prodhimit @Q’(t), i cili né ményré pérkatése
shénohet me Q"'(t); pra,

d

%[Q”(t)] = (—6t+18)" = —6.

Q" (1) =
Meqé né pikén ¢t = 3 kemi Q”(3) = 0 dhe Q"'(3) = —6 < 0, atéheré, sipas
testit me ané té derivatit té dyté, pérfundojmé se shpejtésia e prodhimit Q’(t)
ka maksimum relativ né ¢t = 3.

Detyra pér ushtrime

1. Pér funksionet vijuese gjeni intervalet e rritjes e zvogélimit dhe ku grafiku
i dhéné éshté konkav pérpjet dhe konkav tatpjet. Gjeni ekstremumet
relative dhe pikat e infleksionit, dhe vizationi grafikun e funksionit.

(a) f(x) = La® — 92 + 2,

() f(z) =2®+32% + 1;

(c) f(z)=a* + 423 + 10;

(d) f(z) =2®—22% + 32+ 1;
(e) f(t)=13+3t2+ 1;

(f) f(z) =223+ 32% — 122 — 7.
(&) /() = (& + )3,

(h) f(z) = (@ + 1)/,

() fz) = VaTF T;

2. Pér funksionet vijuese zbatoni testin me ané té derivatit té dyté pér té
gjetur maksimumet relative dhe minimumet relative.

(a) f(x) = 3z* — 82% + 622 + 2;
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(b) f(x) = 42> — 7222 + 324x;
(c) f(t) =2t>+ 6t + 6t + 5;
(d) f(z) = (z—1)%

(e) f(a) = 5

3. Kostoja totale e prodhimit té x njésish éshté
C(z) = 0.32% — 5% + 28z + 200.

(a) Gjeni koston margjinale MC(x). Vizatoni grafikét e kostos to-
tale C(z) dhe kostos margjinale MC(x) né té njéjtin sistem ko-
ordinativ.

(b) Gjeni ku éshté C”(x) = 0. Cfaré jané kéto pika pér grafikét e
funksioneve C(z) dhe MC(z)?

4. Njé kompani vleréson se kur shpenzohen x mijé euro pér marketingun e
njé prodhimi té caktuar, do té shiten

Q(x) = —4z® + 2522% — 3,200z + 17,000

njési té prodhimit, ku 10 < x < 40. Vizatoni grafikun e Q(x) pér
10 < z < 40. Ku ka piké infleksioni grafiku? Cfaré éshté réndésia e
shpenzimeve pér marketing té cilat i korrespondojné késaj pike?

5. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar

9
Q) =—t* + 5152 + 15t
njési t oré mé pas.

(a) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté ndérrimit
té méngjesit? (Supozoni se ndérrimi i méngjesit zgjat nga 8:00 deri
né 12:00.)

(b) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé joefikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?
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6. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit (nga 8:00

deri né 12:00) né njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né
puné né orén 8:00 do té keté montuar Q(t) = —t3 + 6t2 + 15¢ radio-
tranzistoré ¢ oré meé pas.

(a) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?

(b) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé joefikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?

. Funksioni i kérkesés sé njé prodhimi éshté

(a) z(p) = —2p + 4000
(b) z(p) =8 —p;
(¢) z(p) =—p+90.

Gjeni ¢mimin dhe sasiné pér té cilat té ardhurat e pérgjithshme me
rastin e shtitjes sé kétij malli do té jené maksimale. Sa jané té ardhurat
maksimale?

. Eshté dhéné funksioni i té ardhurave té pérgjithshme R(p) = —3p? +48p.
Llogaritni:

(a) funksionin e kérkesés;
(b) ¢mimin ashtu qé té ardhurat e pérgjithshme té jené maksimale;

(c) té ardhurat maksimale.
. Funksioni i ¢gmimit éshté

(a) p(x) = 2000 — F;

(b) p(x) = 1000 — 2z — 3z2;
(c) p(z) =3 — Vx;
(d) p(z) = =3z + 3000 + L2000,

Caktoni sasiné e mallit pér té cilén té ardhurat e pérgjithshme jané mak-
simale. Sa jané té ardhurat maksimale?
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Kapitulli 6

Njehsimi integral. Zbatime
né biznes dhe ekonomiks

6.1 Integrali i pacaktuar

Né shumé probleme éshté i njohur derivati i njé funksioni, dhe géllimi éshté
té gjindet veté funksioni. Pér shembull, njé ekonomist i cili e din shkallén
(shpejtésing) e inflacionit do té mund té déshironte té parashikonte ¢mimet e
sé ardhmes.

Procesi i pérfitimit té njé funksioni nga derivati i veté quhet integrim i
pacaktuar (ose antiderivim).

Funksioni F(z) pér té cilin
Flx) = f(x)

pér ¢do = nga domeni i f quhet funksion primitivi f(x).

Shembull 1. Provoni se F(z) = +a® + 5z + 2 éshté funksion primitiv i f(z) =
2 +5.

231
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Zgjidhje. Pra, F(x) éshté funksion primitiv i f(z) atéheré dhe vetém atéheré
kur F'(z) = f(x). Késhtu, derivojmé funksionin F' pér té fituar

F'(z) = (%x3 +5x—|—2> = %(3:02) +5=2"+5= f(z),

si¢ edhe kérkohe;j. O

Si edhe mé paré, ndonjéheré né vend té shénimit F'(z) = f(x) pérdorim
... dF(z)
shénimin == = f(x).
Njé funksion ka mé tepér se njé funksion primitiv. Pér shembull, njé funk-
sion primitiv i funksionit f(z) = 322 éshté F(z) = x>, sepse

F'(z) = (2°) = 32” = f(x),

por té tillé poashtu jané edhe 2 + 10, 23 — 4 dhe 23 + 7, sepse

d, 4 d d
— 10) = 322, —(2®—4) =322, — (2 = 322,
S +10) =322, T -4 =37 (4w =3

Né pérgjithési, né qofté se F' éshté funksion primitiv i f, atéheré edhe ¢do
funksion G(x) = F(x) 4+ C, pér C konstant, éshté poashtu funksion primitiv
i f. Pér mé tepér, mund té vértetohet se vlen vetia vijuese, fundamentale e
funksioneve primitive:

Né qofté se F(z) éshté njé funksion primitiv i funksionit té vazh-
dueshém f(z), atéheré ¢do funksion tjetér primitiv i f(z) ka formén
G(z) = F(x) + C pér ndonjé konstanté C.

Ekziston interpretim i thjeshté gjeometrik i faktit se ¢farédo dy funksione
primitive té té njéjtit funksion té vazhdueshém f ndryshojné té shumtén pér
njé konstanté. Fakti se edhe F' edhe G jané funksione primitive té f do té
thoté se F'(z) = G'(z) = f(z), prandaj pér ¢do piké z pjerrtésia (d.m.th.
derivati) e lakores y = F(z) éshté e njéjté me pjerrtésiné e lakores y = G(x).
Me fjalé tjera, grafiku i G(z) éshté zhvendosje vertikale e grafikut té F(z), sig
éshté treguar né fig. 6.1 pér funksionin primitiv t& f(z) = 322.
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Y
y:x3+7r
/‘ y=a’
T
/ y=a3—-4

Figura 6.1. Disa funksione primitive té f(x) = 3z2.

Do té pérfaqésojmé téré familjen e funksioneve primitive té f(x) duke pér-
dorur simbolikén

/f(x) dx = F(x)+C,

e qé quhet integral i pacaktuar i funksionit f.

Né kété kontekst, simboli | quhet shenja integrale, f(x) quhet funksioni
nénintegral, dr quhet diferencial ¢ x dhe tregon se funksioni primitiv (d.m.th.
antiderivimi) éshté gjetur sipas ndryshores x, kurse C' quhet konstanta e inte-
grimgt.

Pér shembull, integrali i pacaktuar i f(x) = 32? éshté

/3x2dw=x3+0.

Pér t’u bindur né llogaritjen korrekte té integralit té pacaktuar derivojmé
pérgjegjjen F(x) + C. Né qofté se derivati éshté i barabarté me f(z), atéheré
(dhe vetém atéheré) llogaritja éshté korrekte.

Kjo lidhméri ndérmjet derivimit dhe integrimit té pacaktuar na mundéson
t’i pérdorim rregullat e njohura pér derivate pér t’i gjetur rregullat analoge
vijuese pér integralet e pacaktuara:
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Rregulla e konstantés:
/kdx =kx 4+ C pér k konstant.
Rregulla e fugisé:
1
/:v" de = ——a2"" + ¢ pércdon # —1.
n+1
Rregulla e logaritmit:
1 .
/—da::ln|x|—|—C pér ¢do = # 0.
x

Rregulla eksponenciale:

1
/e’” dr = Ee’“ + C  pér k # 0 konstant.

Vértetojmé, p.sh., regullén e fugisé. Pér kété mjafton té tregohet se derivati
i %x”*l éshté z™:

n+
d 1 1 d 1
el n+l ) _ el n+1y) _ ™ = ™.
dz (n—l—lx > n—i—ldgc(a7 ) n+1(n+ o *

Né detyrén 10 kérkohet t’i vértetoni rregullén e konstantés, rregullén e
logaritmit dhe regullén eksponenciale.

Shembull 2. Gjeni integralet vijuese:
(a) [5dx
(b) [z dx
(©) [ Vide
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Zgjidhje. (a) Duke zbatuar rregullén e konstantés me k = 5:
/ 5dr =5z + C.

(b) Duke zbatuar rregullén e fuqisé me n = 11:

1
1 gy — 12 .
/:c T —12x +C

[N

(c¢) Duke zbatuar rregullén e fuqisé me n =

Vetité vijuese algjebrike té integraleve té caktuar mundésojné integrimin e
funksioneve si polinomi 2 — 322 + 5 ose shprehja 2e =% — \/x.

Rregulla e faktorit konstant:

/kf(x) dx = k/f(a:) dx pér k konstant.

Rregulla e shumés:

/[f(x)+g(a:)] d:c:/f(a:) da:—l—/g(a:) dz.

Rregulla e ndryshimit:

Jir@) ~g@iar = [ s@ae ~ [ gy
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Vértetojmé, p.sh., rregullén e faktorit konstant. Pér kété, vérejmé se né

qofté se dl;—(;”) = f(x), atéheré

d L dF(xz)
o kF(@)] = k—"— = kf(),
qé d.m.th. se
kF(x) = /kf(ac) dx,

k:/f(:z:) da::/kf(a:) da.

Rregullat e shumés dhe ndryshimit mund té vértetohen né ményré té ngja-
shme (detyra 11).

Shembull 3. Gjeni integralin

2
20 —
/iii_%$
X

Zgjidhje. Duke zbatuar rregullat e shumés, ndryshimit dhe faktorit konstant
sé bashku me rregullén e fuqisé, fitojmé

2 . 2
/ziﬁgém_/ﬁi+%_§)m
T T T T
3 1
z/($+2——) d:vz/xdx—i—/?d:v—?)/—dx
T T

1
= §$2+2ZC—31D|5L‘|+C.
O

Shembull 4. Njé prodhues ka gjetur se kostoja margjinale éshté 322 —80x +500
euro pér njési kur prodhohen x njési. Kostoja e pérgjithshme e prodhimit té
2 njésive té para éshté 1,000 €. Sa éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit
té b njésive té para?
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Zgjidhje. Kujtojmé se kostoja margjinale éshté derivati i funksionit C(x) té
kostos sé pérgjithshme. Késhtu,

C'(z) = 3z — 80z + 500,

prandaj C(z) duhet té jeté funksioni primitiv
C(x) = / C'(x)dx = / (322 — 80z + 500) dz = 2® — 4022 + 500z + K

pér ndonjé vleré té konstantés sé integrimit K.
Vlera e K pércaktohet nga fakti se

C(2) = 1000.

Pra

)

23 —40-22 45002+ K = 1000,

prej nga gjejmé
K = 152.

Prandaj,
C(x) = 2 — 402% 4 5002 + 152,

dhe kostoja e prodhimit té 5 njésive té para éshté
C(5) = 5% —40- 5% +500 - 5 + 152 = 1777.
O

Shembull 5. Njé shités me pakicé pranon njé dérgesé prej 12,000 kg miell, i
cili do té shpenzohet me shpejtési konstante nga 300 kg né javé. Né qofté se
kostoja e depos e miellit éshté 0.5 cent pér kilogram pér javé, sa do té duhet
té paguajé shitési né emér kostosh pér depo gjaté 40 javéve té ardhshme.

Zgjidhje. Shénojmé me S(t) koston e pérgjithshme (totale) (né euro) gjaté
t javéve. Meqé mielli shpenzohet me shpejtési konstante nga 300 kg né jave,
numri i kilograméve té miellit né depo pas ¢ javésh éshté

q(t) = 12,000 — 300¢.
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Prandaj, meqé kostoja e depos e miellit éshté 0.5 cent (d.m.th. 0.005 €) pér
kilogram pér javé, shpejtésia e ndryshimit té kostos sé depos sipas kohés éshté

as
dt
Rrjedhimisht, S(t) éshté

= ¢(t) - 0.005 = 0.005(12, 000 — 300¢) = 60 — 1.5¢.

/—dt /60—1.5t) dt = 60t — 0.75t> + C

pér ndonjé konstanté C. Pér té pércaktuar vlerén e C, shirytézojmé faktin se
né kohén e arritjes sé dérgesés (kur ¢ = 0) nuk ka kosto, pra

S(0) =0,
d.m.th.
60-0—0.75-02+C =0,
ose
C =0.
Késhtu,

S(t) = 60t — 0.75t2,
dhe kostot pér depo gjaté 40 javéve té ardhshme do té jené

S(40) = 60 - 40 — 0.75 - 40% = 1200.

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni integralet vijuese:

@ ] 95
f—da:

f e 3 dt.

2. Gjeni integralet vijuese:
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. Promoterét e njé panairi vlerésojné se t oré pas hapjes sé portave né orén

9:00 vizitorét do té hyjné né panair me shpejtési 265 4 210t — 15¢2 njeréz
né oré. Gjeni numrin e njerézve té cilét do té hyjné né panair ndérmjet
11:00 dhe 13:00.

. Promoterét e njé ekspozite vlerésojné se t oré pas hapjes né orén 9:00

ekspozita do té vizitohet me shpejtési N'(t) njeréz né oré. Gjeni njé
shprehje pér numrin e njerézve té cilét do ta vizitojné ekspozitén ndér-
mjet 12:00 dhe 15:00.

. Eshté vlerésuar se t vite nga tani vlera e njé parcele té caktuar toke do

té rritet me shpejtési V'(t) euro né vit. Gjeni njé shprehje pér shumén
pér té cilén do té rritet vlera e tokés gjaté 5 vietéve té ardhshme.

. Njé shités me pakicé pranon njé dérgesé prej 10,000 kg oriz, i cili do

té shpenzohet me shpejtési konstante nga 2,000 kg né muaj. Né qofté
se kostot e depos jané 1 cent pér kilogram pér muaj, sa do té duhet té
paguajé shitési né emér kostosh pér depo gjaté 5 muajve té ardhshém?

Njé prodhues ka gjetur se kostoja margjinale éshté 6x + 1 euro pér njési
kur prodhohen x njési. Kostoja e pérgjithshme e prodhimit té njésisé
sé paré éshté 130 €. Sa éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit té
10 njésive té para?

. Profiti margjinal i njé kompanie éshté 100 —2¢ euro pér njési kur prodho-

hen g njési. Né qofté se profiti i kompanisé éshté 700 € kur prodhohen
10 njési, sa éshté profiti maksimal i mundur i kompanisé?

. Njé prodhues vleréson té hyrat margjinale té jené 1\%) euro pér njési kur

niveli i prodhimit éshté ¢ njési. Kostoja margjinale pérkatése éshté gjetur
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té jeté 0.4q euro pér njési. Supozoni se profiti i prodhuesit éshté 520 €
kur niveli i prodhimit éshté 16 njési. Sa éshté profiti i prodhuesit kur
niveli i prodhimit éshté 25 njési?

10. Vértetoni rregullat pér integralet e pacaktuara:

(a) Rregullén e konstantés: [ kdz = kx + C

(b) Rregullén e logaritmit: [ 42 = In|z| + C
(Udhézim: Dalloni rastet kur = > 0, d.m.th. |z| = z, dhe kur z < 0,
d.m.th. |z| = —z.)

(c) Rregullén eksponenciale: [ e** dx = e + C
11. Vértetoni rregullat algjebrike pér integralet e pacaktuara:

(a) Rregullén e shumés: [[f(z) + g(z)|dz = [ f(z)dz + [ g(x) dx
(b) Rregullén e ndryshimit: [[f(z) — g(z)]dz = [ f(z)dz — [ g(z)dx

6.2 Integrimi me zévendésim

Rikujtojmé se sipas rregullés sé derivimit té funksionit té pérbéré, derivati i
funksionit (22 — 5z — 3)¢ éshté

d . o 6 2 5
—[(z* = 5z — 3)°] = 6(z° — ba — 3)°(2z — 5).
dx
Véreni se derivati éshté prodhim dhe se njéri nga faktorét, 2z —5, éshté derivati
i shprehjes 2 —5x—3, e cila paragitet né faktorin tjetér. Mé saktésisht, derivati
éshté prodhim i formés

du
g(u)%v
ku, né rastin toné, g(u) = 6u® dhe u = 22 — 5z — 3.

Shumé prodhime té formés g(u)%* mund té integrohen duke zbatuar té

anasjelltén e rregullés sé derivimit té funksionit té pérbéré. Né fakt, né qofté
se (G éshté njé funksion primitiv i g, atéheré

/g(u)j—z de = G(u) + C,
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meqé, sipas rregullés sé derivimit té funksionit té pérbéré,

d ;L du du
T [GW)] = G (W) = g(u) 7
Né formé té pérmbledhur, rregulla e integrimit té funksionit té pérbéré

éshté:

Né qofté se g éshté funksion i vazhdueshém sipas u dhe u(x) éshté funksion
i derivueshém sipas x, atéheré

/g(u)j—z dxz/g(u) du.

Pra, pér té integruar njé prodhim té formés g(u)%, né té cilin njéri nga
faktorét % éshté derivati i njé shprehjeje u e cila paraqitet né faktorin
tjetér:

1. Gjejmé integralin [ g(u) du té faktorit g(u) sipas u.

2. Zévendésojmé u né rezultatin e fituar me shprehjen pérkatése
sipas x.

Japim né vazhdim dy shembuj.
Shembull 1. Gjeni
/6(:52 — 5z —3)°(22 — 5) dx.

Zgjidhje. Si¢ pamé né fillim, funksioni nénintegral 6(x? — 5z —3)%(2x —5) éshté
prodhim né té cilin njéri nga faktorét 2z — 5 éshté derivati i njé shprehjeje

22 — 5z — 3 e cila paraqitet né faktorin tjetér, d.m.th.,
d
6(22 — 5z — 3)°(2z — 5) = g(u)ﬁ,

ku
g(u) =6u® dhe u=ax?—5r—3.
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Prandaj, sipas rregullés sé integrimit té funksionit té pérbéré,

/6(962 — 5z —3)%(22 — 5) dx = /g(u)j—u dx:/6u5du
x
=uS+C=(@2*-52-3)°+C.
(|

Né shembullin vijues funksioni nénitegral nuk éshté saktésisht i formés
g(u)g—g. Sidoqofté, éshté prodhim me konstanté i njé prodhimi té tillé, dhe
mund té integrohet duke kombinuar rregullén e faktorit konstant me rregullén

e integrimit té funksionit té pérbéré.
Shembull 2. Gjeni
/ 28 3 dy.

Zgjidhje. Zbatojmeé sé pari rregullén e faktorit konstant pér té rishkruar inte-
gralin né formén

1 1
/(E6€z7+3 dr = / ?(7$6€I7+3) dr = ? /71,66174»3 dl’,

té tillé gé funksioni i ri nénintegral 720e* +3 sshté prodhim né té cilin njéri nga
faktorét 728 éshté derivati i njé shprehjeje 27 + 3 e cila paragitet né faktorin
tjetér; pra, p
6, a¢7+3 _ u
Tt S = g(u) 7,
ku
g(u) =€ dhe u=2z"+3.

Prandaj, sipas rregullés sé integrimit té funksionit té pérbéré,

6 _x"+3 _1 6 x"+3 _1 @
/xe dx—7/7:ve dm,—7/g(u)dxd:v
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Rregulla e integrimit té funksionit té pérbéré mund té mendohet si njé
tekniké pér thjeshtésim integrali duke ndérruar ndryshoren e integrimit. Mé
saktésisht, fillojmé me njé integral [ g(u)% dz, né té cilin ndryshorja sipas té
cilés integrohet éshté x, dhe e transformojmeé até né njé integral mé té thjeshté
J g(u) du, né té cilin ndryshorja e integrimit éshté u. Né kété transformim
shprehja % dx né integralin e paré zévendésohet né inegralin e thjeshtésuar
me simbolin du. Kété relacion ndérmjet % dx dhe du mund ta mbani né mend
duke e shikuar % sikur té ishte thyesé dhe duke shkruar

du
— dz = du.
dx
Si konkludim, formulojmé metodén vijuese, té quajtur integrimi me zé-
vendésim.

1. Zévendésojmé me u ndonjé shprehje sipas x me qéllim thjeshtésimi
té integralit.

2. Rishkruajmé integrlin sipas ndryshores u. Pér té rishkruar dx, llo-
garisim ‘;—g dhe e zgjidhim né ményré algjebrike sikur simboli % té

ishte thyesé.

3. Gjejmé integralin e fituar dhe pastaj zévendésojmé u né rezultatin
e fituar me shprehjen pérkatése sipas z.

Vérejtje. Si udhézim, né qofté se né funksionin nénintegral paraqitet prodhim
ose herés i njé shprehjeje me derivatin e saj, atéheré ajo shprehje mbase do té
jeté zgjedhje e miré pér ta zévendésuar me u.

Tlustrojmé metodén e integrimit me zévendésim duke iu kthyer edhe njéheré
integralit nga shembull 1.

Shembull 3. Gjeni
/6(172 — 52— 3)°(22 — 5) du.
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Zgjidhje. Fakti se funksioni nénintegral éshté prodhim né té cilin njéri nga
faktorét 2z — 5 éshté derivati i njé shprehjeje 22 — 5z — 3 e cila paraqitet
né faktorin tjetér, sipas vérejtjes sé mésipérme, na sygjeron té véjmé u =
2% — bx — 3. Atéheré,

d
ﬁ =2z -5, dmth. du=(2z-5)dz.

Duke zévendésuar u = 22 — 5z — 3 dhe du = (2x — 5) dz, marrim

/6(x2—5x—3)5(2x—5) dm:/6u5du
=ub4+C = (2 —52-3)°+C.
O

Shembull 4. Gjeni
/ o5z
—dx.
x2 41

d, o 2
%(x +1)=2z= E(Sx)

Pra, funksioni nénintegral éshté herés né té cilin njéri nga pjesétuesit bx éshté
prodhim me konstanté i derivatit té njé shprehjeje 2 + 1 e cila paragitet né
faktorin tjetér. Kjo na sygjeron té véjmé u = 22 + 1. Atéheré,

Zgjidhje. Vérejmé se

d_u =2z, du=2xdxr, ose §du = b5z dx.
dz 2

Duke zévendésuar v = 22 + 1 dhe %du = bx dx, gjejmé
S5z 15 5 1
Jwie=fuga=g [ o
5 5 9
=§In|u|+C=§In|$ +1]+C.

O
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Shembulli vijues ilustron llojllojshmériné e metodés formale té zévendé-
simit. Ka té b&jé me njé integral i cili nuk duket té jeté i formés fg(u)g—g dz,
por gé sérish mund té thjeshtésohet me njé zévendésim té gélluar.

Shembull 5. Gjeni
x
/ dx.
z—1

Zgjidhje. Ashtu si¢ éshté, nuk ekziston ndonjé ményré e lehté pér té integruar
kété herés. Por né qofté se zévendésojmé v = x — 1, atéheré du = dx dhe
r =u+ 1, késhtu qé

/ v dm:/u—’_ldu:/ldu—i—/ldu
rz—1 U U

=u+hfju/+C=z—-1+Injz-1]+C.

O

Shembull 6. Cmimi p (euro) i njé njésie té mallit té caktuar vlerésohet té

ndryshojé me shpejtési
dp 217x

dr ~ 16+ 22

ku z (qind) njési éshté kérkesa e konsumatoréve. Supozojmé se 300 njési
(z = 3) kérkohen kur ¢mimi éshté 240 € pér njési.

(a) Gjeni funksionin e ¢gmimit p(z) sipas kérkesés.

(b) Pér ¢faré ¢mimi do té kérkohen 400 njési? Pér ¢faré ¢mimi nuk do té
kérkohet asnjé njési?
(¢c) Sa njési kérkohen pér ¢mimin 30 € pér njési?

Zgjidhje. (a) Cmimi p(x) pér njési té kérkesés gjendet duke integruar p'(z)
sipas x:

217z

p(x) = /p’(:c) dx = —\/ﬁd:&

Pér kété, béjmé zévendésimin

1
uw=164 22, du=2zdx, §du::17d:17,
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pér té fituar

217 217 1
x —du

e R A VA

21 217 1
= —77 /u*1/2 du = —77 cTut? 4+ C = —217V/16 + 22 + C.
2

Meqé p = 240 kur =z = 3, gjejmé

p(3) = 240

—217+/16 + 32 + C = 240
C = 240 + 21725
C = 1325,

prandaj
p(x) = —2174/16 + 22 + 1325.

(b) Kur kérkesa éshté 400 njési kemi « = 4, dhe ¢mimi korrespondues éshté

p(4) = —217/16 + 42 + 1325 ~ 97.46.

Asnjé njési nuk kérkohet kur x = 0, kurse ¢mimi korrespondues éshté

p(0) = —217+/16 4 0% + 1325 = 457.

(c) Pér té pércaktuar numrin e njésive té kérkuara pér ¢gmimin 30 € pér
njési, duhet zgjidhur ekuacionin

p(z) =30

—217v/16 + 22 + 1325 = 30

—217/16 + 22 = —1295
1295
16 2 —_
VIb+a® =537
1295>2

16+a2 = | ——
e <217
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1295\ 2

T = 1295 _ 16
217

T~ 4.43.

D.m.th., kérkesa do té jeté péraférsisht 443 njési.

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni integralet vijuese:

(a) [9(x? + 3z +5)8(2z + 3) du;
(b) fa:3e””4+2 dz
(c) [eb" 1 du;
(d) [e'™"du;
() [ 2% da;
G E—
(2) J 2 da;
(h) [ 3 da;
(i) [VA4z + 1daz;
G) J 7m1+6 dur;
k) f m(lnlm)2 da;
(1) J e do
(m) f 2z lilgflﬂ) da:
(n) [ <= do;

247

2. Vlera e rishitjes sé njé makine té caktuar industriale bie me shpejtési e
cila ndryshon me kohén. Kur makina éshté ¢ vjet e vjetér, shpejtésia me
té cilén ndryshon vlera éshté —960e~%/° euro né vit. Né qofté se makina
éshté bleré e re pér 5,000 €, sa do té jeté vlera e saj pas 10 vjetésh?
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. Eshté vlerésuar se t vite nga tani vlera V(t) e njé ari toke ferme do té

rritet me shpejtési
0.4¢3

/0.2t + 8,000
euro né vit. Vlera e tokés tani éshté 100 € pér ari.
(a) Gjeni V(¢).
(b) Sa do té jeté vlera e tokés pas 10 vjetésh.
(¢) Kur do té keté toka vlerén 1,000 € pér ari?

V'(t) =

. Korporata KosCell ka véné njé linjé prodhimi pér té prodhuar njé tip té

ri telefonésh celularé. Shpejtésia e prodhimit té telefonéve éshté

dzr t
— =1 22— —
dt 500( 2t+5)

njési né muaj. Sa telefoné prodhohen gjaté muajit té treté? Udhézim:
Gjeni z(3) — z(2).

. Né njé fabriké kostoja margjinale éshté 3(z — 4)? euro pér njési kur

prodhohen z njési.
(a) Shprehni koston totale té prodhimit sipas kostos fikse (kostoja e
prodhimit té& 0 njésish) dhe numrit té njésive té prodhuara.

(b) Sa éshté kostoja totale e prodhimit té 14 njésive té para né qofté se
kostoja fikse éshté 436 €7

. Né njé pjesé té vendit ¢mimi i mishit té pulés pér momentin éshté 3 € pér

kilogram. Vlerésohet se ¢ javé nga tani ¢mimi do té rritet me shpejtési
34/t + 1 cent né javé. Sa do té kushtojé mishi i pulés 8 javé nga tashti?

Cmimi p (euro) i ¢do paré patikesh sportive Xike vlerésohet té ndryshojé

me shpejtési
150z

P(2) = — s,
(144 + 22)3/2

ku z (qind) paré éshté kérkesa e konsumatoréve. Supozojmé se 500 paré
patike (z = 5) kérkohen kur ¢gmimi éshté 75 € pér njé paré.
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(a) Gjeni funksionin e ¢gmimit p(z) sipas kérkesés.

(b) Pér cfaré ¢gmimi do té kérkohen 400 paré patike? Pér ¢faré ¢mimi
nuk do té kérkohet asnjé paré?

(c) Sa paré do té kérkohen pér ¢mimin 60 € pér njé paré?

(d) Gjeni funksionin e té hyrave té pérgjithshme dhe funksionin mar-
gjinal té té hyrave. Pér cfaré sasie té kérkesés x do té jené té hyrat
maksimale?

8. Pronarja e njé zingjiri restaurantesh pér ushqim té shpejté vleréson se
¢mimi né euro i prodhimit té saj mé té ri Baby Burger éshté duke
ndryshuar me shpejtési

30y

(0 —

ku y (mijé) cofte ofrohen pér blerje. Cmimi fillestar éshté 2.25 € pér
cofte.

(a) Gjeni funksionin e ¢mimit p(y) sipas ofertés.

(b) Pér ¢faré ¢mimi do té ofrohen nga 4,000 ¢ofte shtesé (y = 4) pér t'u
shitur?

(¢) Sa cofte shtesé do té ofrohen pér ¢mimin 3 € pér ¢ofte?

9. Njé kompani vleréson se té hyrat margjinale nga prodhimi i x njésish
jané 7 — 3z — 422 qind euro pér njési, dhe kostoja margjinale pérkatése
éshté 5 + 2z gind euro pér njési. Pér sa ndryshon profiti kur niveli i
prodhimit rritet nga 5 né 9 njési?

6.3 Integrali i caktuar

Pamé si mund té shfrytézohet integrali i pacaktuar pér té analizuar situata té
cilat kané té béjné me té anasjelltén e shpejtésisé sé ndryshimit. Né kété piké
do té njihemi me njé proceduré té quajtur integral i caktuar, né té cilén njé sasi
me interes praktik sé pari pérkufizohet si limiti i njé shume e pastaj llogaritet
duke shfrytézuar integralin e pacaktuar. Procedurén e integrimit té caktuar do
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ta ilustrojmé duke e zbatuar pér té pérkufizuar e pastaj llogaritur sipérfagen
nén njé lakore, por né pikén ardhshme do té shohim se kjo proceduré poashtu
zbatohet né njé mori situatash praktike né biznes dhe ekonomi.

Marrim né shqyrtim syprinén S té sipérfages nén lakoren y = f(x) brenda
njé intervali a < & < b, ku f éshté funksion i vazhdueshém dhe f(x) > 0.
Kjo sipérfage éshté paraqitur né fig. 6.2. Nése sipérfagja do té ishte katror,
drejtkéndésh ose trapez, syprinén e saj do t€ mund ta gjenim duke pérdorur
formulat e njohura, por cfaré né qofté se lakorja kufizuese éshté y = 22 ose

y=lInz?

...

a b

Figura 6.2. Sipérfagja nén lakoren y = f(x) brenda intervalit a < z < b.

Pér ta zgjidhur kété problem té pérgjithésuar, nisemi nga dicka e njohur mé
paré: dimé si gjindet syprina e sipérfages sé njé drejtkéndéshi. Késhtu, ndaj-
mé syprinén né njé numeér nénsyprinash drejtkéndéshe dhe pastaj pérafrojmeé
sipérfagen S nén lakoren y = f(x) duke mbledhur syprinat e drejtkéndshave
pérafrues.

Mé saktésisht, fillojmé pérafrimin duke ndaré intervalin a < z < b né
n nénintervale té gjatésisé sé njéjté Az dhe me x; shénojmé skajin e majté té
nénintervalit té j-té. Pastaj vizatojmé n drejtkéndésha té tillé qé drejtkéndéshi
i j-té ka pér bazé nénintervalin e j-té dhe lartési f(z;). Skema e pérafrimit
éshté ilustruar né figurén 6.3.

Syprina e sipérfages sé drejtkéndéshit té j-té éshté f(z;) Az dhe pérafron
syprinén e sipérfages nén lakoren brenda segmentit z; < < z;4;. Shuma e
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Yy Yy
7 7
é % y= ;(fc) 7 y = f(x)
7 .
=21 @2 TjTjt1 b=zni1 a b
(a) n intervale (b) 6 intervale
Yy Yy
744
;é g% v 255) y=f(z)
)
a b ’ a b ’
(c) 12 intervale (d) 24 intervale

Figura 6.3. Pérafrim me drejtkéndésha i sipérfages nén lakore.

syprinave té sipérfageve té té gjithé drejtkéndéshave éshté

Sn = f(z1) Az + f(z2) Az + - + f(zn) Az
= [f(z1) + f(z2) + - + f(z,)] A,

e qé pérafron syprinén e téré sipérfages S nén lakoren.

Me rritjen e numrit té nénintervaleve shuma pérafruese .S, i afrohet gjithnjé
mé tepér asaj qé intuitivisht e mendojmeé si sypriné té sipérfages nén lakoren
(shih fig. 6.3). Prandaj, éshté e arsyeshme té pérkufizohet syprina S e sipér-
fages nén lakoren si limit i shumave pérafruese S,,.
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Kété ide mbi sipérfagen nén lakore né ményré té pérmbledhur e japim si
vijon:

Le té jeté f(x) funksion i vazhdueshém i tillé qé f(x) > 0 né intervalin
a < x < b. Atéheré, sipérfagja nén lakoren y = f(x) brenda intervalit
a < x < b ka syprinén

S = lim [f(z1) + f(z2) + - + f(zn)] Az,

n—oo

ku x; éshté skaji i majté i nénintervalit té j-té kur intervali @ < x < b
éshté ndaré né n nénintervale, secili i gjatésisé Az = b;—“.

Mund té shtrohet pyetja pérse té pérdoren skajet e majta té nénintervaleve
e jo, té themi, té djathtat, ose madje meset e tyre. Pérgjegjja éshté se nuk ka ar-
sye pse té mos pérdoren kéto pika pér llogaritjen e lartésive té drejtkéndéshave
pérafrues. Mund té vértetohet se kéto pika mund té zgjedhen né ményré té
¢farédoshme brenda secilit néninterval, e rezultati nuk do té ndryshojé.

Sipérfagja éshté vetém njéra nga shumé sasité té cilat mund té shprehen si
limit shume. Pér té zgjidhur problemin né rastin e pérgjithshém, pérfshiré edhe
rastet kur jo medoemos kérkohet té jeté f(z) > 0, zbatojmé terminologjiné dhe
shénimet sipas pérkufizimit vijues té integralit té caktuar:

Le té jeté f(x) funksion i vazhdueshém né intervalin ¢ < z < b. Nda-
jmé intervlin né n pjesé té barabarta, secila me gjatési Ax = b;—“, dhe
shénojmé me z; njé numér nga nénintervalii j-té (j = 1,2, ...,n). Atéheré
integrali i caktuar i f(x) né segmentin a < x < b jepet me

b
[ f@ydo = tim (1) + flaz) + -+ f(on)] Ao

Sipas kétij shénimi, syprina e sipérfaqes nén lakore mund té shprehet né
formé té pérmbledhur:
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0 né
renda

Né qofté se f(z) éshté funksion i vazhdueshém i tille qé f(x)
intervalin @ < z < b, atéheré sipérfagja nén lakoren y = f(x)
intervalit a < x < b ka syprinén

2
b

S—/abf(:z:)da:.

Fatmirésisht, pér limite shumash ekziston njé ményré mé e lehté e llogaritjes
sé tyre, falé rezultatit vijues té dalluar té Newton-it dhe Leibnitz-it i cili vé
lidhméri ndérmjet integralit té caktuar dhe atij té pacaktuar.

Teorema fundamentale e analizés (e Newton—Leibnitz-it): Né qofté se f(x)
éshté funksion i vazhdueshém né intervalin a < x < b, atéheré

b
[ #@)de=r ) - Fla),

ku F(z) éshté njé ¢farédo funksioni primitiv i f(z) né a <z <b.

Gjaté zbatimeve té késaj teoreme do té shérbehemi me notacionin

Pra,
b

/ ' fle)de = ()

a

Né shembujt vijues zbatojmé teoremén fundamentale pér té llogaritur disa
vlera integralesh té caktuara.
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Shembull 1. Gjeni
1
/ (2% — V) de.
0

Zgjidhje. Meqé
1 2
/(:172 —Vr)dr = ga:?’ - §x3/2 +C,
pérfundojmé se ¢do funksion primitiv i funksionit f(x) = 2% — \/z ka formén
F(z)= %:v?’ - %1‘3/2 + C pér C numér konstant. Késhtu,

1
_ < 23— 21:3/2)
o 3

1
/ (22 — Vx)de = (1:03 - 2x3/2 +C'>
o 37 73

Shembull 2. Gjeni
3
/ 4a(2® —1)3 da.
1

Zgjidhje. Sé pari, duke zévendésuar u = x? — 1, d.m.th. du = 2x dr, gjejmé
integralin e pacaktuar

/4$($2 —1)3de = /2u3 du = %u‘l.

Kufijté e integrimit, 1 dhe 3, jané sipas ndryshores z e jo ndryshores wu.
Prandaj duhet ose duhet té rishkruhet sipas x integrali i pacaktuar, ose té
gjinden vlerat e u té cilat u korrespondojné vlerave x = 1 dhe z = 3.

Nése vendosim pér alternativén e paré, kemi

prandaj
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Nése vendosim pér alternativén e dyté, shfrytézojmé faktin se u = 22 — 1
pér té konkluduar se u = 0 kur x = 1 dhe v = 8 kur x = 3. Rrjedhimisht,

3 8 1
/ 4a(z® — 1) dr = / u® du = (—u4)
1 0 2

Shembull 3. Gjeni syprinén e sipérfaqes sé kufizuar nga lakorja y = —22 +x42
dhe boshti z.

8
= 2048 — 0 = 2048.
0

O

y=—ax?+x+2

Figura 6.4. Sipérfagja e kufizuar nga y = —xz? + = + 2 dhe boshti z.

Zgjidhje. Nga forma e faktorizuar e polinomit
y=—-2*+r+2=—(x+1)(z—2)

vérejmé se prerjet e lakores me boshtin x jané pikat (—1,0) dhe (2,0). Grafiku
i funksionit (fig. 6.4) tregon se sipérfagja né fjalé ndodhet nén lakoren y =
—22 + 4+ 2, mbi boshtin 2 dhe shtrihet nga 2 = —1 deri te x = 2. Prandaj,
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2
1 1
Sz/ (—2? +x+2)de = (—§x3+512+2x>

_<_%.23+%-22+2~2>—(—1-(—1)3+1~(—1)2+2-(—1)>

Né disa probleme té caktuara duhet llogaritur syprinén e sipérfaqes ndér-
mjet dy lakoresh. Sypozojmé se f(x) dhe g(z) jané funksione jonegative dhe
se f(z) > g(z) né intervalin a < z < b, si¢ éshté paraqitur né fig. 6.5a.

Pér té gjetur syprinén e sipérfages S ndérmjet lakoreve nga = = a deri te
x = b zbresim syprinén e sipérfaqes So nén lakoren y = g(z) (figura 6.5¢) nga
syprina e sipérfages S; nén lakoren y = f(x) (figura 6.5b). Pra,

s:Awam—LZqu=Lﬁmw—mwwm

Mund té tregohet se kjo formulé mbetet né fuqi edhe né rast se funksionet f
dhe g jané jo medoemos jonegative.

Shqyrtimin e mésipérm té sipérfages ndérmgjet dy lakoreve né ményré té
pérmbledhur e formulojmé si vijon:

Né qofté se f(x) dhe g(z) jané funksione té vazhdueshme né intervalin
a <z <bdhe f(z) > g(x), kurse S éshté syprina e sipérfaqjés sé kufizuar
nga lakoret y = f(x) e y = g(x) dhe drejtézat vertikale x = a e x = b,
atéheré

s=/ﬁﬂm—gwnm.

Shembull 4. Gjeni syprinén e sipérfaqes sé kufizuar nga lakoret y = 2 dhe
Yy = 2zx.
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<

AN

/

<

a

(a) Sipérfagja S ndérmjet lakoreve y =

f(z) dhe y = g(z)

_ 7
y = g(z)
a b z

(b) Sipérfagja S1 nén lakoren y = f(x)

AN

A

[
\

/

%ﬁ}\_/

257
y = f(=)
y=g(z)

a

b

T

(c) Sipérfagja Sz nén lakoren y = g(x)

Figura 6.5. S =51 — S
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Figura 6.6. Sipérfagja e kufizuar nga y = 2 dhe y = 2z.

Zgjidhje. Lakoret jané paraqgitur grafikisht né figurén 6.6. Pér té gjetur piké-
prerjet zgjidhim barazimin e dy lakoreve njékohésisht pér té fituar

22 =2z
22 —2x=0
x(x—2) =0,

d.m.th. x = 0 ose x = 2. Pikat pérkatése té prerjes jané (0,0) dhe (2,4).
Vérejmé se pér 0 < x < 2 lakorja y = 2x shtrihet mbi lakoren y = x2.

Prandaj sipérfagja e kérkuar éshté e kufizuar nga sipér me lakoren y = 2x dhe

nga poshté me lakoren y = x2 dhe shtrihet nga x = 0 deri x = 2, késhtu qé

2 1
S = / (22 — %) dx = <x2 - —x3>
0 3

2y

0 3
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Detyra pér ushtrime

1. Gjeni integralet e caktuara vijuese:

(d fl( L) d
S (s + L +1) da

2 T

01n2(et — et dt;

4 1

1 T ’

(m) [ < dz.

e zlnz

2. Vizatoni sipérfagen S dhe gjeni syprinén e saj né qofté se:

(a) S éshté trekéndéshi i kufizuar nga drejtéza y = 4 — 3z dhe boshtet
koordinative.

(b) S éshté trekéndéshi me kulme (—4,0), (2,0) dhe (2,6).

(c) S éshté drejtkéndéshi me kulme (1,0), (—2,0), (—=2,5) dhe (1,5).

(d) S éshté trapezi i kufizuar nga drejtézat y = = + 6 dhe z = 2 dhe
boshtet koordinative.
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(e) S éshté sipérfaqja e kufizuar nga lakorja y = v/, drejtézat x = 4
dhe x =9, dhe boshti z.

(f) S éshté sipérfagja e kufizuar nga lakorja y = —2% + 42 — 3 dhe
boshti x.

(g) S éshté sipérfaqgja e kufizuar nga lakorja y = €%, drejtézat @ = 0
dhe z =In %, dhe boshti z.

h) S éshté sipérfagja e kufizuar nga lakorja y = 2 — 2z dhe boshti z.
( pérfaqj g jay

(i) S éshté sipérfaqja e kufizuar nga lakorja y = %2 dhe drejtézat y = x
dhe y = £.

(j) S éshté sipérfaqja e kufizuar nga lakoret y = 22 —2x dhe y = —2%+4.

6.4 Zbatime té métejme té integralit té caktuar
né biznes dhe ekonomiks

Né pikén paraprake pamé se syprina e njé sipérfageje mund té shprehet si
limit i njé shume, e pastaj, duke zbatuar teoremén fundamentale té analizés,
té llogaritet pérmes integrimit.

Por, pérveg pér llogaritje syprinash té sipérfageve, ka shumé zbatime tjera
né té cilat procesi i integrimit luan njé rol té réndésishém. Né kété piké do té
pérgendrohemi né zbatime té integralit né biznes dhe ekonomiks.

Intuitivisht, integrali i caktuar mund té mendohet si njé proces i cili ,,mb-
ledh“ njé numér té pafundém pjesésh té vogla té njé sasie té dhéné pér té fituar
sasiné ,totale*.

Japim né vazhdim hap pas hapi procedurén pér zbatimin praktik té integralit
té caktuar.
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Proceduré pér shfrytézimin e integrali té caktuar né zbatime.
Pér té zbatuar integralin e caktuar pér modelimin e ,totalitetit“ té njé
sasie f(x) né njé interval a < x < b né té cilin ajo éshté funksion i
vazhdueshém, veprojmeé si vijon:

né n nénintervale té barabarta, té
gjatésisé Az = =2 Pér j 2,...,n zgjedhim njé numér x; nga

n
nénintervali i j-té.

1. Ndajmé intervalin a < z < b
= 17

2. Pérafrojmé pjesén e kontributit né sasiné totale e cila vjen nga
nénitervali i j-t€ me f(x;) Az. Pastaj mbledhim kontributet in-
dividuale pér té pérafruar sasiné totale me ané té shumés

[f(z1) + f(22) + - + flzn)] Ax.

3. Marrim limitin kur n — oo pér té kaluar nga pérafrimi né vlerén e
sakté té sasisé.

4. Shfrytézojmé faktin se

n—oo

b
lim [f(z1) 4+ f(z2) + - + f(zn)] A:c:/ f(z)dx

pér té transformuar limitin e shumés né integral té caktuar. Pastaj
llogarisim integralin e caktuar me ané teoremés fundamentale té
analizés pér té fituar totalin e kérkuar té sasisé.

Né zbatimin toné té paré shfrytézojmé integralin e caktuar pér shqyrtuar
njé rrjedhé té ardhurash e cila transferohet né ményré té vazhdueshme né njé
konto né té cilén fiton interes gjaté njé periudhe té caktuar. Sasia (ose vlera e
ardhme) e njé rriedhe té ardhurash éshté sasia totale (té hollat e transferuara
né konto plus interesi) e cila akumulohet né kété ményré gjaté periudhés sé
dhéné.

Shembulli vijues ilustron llogaritjen e sasisé sé njé rrjedhe té ardhurash.
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Ideja gendrore éshté pérafrimi i rrjedhés sé vazhdueshme té té ardhurave me
ané té njé vargu depozitash diskrete té quajtur anuitet. Sasia e anuitetit
pérafrues éshté shumé limiti i sé cilés éshté sasia e rrjedhés sé té ardhurave.

Shembull 1. Né njé konto transferohen né ményré té vazhdueshme té holla
me shpejtési konstante 1,200 € né vit. Kontoja fiton interes me pérqindje
vjetore 8% dhe kpaitalizim té vazhdueshém. Sa té holla do té keté né konto
né fund té vitit té 2-té?

Zgjidhje. Rikujtojmé nga pika 3.4 se K euro té investuara me interes 8% dhe
kapitalizim té vazhdueshém do té kené vlerén K oot pas t vitesh.

Pér té pérafruar vlerén e ardhme té rrjedhés sé té ardhurave ndajmé in-
tervalin kohor 2-vjecar 0 < t < 2 né n nénintervale té barabarta té gjatésisé
At vijet dhe me t; shénojmé fillimin e nénintervalit té j-té. Atéheré, gjaté
intervalit té j-té (me gjatési At vjet) sasia e té hollave té deponuara do té jeté
e barabarté me 1200 At.

Né qofté se e téré shuma do té ishte deponuar né fillim té nénintervalit (né
kohén t;), ajo do té géndronte né konton 2 — ¢; vjet, késhtu gé do té rritej né
(1200 At)et00(2~%) euro. Pra, vlera e ardhme e té hollave té deponuara gjaté
nénintervalit té j-té éshté péraférsisht

1200e%-082—t5) A¢,

Vlera e ardhme e téré rrjedhés sé té ardhurave éshté shuma e vlerave té
ardhme té té hollave té deponuara gjaté secilit nga n nénintervalet, d.m.th.,

FV ~ Z 12002082t A¢.

j=1

(Véreni se ky éshté vetém njé pérafrim sepse mbéshtetet né supozimin se e téré
shuma 1200 At euro éshté deponuar né kohén ¢; e jo né ményré té vazhdueshme
gjaté téré nénintervalit té j-té.)

Né qofté se n rritet pafundésisht, gjatésia e secilit néninterval i afrohet zeros
dhe pérafrimi i afrohet vlerés sé ardhme té sakté té rrjedhés sé té ardhurave.
Prandayj,
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FV = lim Y 1,200e"%%C~%) A
j=1

2 2
= / 1,200e%98C2=1) gt = 1,200e"-16 / o008t gy

0 0
2

= —15,000e%16(e 7016 1)
0

17200 0.16/_—0.08t
0os ¢ )

= —15,000 + 15,000e°16 ~ 2,602.66.
O

Viera e tashme e njé rrjedhe té ardhurash té gjeneruar né ményré té va-
zhdueshme me shpejtési té caktuar gjaté njé periudhe té caktuar kohore éshté
sasia e té hollave qé duhet té deponohen sot me pérqgindjen e dhéné té interesit
pér té gjeneruar té njéjtén rrjedhé té ardhurash gjaté periudhés sé njéjte.

Llogaritja e vlerés sé tashme té njé rrjedhe té ardhurash éshté ilustruar né
shembullin vijues. Sikurse te vlera e ardhme, strategjia géndron né pérafrimin
e rrjedhés sé vazhdueshme té té ardhurave me ané té njé vargu pagesash
diskrete; d.m.th. té njé anuiteti. Vlera e tashme e anuitetit pérafrues éshté
njé shumé, dhe duke marré limitin e késaj shume fitojmé integralin e caktuar
qé paraqet vlerén e tashme té rrjedhés sé té ardhurave.

Shembull 2. Shteti ka paraparé qé ndértimin e rrugés Prishtiné-Tirané ta
béjé me koncesion né shirytézim 10-vjecar. Pérvojat né lokacione té ngjashme
sugjerojné se rruga do té gjenerojé profit me shpejtési 35 milion euro né vit.
Né qofté se pérgindja e interesit gjaté 10 viteve té€ ardhme mbetet e fiksuar
né 8% me kapitalizim té vazhdueshém, sa éshté vlera e tashme e koncesionit?

Zgjidhje. Rikujtojmé nga kapitulli paraprak se né qofté se pérqgindja vjetore
e interesit éshté 8% me kapitalizim té vazhdueshém, atéheré vlera e tashme e
Ko € té pagueshme ¢ vijet nga tani éshté Kooe 0t

Pér té pérafruar vlerén e tashme té koncesionit ndajmé intervalin kohor
10-vjecar 0 < ¢t < 10 né n nénintervale té barabarta té gjatésisé At vjet dhe
me ¢; shénojmé fillimin e nénintervalit té j-té. Atéheré, profiti nga nénintervali
i j-té do té éshté 35 At milion euro. Prandaj, vlera e tashme e profitit nga

nénintervali i j-té éshté péraférsisht

35e0-08% At
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milion euro, kurse vlera e tashme e koncesionit

PV ~ Z 35¢70-086 At

Jj=1

milion euro.
Pérafrimi i afrohet vlerés sé sakté té tashme kur n rritet pafundésisht:

PV = lim 2358*0-08’%‘ At

n—o00 4
10
= / 35 008 gt = —
0

J=1
10
milion euro. O

ﬁ(8*0-05“) ~ 214.92
0.08 0

Né shumé zbatime praktike jepet shpejtésia e ndryshimit Q’(z) e njé sa-
sie Q(x) dhe kérkohet llogaritja e neto ndryshimit NC = Q(b) — Q(a) té Q(x)
kur z ndryshon nga x = a deri z = b. Mirépo, meqé Q(x) éshté funksion
primitiv i Q’(x), teorema fundamentale e analizés thoté se neto ndryshimi
jepet me integralin e caktuar

b
Nc=mm—mw=/cwmm.

Japim disa shembuj té cilét ilustrojné llogaritjen e neto ndryshimit me ané
té integralit té caktuar.

Zbatimi vijues ka té béjé me neto profitin (ose pérfitimin) shtesé.

Supozojmé se t vjet nga tani dy plane investimi do té gjenerojné pro-
fitet Fy(t) dhe Fy(t) dhe se shpejtésité pérkatése té profitabilitetit F (t) e F5(t)
plotésojné kushtin Fj(t) > Fy(t) pér n vitet e para (0 < ¢ < n). Atéherg,

E(t) = F»(t) — Fi1(t)
paraqet profitin shtesé té planit 2 mbi planin 1 né kohén ¢, kurse neto profiti

shtes¢ NE = E(n)—E(0) gjaté periudhés kohore 0 < t < n jepet me integralin
e caktuar

NE = B(w) - BO) = [ [0 - Fo]d,
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y (euro né vit)

t (vjet)

Figura 6.7. Neto profiti shtesé si sypriné e sipérfages ndérmjet dy lakoreve

qé gjeometrikisht mund té interpretohet si sypriné e sipérfaqes ndérmjet lako-
reve y = Fj(t) dhe y = F{(t) (shihni fig. 6.7).
Ja njé shembull.

Shembull 3. Supozojmé se t viet nga tani njé investim do té gjenerojé profit
me shpejtési Fy(t) = 50 + 2 qind euro né vit, kurse investimi i dyté do té
gjenerojé profit me shpejtési Fj(¢) = 200 + 5t gind euro né vit.

(a) Pér sa vite shpejtésia e profitabilitetit té investimit té dyté e tejkalon até
té té parit?
(b) Llogaritni neto profitin shtesé pér periudhén kohore té pércaktuar né
pjesén (a).
Zgjidhje. (a) Shpejetésia e profitabilitetit té investimit té dyté e tejkalon até
té investimit té paré derisa
Fi(t) = F5(t)
50 + t* = 200 + 5t
t2 — 5t —150 =0,
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y (euro né vit)

y = 200 + 5t

200

168,750 €

y =50 +t2

50

} t (vjet)
0 15

Figura 6.8. Neto profiti shtesé nga shembulli 3

prej nga marrim ¢t = 15 (meqé e hedhim poshté zgjidhjen ¢t = —10).
(b) Neto profiti shtesé pér periudhén 0 < ¢ < 15 jepet me integralin e
caktuar:

15
NE_/0 [Fi(t) — F{(t)] dt
15 15
:/ [(200+5t)—(50+t2)]dt:/ (150 + 5t — %) dt
0 0

5 1 15
= (150t+ §t2 — §t3> = 1687.50

0

gind euro, d.m.th. 168,750 €.
Interpretimi i neto profitit shtesé si sypriné e sipérfages ndérmjet lakoreve
té shpejtésive té profiteve té dy investimeve éshté dhéné né fig. 6.8. O

Neto pérfitimi i gjeneruar nga njé makiné industriale gjaté njé periudhe
kohore éshté ndryshimi ndérmjet té hyrave totale té gjeneruara nga makina
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dhe kostos totale té operimit dhe mirémbajtjes té makinés. Shembulli vijues
ilustron zbatimin e integralit té caktuar pér llogaritjen e neto pérfitimit.

Shembull 4. Supozojmé se kur éshté ¢ vite e vjetér njé makiné e caktuar in-
dustriale gjeneron t& hyra me shpejtési P’(t) = 5,000 — 20t? euro pér vit dhe
se kostoja e operimit dhe mirémbajtjes té makinés akumulohet me shpejtési
C'(t) = 2,000 + 10¢? euro pér vit.

(a) Sa vite kalojné para se profitabiliteti i makinés té fillojé té zvogélohet?

(b) Llogaritni neto profitin e gjeneruar nga makina gjaté periudhés kohore
té pércaktuar né pjesén (a).

Zgjidhje. (a) Profiti i gjeneruar nga makina pas ¢ vitesh operimi éshté F(t) =
P(t) — C(t), kurse shpejtésia e profitabilitetit éshté

P'(t) = R'(t) — C'(t) = (5,000 — 20t?) — (2,000 + 10t*) = 3,000 — 30¢>.

Profitabiliteti fillon té bie kur

P'(t)=0

3,000 — 30t2 =0
t2 =100
t = 10.

(b) Neto profiti N E gjaté periudhés kohore 0 < ¢ < 10 jepet me ndryshimin
NE = P(10) — P(0), i cili mund té llogaritet me ané té integralit

10
NE = P(10) — P(0) = / F'(t) dt
0

10 10
= / (3,000 — 30t%) dt = (3,000t — 10t>)
0 0
= 20,000.

Lakoret e shpejtésisé sé té hyrave dhe shpejtésisé sé kostos jané paraqitur
grafikisht né fig. 6.9. Neto pérfitimi éshté syprina (e hijézuar) e sipérfaqes
ndérmjet dy lakoreve. O
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y (euro né vit)

y = 2,000 + 10t2
5,000

20,000 €

9.000 y = 5,000 — 20t2

t t (vjet)
10

Figura 6.9. Neto pérfitimi nga njé makiné industriale

Detyra pér ushtrime

1. Né njé fabriké té caktuar kostoja margjinale éshté 3(x —4)? euro pér njési

4. Pas t orésh pune njé punétor fabrike mund té prodhojé 100te

kur niveli i prodhimit éshté x njési. Pér sa do té rritet kostoja totale e
prodhimit né qofté se niveli i prodhimit rritet nga 6 njési né 8 njési?

. Vlera e rishitjes sé njé makine té caktuar industriale zvogélohet gjaté njé

periudhe 10-vjecare me shpejtési e cila ndryshon me kohén. Kur makina
éshté e vjetér t vjet, shpejtésia me té cilén vlera e saj ndryshon éshté
220(t — 10) euro pér vit. Pér sa amortizohet makina gjaté vitit té dyté?

. Promoterét e njé panairi vlerésojné se ¢ oré pas hapjes sé portave né

orén 9:00 vizitorét do té hyjné né panair me shpejtési —4(¢ +2)3 + 54 (¢ +
2)? njeréz né oré. Sa njeréz do té hyjné né panair ndérmjet orés 10:00
dhe mesdités?

2
017 njési
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né oré. Sa njési mund té prodhojé ndérmjet orés 10:00 dhe mesdités
punétori i cili né puné arrin né orén 8:007

. Supozojmeé se t vjet nga tani njé plan investimi do té gjenerojé profit me
shpejtési F(t) = 100 + t? qind euro né vit, kurse njé investim tjetér do
té gjenerojé profit me shpejtési Fj(t) = 220 4 2t qind euro né vit.

(a) Pér sa vite shpejtésia e profitabilitetit t€ investimit té dyté e tejkalon
até té té parit?

(b) Llogaritni neto profitin shtesé pér periudhén kohore té pércaktuar
né pjesén (a).

. Supozojmé se kur éshté ¢t vite e vjetér njé makiné e caktuar industriale
gjeneron té hyra me shpejtési R'(t) = 6025 — 8t> euro pér vit dhe se
kostoja e operimit dhe mirémbajtjes té makinés akumulohet me shpejtési
C'(t) = 4681 + 13t? euro pér vit.

(a) Sa vite kalojné para se profitabiliteti i makinés té fillojé té zvogélo-
het?

(b) Llogaritni neto profitin e gjeneruar nga makina gjaté periudhés ko-
hore té pércaktuar né pjesén (a).

. Eshté vlerésuar se ¢ javé nga tani kontributet nén ndikimin e njé kam-
panjeje pér ngritje fondesh do té arrijné me shpejtési R'(t) = 5000e =02
euro né javé, pérderisa shpenzimet e kampanjés pritet té akumulohen me
shpejtési konstante 676 € né javé.

(a) Pér sa javé shpejtésia e té hyrave e tejkalon shpejtésiné e kostos?

(b) Llogaritni neto pérfitimin e gjeneruar nga kampanja gjaté periudhés
kohore té pércaktuar né pjesén (a).

. 'Té hollat transferohen né ményré té vazhdueshme né njé konto me shpe-
jtési konstante 2,400 € né vit. Kontoja fiton interes me pérqindje vje-
tore 6% dhe kpaitalizim té vazhdueshém. Sa té holla do té keté né konto
né fund té vitit té 5-té?

. Njé investim do té gjenerojé té hyra né ményré té vazhdueshme me shpe-
jtési konstante 1200 € né vit gjaté 5 vjetéve. Né qofté se pérgindja e
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interesit mbetet e fiksuar né 12% me kapitalizim té vazhdueshém, sa
éshté vlera e tashme e investimit?




