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Qéllimet dhe objektivat

@ Studimi, me ané té derivatit té dyté,
i shpejtésisé sé ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit
té njé madhésie
@ Zbatimi i derivatit pér té pércaktuar
ku njé funksion éshté rrités ose zvogélues
o Gjetja me ané té derivatit té paré té njé maksimumi relativ
ose minimumi relativ té njé funksioni
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Pérmbajtja

@ Derivati i dyté
@ Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit
@ Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé
prodhimit

© Funksionet rritése dhe zvogéluese
@ Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
@ Ekstremumet relative
@ Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit

Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Derivati i dyté

Derivati i dyté

Derivati i dyté i njé funksioni éshté derivati i derivatit té tij.
Né qofté se y = f(x), derivati i dyté shénohet me
d?y
" ose —.
(X) dX2
Derivati i dyté jep shpejtésiné e ndryshimit té shpejtésisé
sé ndryshimit té funksionit fillestar.
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit

Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Aplikacion: Ndryshimi i shpejtésisé sé prodhimit

Shembull

Njé studim efikasiteti té& punétoréve té ndérrimit t& méngjesit
né njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00
do té keté montuar

Q(t) = —t3 + 11¢ + 16t

radio-tranzistoré t oré mé pas.
© Llogaritni shpejtésiné e prodhimit té punétorit né orén 12:007

@ Me cfaré shpejtésie sipas kohés ndyrshon shpejtésia e prodhimit
e punétorit né orén 12:007

© Zbatoni kalkulusin pér té vlerésuar ndryshimin né shpejtésiné
e prodhimit té punétorit ndérmjet 12:00 dhe 12:10.

© Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té punétorit
ndérmjet 12:00 dhe 12:10.
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit

Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Aplikacion: Ndryshimi i shpejtésisé. .. (Vazhdim)

Zgjidhje. ..

@ Shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté derivati i paré
Q'(t) = —3t>+22t + 16

i funksionit té prodhimit Q(t).
Né orén 12:00 éshté t = 4 dhe shpejtésia e prodhimit éshté

Q(4)=-3-42+22-4+16 =56

njési né ore.
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit
Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Aplikacion: Ndryshimi i shpejtésisé. .. (Vazhdim)

... Zgjidhje. ..

@ Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit
éshté derivati i dyté

Q'(t) = —6t + 22

i funksionit té prodhimit.
Né orén 12:00 kjo shpejtési éshté

Q'(4)=—-6-4+22=-2

njési né oré né oré.
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit

Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Aplikacion: Ndryshimi i shpejtésisé. .. (Vazhdim)

... Zgjidhje.

© Veérejmé se 10 minuta jané % oré; d.m.th. At = % oré.
Zbatojmé pér Q'(t) formulén pér pérafrim me shtesa:

AQ ~ Q'(t)Aq,

pér té fituar pas zévendésimit t = 4 dhe At = %:
/ /! 1 1
AQ ~ Q"(4)Ag=-2- 6= "3 ~ —0.33

njési né ore.
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Derivati i dyté Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit

Aplikacion: Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit

Aplikacion: Ndryshimi i shpejtésisé. .. (Vazhdim)

... Zgjidhje. ..

@ Ndryshimi i sakté i shpejtésisé sé prodhimit té punétorit
ndérmjet 12:00 dhe 12:10 éshté

@ (++3)-0w=-0(2)-ow

25\ 2 2
——3(65> +22<65>+16—(—3~42+22-4+16)

~ 55.58 — 56 = —0.42

njési né ore.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Funksionet rritése dhe zvogéluese

Funksionet rritése dhe ato zvogéluese

o Njé funksion f(x) éshté rrités né njé interval a < x < b
né qofté se f(x1) < f(x2) sa heré qé x; < x2
pér x1, X2 nga intervali.
o Me fjalé, né qofté se duke u rritur x rritet edhe y = f(x).
@ Funksioni éshté zvogélues né a < x < b
né qofté se f(x1) > f(x2) sa heré qé x; < x»
pér x1, X2 nga intervali.

o Me fjalé, né qofté se duke u rritur x zvogélohet y = f(x).
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ek mumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Funksione rritése dhe zvogéluese

o+
ot
X
w4t
ot
X

Figura: f'(x) >0néa<x < b, Figura: f'(x) <0néa< x < b,
prandaj f(x) éshté rrités. prandaj f(x) éshté zvogélues.

Derivati i dyté. Funksionet rritése dhe zvogéluese



i derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Funksionet rritése dhe zvogéluese

Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese

@ Funksioni f(x) éshté rrités né interval ku f’(x) > 0.

@ Funksioni f(x) éshté zvogélues né interval ku f’'(x) < 0.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve té monotonisé

Shembull

Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér

1 1
f(x)= —§x3 + §X2 +2x — 1.

| A

Zgjidhje. ..
Derivati i f(x) éshté

F(x) = —x® +x +2=—(x + 1)(x — 2),

i cili éshté kudo i vazhdueshém dhe ka zero né x = —1 dhe x = 2.
Prandaj, parashenja e f’(x) duhet té jeté e pandryshueshme né
secilin nga intervalet x < —1, —1 < x < 2 dhe x > 2. O
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve. .. (Vazhdim)

Intervali Numri Shenja e Pérfundimi
testues ¢ f'(c)

x < -1 -2 (=2) <0 f(x)\,

—-l<x<2 0 f'(0) >0 f(x) /

x> 2 3 f(3) <0 f(x)\

Tabela: Intervalet e rritjes dhe té zvogélimit té funksionit
f(x) = —%X3 + %XZ +2x — 1.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese <stremumet relative
i i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve. .. (Vazhdim)

Figura: Grafiku i f(x) = —3x3 4+ $x? 4+ 2x — 1.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve. .. (Vazhdim)

Shembull

Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér

Zgjidhije. ..

Funksioni éshté i pérkufizuar pér x # 1 dhe ka derivatin

(2x)(x —1) = x2-1  x(x—2)

k)= (x — 1) T x—1)2’

i cili éshté i vazhdueshém kudo pérvec né x = 1. Ol
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve. .. (Vazhdim)

Duke zgjedhur numra testues né intervalet x <0, 0 < x < 1,
1 < x < 2 dhe x > 2 (pér shembull, —1, 3, 3 dhe 3)
fitojmé diagramin vijues té shigjetave.

N N

I
|
I
| "
T
0 1 2

X
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese <stremumet relative
i i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembuj: Pércaktimi i intervaleve. .. (Vazhdim)
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Ekstremumet relative

Ekstremumet relative

@ Themi se funksioni f(x) ka maksimum relativ né x = ¢
né qofté se f(c) > f(x) pér ¢do x nga ndonjé interval
a<x <bicili pérmban pikén c.

o Ngjashém, f(x) ka minimum relativ né x = ¢
né qofté se f(c) < f(x) pér cdo x nga ndonjé interval
a<x < bicili permban pikén c.

@ Sé bashku, maksimumet dhe minimumet relative té 7(x)
quhen ekstremume relative té tij.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe z
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Funksione rritése dhe zvogéluese

/f/>0
f'>0 ,
/ \f’<0 \ /f>0

' <0

/f’>0

+ X t X t x
C C Cc
Figura: Maksimum Figura: Minimum Figura: Nuk éshté
relativ relativ ekstremum relativ
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Pikat kritike

Pikat kritike
@ Njé numér ¢ nga domeni i njé funksioni té derivueshém f(x)
quhet kritik né qofté se f'(c) = 0.

e Pika korresponduese (c, f(c)) né grafikun e f(x)
quhet piké kritike e f(x).
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré
Le té keté f(x) piké kritike né x = ¢ (d.m.th., f'(c) = 0).
Atéheré, pika kritike (c, f(c)):
@ éshté maksimum relativ né qofté se f'(x) > 0 né té majté té ¢
dhe f/(x) < 0 né té djathté té c;

@ éshté minimum relativ né qofté se f'(x) < 0 né té majté té ¢
dhe f'(x) > 0 né té djathté té c;

@ nuk éshté ekstremum relativ né qofté se
f'(x) ka parashenjé té njéjté nga té dyja anét e c.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembull testi i ekstremumeve relative

Gjeni pikat kritike t& funksionit f(x) = 3x* — 4x3 + 6x* — 3
dhe klasifikoni secilén piké kritike si maksimum relativ,
minimum relativ ose as njéra as tjetra.

Zgjidhije. ..

Derivati i f(x) éshté kudo i vazhdueshém:

f/(x) = 3x3 — 12x® + 12x = 3x(x — 2)°.
Pikat kritike:

f'(x)=0
x=0 ose x=2 n
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembull testi i ekstremumeve relative. (Vazhdimi)

Diagrami i shigjetave:

I ~ ~

Funksioni ka minimum relativ né x =0
dhe nuk ka ekstremum relativ né x = 2.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe z
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ek mumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Shembull testi i ekstremumeve relative. (Vazhdimi)

Figura: Grafiku i f(x) = 3x* — 4x® + 6x% — 3.
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Aplikacion: Optimizimi i té ardhurave

Shembull

Té ardhurat e nxjerrura nga shitja e x njésish
té njé malli té caktuar jané

3x — x?

——— milion euro.
x2+3

R(x) =

Cfaré niveli i prodhimit rezulton me té ardhura maksimale?

Zgjidhje. . .
Si funksion té ardhurash, R(x) ka kuptim vetém pér x > 0 dhe
R(x) > 0; d.m.th. 0 < x < 3. ]
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogéluese
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative
Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Aplikacion: Optimizimi i té ardhurave. (Vazhdimi)

Zgjidhje. ..

_ (- 2x)(x2 +3) — (3x — x2)(2x + 3)

R’(x) (X2 n 3)2
_3(x2+2x—3)  —3(x—1)(x+3)
(2432 (432 ]

Diagrami i shigjetave:

~ I

X

Té ardhura maksimale pér nivelin e prodhimit x = 1. O
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Kriteri derivat pér funksione rritése dhe z
Funksionet rritése dhe zvogéluese Ekstremumet relative

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré

Aplikacion: Optimizimi i té ardhurave. (Vazhdimi)

R (milion €)

Figura: Grafiku i R(x) = 3;2?32-
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Pérfundim

Udhézime pér lexim té métejmé

@ http://fberisha.netfirms.com
@ Detyré shtépie: Detyrat pér ushtrime nga materiali mésimor.

o F. M. Berisha, M. Q. Berisha, Matematiké — pér biznes
dhe ekonomiks, fq. 199-213.

o L. D. Hofmann, G. L. Bradley, Calculus — for business,
economics and life sciences, fq. 161-210.
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Pérfundim

Pérfundim

@ Shpejtésia f”(x) e ndryshimit té shpejtésisé f'(x)

té ndryshimit té njé funksioni f(x)
@ Pércaktimi i intervaleve té rritjes dhe zvogélimit

té njé funksioni f(x) me ané té derivatit té tij té paré f'(x)
o Ekstremumet relative

@ Testi i ekstemumeve relative me ané té derivatit té paré
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