Kapitulli 1

Vargjet dhe serite

1.1 Vargjet dhe limitet e vargjeve

Sic¢ do té bindemi né kapitujt vijues, analiza matematike éshté njé degé tejet
e fugishme e matematikés me diapazon té gjeré zbatimesh. Ajo qé e bén
té fugishme analizén matematike dhe e dallon nga algjebra éshté nocioni i
limitit, dhe qéllimi i késaj pike éshté té ofrojé njé hyrje né kété nocion té
réndésishém. Qasja joné do té jeté intuitive mé tepér sesa formale. Ideté
e skicuara kétu formojné bazat pér njé zhvillim mé rigoroz té ligjeve dhe
procedurave té analizés matematike dhe géndrojné mu né zemrén e shumé
nga matematika bashkékohore.

Né kété kapitull do té merremi me procesin limit té njé vargu, kurse qé
né kapitullin vijues kété nocion do ta zgjerojmé edhe pér funksione.

Nocioni i vargut éshté pérgjithésim i matricés njérreshtéshe nga kapitulli
paraprak. Késhtu, matricén [ay,as,as, ..., a,] me dimensione 1 x p do ta
quajmeé varg té fundmeé.

Kur flasim pér vargje, zakonisht, i 1émé menjané kllapat e matricés, késhtu
gé njé varg té fundmé réndom e shénojmé né formén

a1, 02,03, ..., 0y,

ose, edhe me shkurt, {a,}’_;.

Vérejmé se né qofté se kemi njé varg té fundmé {a,}r_,, atéheré ¢do
numri té ploté n nga intervali 1 < n < p i éshté shoqéruar njé numér real a,,.
Tabela vijuese ilustron kété shoqérim.

n|[1]2]3|...|p

anHal‘ag‘ag‘...‘ap

Tani, né qofté se numrin n nuk e kufizojmé nga sipér me p; d.m.th.,
¢farédo numri té ploté n > 1 (pra, numri natyror) i shogérohet njé numér
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2 KAPITULLI 1. VARGJET DHE SERITE

real a,,, atéheré fitohet varg i pafundmé (ose, shkurt, varg). Shoqérimi i tillé
éshté ilustruar me tabelén vijuese.

w1
o]

213
ag‘ag‘...‘an‘...

Njé varg i pafundmé zakonisht shénohet né formén
a1, a9,a3,...,0n, ...

Né matematiké pérdoret simboli oo (lexoni: ,infinit“) pér té paragitur
njé madhési e cila zmadhohet pértej cdo kufiri té fundmé. Eshté me réndési
té mbajmé mend se oo kurré nuk paraget njé numér.

Késhtu, né trajté té shkurtuar, njé varg numerik e paragesim né formén
{a,}52,, e cila tregon se n mund té rritet pafundésisht. Ndonjéheré, madje,
njé varg e shénojmeé, thjesht, duke véné elementin e pérgjithshém té tij a,.

Shembull 1. (a) N& qofté se rregulla e shogérimit té n me a,, éshté a, =

n’

atéheré a; = % =1, ay = %, az = %, ..., késhtu qé vargu i fituar si
rezultat éshté
11 1
Lo o =
23 n
(b) Né qofté se a, = ;25, atéheré vargu i fituar éshté
123 n
SUELY IR o R

(c) Né qofté se a, = (—1)"5-, atéheré vargu i fituar éshté

11 1 1
_571’_6’...7(_1) %7...

Né vazhdim marrim né shqyrtim procesin limit té njé vargu. E théné né
vija té trasha, ky proces limit ka té béjé me ekzaminimin e sjelljes sé njé
vargu a, kur n rritet pafundésisht. Késhtu ekonomistét té cilét flasin pér
profitin vjetor afatgjaté kané, né fakt, té béjné me sjellje limite.

Pér té ilustruar konceptin e limitit, supozojmé se déshirojmé té dijmé
¢faré ndodh me vargun a,, = % kur n rritet pafundésisht. Njé ndjené pér si-
tuatén mund ta pérfitojmé né qofté se llogarisim vlerat e a,, duke shfrytézuar
vlera té n té cilat shkojné githnjé duke u rritur. Tabela vijuese pérmbledh
sjelljen e a,, kur n rritet pafundésisht.

| 100 | 200 | 500 | 1000 | 10000 |
| 0.01 | 0.005 | 0.002 | 0.001 | 0.0001 |

n || 10
an || 0.1
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Vlerat e elementeve té vargut nga kjo tabelé sugjerojné se a, i afrohet
numrit 0 kur numri n rritet pafundésisht. Né matematiké sjellja e tillé pér-
shkruhet duke théné ,limiti i a,, kur n tenton nga oo éshté 0“ dhe shkurt
shénohet

lim a, = 0.

n—oo

Né ményré mé té pérgjithshme, limiti i a,, kur n rritet pafundésisht mund
té pérkufizohet joformalisht si vijon.

Limiti i njé vargu. Neé qofté se a,, i afrohet gjithmoné mé afér numrit L
kur n rritet pafundésisht, atéheré L éshté limit i a,, kur n tenton nga oo.
Sjellja e tillé shprehet duke shénuar

lim a, = L.

n—oo

Gjeometrikisht, shprehja pér limitin lim a, = L ka domethénien se pi-

kat a, i afrohen né boshtin numerik pikés L kur n rritet pafundésisht. Fi-
gura 1.1 ilustron faktin
1

lim — =0,
n—oo N,

té shqyrtuar mé paré.

an

(S
wi— ¢
ol ¢
=l ¢

g~ 4
g~ o
Sl o

Figura 1.1. Interpretimi i gjeometrik i shprehjes lim % =0.
n—oo

Eshté me réndési té kuptohet se limiti pérshkruan sjelljen e vargut kur n
tenton nga oo, e jo né veté co. Si¢ pérmendém edhe mé paré, co nuk éshté
numér dhe n nuk mund té béhet i barabarté me oo.

Limitet u nénshtrohen rregullave té caktuara algjebrike, té cilat mund té
shfrytézohen gjaté llogaritjeve. Kéto rregulla, té cilat duken té besueshme né
bazé té pérkufizimit toné joformal té limitit, vértetohen formalisht né kurse
mé teorike té matematikés. Ato jané té réndésishme sepse thjeshtésojné
llogaritjen e limiteve.
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Vetité algjebrike té limiteve. Né qofté se ekzistojné lim a, dhe

n—oo

lim b,,, atéheré

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,
lim (a, — b,) = lim a, — lim b,,

lim (ka,) =k lim a, pér ¢do konstanté k,

n—oo

lim (a,b,) = ( lim a,)( lim b,),

n—oo
lim a,
lim — = =2 né qofté se lim b, # 0,
n—o0 bn hm bn n—o0
n—oo

lim a? = ( lim an)p né qofté se ekziston lim a?.

n—oo n—oo n—oo
D.m.th., limiti i njé shume, ndryshimi, prodhimi, herési ose fuqgie éshté
shuma, ndryshimi, prodhimi, herési ose fugia e limiteve té vecanta,
pérderisa té gjitha shprehjet jané té definuara.

Dy vetité vijuese kané té béjné me limitet e dy vargjeve elementare, dhe
mund té shfrytézohen pér gjetjen e limiteve té vargjeve tjera.

Pér ¢do konstanté k,

lim k=% dhe lim n= co.

n—oo n—~o0

D.m.th., limiti i njé konstante éshté veté konstanta, dhe limiti i a,, = n
kur n tenton né oo éshté oco.

Dy vetité e fundit mund té arsyetohen lehté. Gjeometrikisht, té gjithé ele-
mentet e vargut konstant a,, = k pérputhen né boshtin numerik me pikén k,
prandaj lim & = k. Nga ana tjetér, lim n = oo thoté se kur n rritet

n—oo n—oo

pafundésisht edhe vlerat e elementéve té vargut a,, = n rriten pafundésisht.
Limitet té cilat kané té béjné me fuqi dhe vlera reciproke fuqishé mund
té llogariten si vijon, pér k > 0:

lim n* = oo dhe lim — = 0.
n— oo n—oo 1,
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Vetia e paré thoté se, pér k > 0, vlerat e n* rriten pafundésisht kur n
tenton nga oco. Vetiné e dyté mund ta provojmé mbéshtetur né rregullat
algjebrike té dhéna mé paré dhe faktin se lim % =0:

n—oo

1 1\* 1\*
lim — = lim (-) = <1im —) =0"=0.
n—oo N, n—oo \ N n—oo 1

Né formé mé té pérgjithshme, limiti i njé shprehjeje polinomiale a,n”* +
ap_1n* 1+ -+ ain + ag pércaktohet nga termi me fuqiné mé té madhe, i
cili rritet (ose zvogélohet) mé shpejt sesa termat tjeré me fuqi mé té vogla.

Limiti i njé shprehjeje polinomiale. Né qofté se a, # 0, atéheré

lim (apn® 4+ ap_1n" 1 + -+ a1n 4 ap) = lim axnt.
n—oo n—oo

D.m.th., pér té gjetur limitin, marrim limitin e termit me fuqiné mé té
madhe.

Rregulla e mésipérme shfrytézohet pér té pércaktuar se a éshté oo apo
—oo limiti i njé shprehjeje polinomiale kur n tenton né oo; pra, a rritet apo
zvogélohet pafundésisht shprehja kur n rritet pafundésisht.

Shembull 2. Gjeni lim (1 —n? 4 4n3 — 3n?).

Zgjidhje. Kemi

lim (1 — n® + 4n® — 3n*) = lim (—3n*) = —3(lim n?) = —co.

n—~0o0 n—~o0 n—oo

Pra elementét e vargut a, = 1 — n? + 4n® — 3n* zvogélohen pafundésisht
kur n rritet pafundésisht. O

Ményra pér té gjetur limitin e njé shprehjeje racionale sipas n, d.m.th. njé
herési té dy shprehjesh polinomiale, éshté té krahasohen fuqité mé té médha
té numeéruesit dhe eméruesit, dhe té pjesétohen numéruesi dhe eméruesi me n
té ngritur né mé té voglén nga kéto fuqi. Njé gjé e tillé do té reduktojé
problemin né té tillé ku shumica e termave jané té formés 7%, té cilét i
afrohen zeros kur n tenton nga oc.
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Limiti i njé shprehjeje racionale. Pér té gjetur limitin kur n tenton
nga oo té njé shprehjeje racionale sipas n:

1. Krahasoni fuqité mé té médha té numéruesit dhe eméruesit, dhe
pjesétoni numéruesin dhe eméruesin me n té ngritur né mé té voglén
nga kéto fuqi.

2. Gjeni limitet e numéruesit dhe eméruesit té ri.

Shembull 3. Gjeni lim 32205

Zgjidhje. Pjesétojmé numéruesin dhe eméruesin me n?, pér té fituar
2_
3n2 _ 27’L + 1 3n ngn-‘rl
im ——— = lim -—52~—
n—oo 202 +3n—1 n—00 72”2"";5”_1
n

’ 3—24+L 3040 3
n—oo2 4= — - 2+0-0 2
U
Shembull 4. Gjeni lim =-+2n+L,
Zgjidhje. Pjesétojmé numéruesin dhe eméruesin me n, pér té fituar
. —n?4+2n+1  —n4+241
lim —————— = lim ———".
Meqé
. 1 ) 2
lim | n+24—|=—-00 dhe lim (5——])=5
n—oo n n— 00 n
rrjedh se
i —n*+2n+1
im —— = —o0.
n—oo  On — 2
O

Marrim né shqyrtim tani vargun a,, = (1 + %)n Limiti i kétij vargu kur n
tenton nga oo zakonisht shénohet me e dhe quhet baza natyrore eksponen-

ciale: .
. 1

e = lim <1 + —) .
n—oo n
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,Prit pak!“ mund té thoni, ,ky limit duhet té jeté 1, meqé (1 + %)n me
siguri tenton nga 1 kur n rritet pafundésisht, dhe 1" = 1 pér ¢do n.“ Mirépo
nuk éshté ashtu. Procesi limit nuk funksionon késisoji, sic mund té shohim
nga tabela vijuese:

n ||1| 10 | 100 | 1,000 | 10,000 | 100,000
(T+ 57| 2725937 | 2.7048 | 2.7169 | 2.7182 | 2.7183

Numri e éshté nga mé té réndésishmit né téré matematikén, dhe vlera e
tij éshté llogaritur me saktési té madhe. Vlera e tij né pesé decimale éshté

e =2.71828...

Né analizén matematike vértetohet se numri i decimaleve té tij éshté i pa-
fundmé dhe se ato nuk pérsériten né ményré periodike.!
Té pérmbledhim:

Baza natyrore eksponenciale e. Numri

1 n
e = lim (1 + —) = 2.71828...
n

n—oo

quhet baza natyrore eksponenciale.

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni pesé elementét e paré té vargjeve

(a) a, =2n —5;

(b) a, = —in+3;

(c) an =253,

(d) ap=(14+2)"
_ k(e

(e) Ap — —5 -

2. Sygjeroni elementin e pérgjithshém a,, pér vargun

(a) 1,3, 5, 3, ...

'Numrat e tillé njihen né matematiké si numra irracional@.
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(a) an = 453

(b) an = (=1)"3;
(¢) an = 5i53;

(d) an = 750

(e) ay = "2t

(£) an = =i
(&) an = mprins-

4. Gjeni

: 3n3—2n+4 .
(b) lim S

(¢) lim (Vn?+n—+vn?—n).

n—~0o0

VARGJET DHE SERITE

5. Themi se njé varg {a, }22 , éshté monoton rrités né qofté se ¢do element
i tij éshté mé i vogél sesa elementi pasardhés; d.m.th., pér ¢do n éshté
ap < apy1. Cilét nga vargjet vijues jané monoton rrités?

(a) an:%

(b) a,=1-1
(c) an=1+2
(d) an =5

() an=(=1)"5;

6. Themi se njé varg {a,},>, éshté monoton zvogélues né qofté se ¢do
element i tij éshté mé i madh sesa elementi pasardhés; d.m.th., pér ¢cdon
éshté a,, > a,41. Cilét nga vargjet vijues jané monoton zvogélues?

(a) an:%
(b) a,=1—2
(c) ap=1+12
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7. Themi se njé varg {a,}>2, éshté i kufizuar né qofté se ekzistojné dy
numra m dhe M ashtu qé ¢do element i vargut ndodhet ndérmjet tyre;
d.m.th., pér ¢do n éshté m < a, < M. Numrat m dhe M quhen kufi i
poshtém dhe kufi i sipérm i vargut a,,. A éshté i kufizuar vargu vijues?
Gjeni njé kufi té poshtém dhe njé kufi té sipérm té vargut.

o Y
L T T
S
3
|

S
3
|

S
3
I
3=

o

S
3
I

(
(
(
(

o,
S
3
I
R e
|
\§§|H3|H:IH

—
@
|
—_

-

8. Gjeni lim a, pér vargjet

(a)
(b)
(c)
(d)
)
)

—_
_|._

an

N—
\..:

S
S
I
—_

1S
3
I
—_ — S
g LT LE

—t
+ 4+ +
“|w S 3= 3w :|,_. M|,_.
3 —_ —
g

—_

(e
(f) an

S
3
I

S
S
I
—~~ ~~ —~ —~ —~
—_

—_

~—
|

'
.S
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1.2 Progresioni aritmetik dhe ai gjeometrik

Nga pikévéshtrimi i zbatimit né biznes dhe ekonomiks, me réndési té vecanté
jané dy tipe vargjesh: vargu (ose progresioni) aritmetik dhe vargu gjeometrik.

Progresioni aritmetik. Vargu aq,as,as,...,a,,... éshté varg (ose
progresion) aritmetik né qofté se ¢do element ndryshon nga ele-
menti paraardhés pér njé numér konstant d (té quajtur diferencé, ose
ndryshim); d.m.th., né qofté se pér ¢do n > 1 éshté

Ap — Ap—1 = d.

Shembull 1. Njé biznes prodhimi detergjenti kishte né vitin 2005 produktin
vjetor 147 ton. Pronari ka planifikuar qé ¢do vit té rrisé produktivitetin pér
4.5 ton. Sa do té jeté prodhimi i planifikuar vjetor né vitin 20077

Zgjidhje. Meqé prodhimi ¢do vit éshté planifikuar té ndryshojé nga prodhimi
vjetor paraprak pér 4.5 ton, vargu i prodhimeve té planifikuara vjetore éshté
progresion aritmetik, si¢ éshté ilustruar me tabelén vijuese.

Viti || 2005 | 2006 | 2007
n 1 2 3
an 147 | 151.5 | 156

Pra, prodhimi vjetor né vitin 2007 éshté paraparé té jeté as = 156 ton de-
tergjent. ]

Pér té gjetur elementin e pérgjithshém a, té njé progresioni aritmetik
vérejme se

ap =0p1+d=(apo+d)+d=a,2+2d
:an_3+3d:---:a1—|—(n—1)d.

Pra, elementi i pérgjithshém i njé vargu aritmetik me element té paré a;
dhe ndryshim d éshté

a, =a; + (n—1)d.
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Shembull 2. Gjeni sasiné e prodhimit vjetor té planifikuar pér vitin 2015 né
zbatimin nga shembulli 1.

Zgjidhje. Si¢ pamé gjaté zgjidhjes sé shembullit 1, prodhimet e planifikuara
vjetore formojné progresion aritmetik me ay; = 147, d = 4.5. Tani kérkohet
elementi a1 i vargut. Kemi

a1 =ay + (11 —1)d = 147+ 10 - 4.5 = 192
ton. 0

Né shumé zbatime éshté e nevojshme té gjendet shuma e n elementeve té
para té njé progresioni aritmetik; d.m.th., té gjendet vlera e shprehjes

Sn:a1+a2+a3+---+an.

Shénimi i gjaté nga ana e djathté e barazimit té fundit, né matemetiké shéno-
het né formé té shkurtér

Zak:a1+a2+a3+~-~+an.
k=1

Né qofté se {ay }7_, éshté njé progresion aritmetik, atéheré shuma e n ele-
mentéve té paré té tij, e shprehur sipas ay, éshté

n

Sp=Y ar=ar+ (a1 +d)+ (a+2d) + - + [a1 + (n — 1)d],
k=1

kurse e shprehur sipas a,, éshté
Sp=a,+ a1+ a2+ -+ a
=a, + (an — d) + (a, — 2d) + (an, — 3d) + -+ + [a, — (n — 1)d].
Duke mbledhur ané pér ané dy shprehjet pér S,,, fitojmé
2S5, =n(a; + ay);
d.m.th.,

S = g(al +ay).

Né qofté se né formulén pér S,, zévendésojmé a,, = a; + (n — 1)d, fitojmé
formulén pér shumén e n elementéve té vargut aritmetik té shprehur me ané
té a; dhe d:

n

Sn
2

241 + (n — 1)d].
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Shembull 3. Eshté vlerésuar se javén e paré kontributet nén ndikimin e njé
kampanjeje pér ngritje fondesh do té jené 5000 €, kurse gjaté javéve té
ardhshme ¢do javé do té zvogélohen pér 600 €. Llogaritni totalin fondeve té
ngritura nga kampanja gjaté periudhés kohore 8 javore.

Zgjidhje. Vargu i fondeve javora té ngritura nga kampanja éshté progresion

aritmetik me element té paré a; = 5000 dhe diferencé d = —600. Sipas
formulés, pér shumén e 8 elementéve té paré té kétij progresioni kemi

8
Sg = 5[2 5000 + (8 — 1) - (—600)] = 23200.
Pra, totali i fondeve té ngritura do té jeté 23,200 €. O

Si¢ pamé mé sipér, njé progresion aritmetik rritet (ose zvogélohet) sipas
njé ndryshimi konstant. Pér dallim, né qofté se njé varg rritet (ose zvogélohet)
sipas njé faktori konstant, atéheré kemi té béjmé me progresion gjeometrik.

Progresioni gjeometrik. Vargu aj,as,as,...,a,,... éshté varg (ose
progresion) gjeometrik né qofté se ¢do element fitohet si prodhim i ele-
mentit paraardhés me njé faktor konstant ¢ (té quajtur herés); d.m.th.,
né qofté se pér ¢do n > 1 éshté

Gjejmé elementin e pérgjithshém a,, té njé progresioni gjeometrik:

Un = p1q = (@n_2q)q = n_2G" = an_3¢° = -+ = a1q""".

Pra, elementi i pérgjithshém i njé vargu gjeometrik me element té paré a;
dhe herés ¢ éshté

n—1
a, = a1q .

Shembull 4. Njé prodhues vleréson se té hyrat vjetore nga prodhimi dhe
shitja e njé malli do té rriten ¢do vit pér 15%. Sa jané té hyrat e vlerésuara
vjetore pér vitin 2015 né qofté se né fund té vitit 2005 kishte té hyra vjetore
prej 100,000€7
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Zgjidhje. Pér té hyrat vjetore gjaté periudhés sé paré véjmé R; = 100,000.
Meqé éshté planifikuar qé té hyrat vjetore ¢do vit té rriten pér 15%, kemi

15 15
RQ—Rl—FRl'm—Rl(l—'—m).

Né pérgjithési, né qofté se té hyrat vjetore pér periudhén e n-té i shénojmé
me R,, kurse ato té periudhés paraprake me R,,_;, atéheré

15 15
R,=R, 1+ R, 100 — R, (1 + m) ’

qé do té thoté se vargu i té hyrave vjetore éshté progresion gjeometrik me

herésin ¢ =1 + % = 1.15.

Té hyrat e vlerésuara vjetore pér vitin 2015 do té jené
Ri1 = 100,000 - 1.15%° ~ 404,556
euro. ]

Le té jeté {ax}y_; njé progresion gjeometrik. Pér té gjetur formulén pér
shumén e n elementéve té paré té tij

Sp =) ap=a1+a1q+aq’ +-+aq",
k=1

sé pari shumézojmé ané pér ané barazimin me ¢, pér té fituar
¢Sy = mq+ arg’ + ag’ + -+ arg”
dhe pastaj zbresim ané pér ané barazimin e paré nga i dyti:
qSn — S = a1q" — a;.

Prej kétej, pér q # 1 fitojmé

gé paraget formulén pér shumén e n elementéve té paré té progresionit gjeo-
metrik.

Shembull 5. Supozojmé se gjaté vitit té paré té shfrytézimit njé makiné e
caktuar industriale gjeneron profit prej 3000 € dhe se ¢do vit té ardhshém
profiti zvogélohet pér 13%. Sa do té jeté profiti total i gjeneruar nga shiry-
tézimi i makinés pér 15 vjet?
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Zgjidhje. Shénojmé me P, profitin pér vitin e n-té té shfrytézimit té makinés.

Atéheré
13 13
Pn:Pn—l_Pn—l'—:Pn—l 1—— )
100 100

qé d.m.th. se vargu i profiteve vjetore éshté progresion gjeometrik me herés

qg=1- % = 0.87 dhe element té paré P; = 3000. Sipas formulés, pér
shumén e 15 elementéve té paré té tij kemi
0.871% —1
S5 = 3000 - ——— =~ 20219.6
o 0.87 — 1
euro. 0

Detyra pér ushtrime

1. Njé ndérmarrés kishte né vitin 2005 produktin vjetor 5000 njési. Ndér-
marrési ka planifikuar qé ¢do vit té rrisé produktivitetin pér 25 njési.

(a) Sa éshté prodhimi i planifikuar vjetor né fund té vitit 20207

(b) Sa éshté prodhimi total i planifikuar nga fillimi i vitit 2005 deri
né fund té vitit 20207

(c) Sa éshté prodhimi i planifikuar nga fillimi i vitit 2015 deri né fund
té vitit 20207

2. Eshté vlerésuar se javén e paré kontributet nén ndikimin e njé kam-
panjeje pér ngritje fondesh do té jené 10,000 €, kurse gjaté javéve té
ardhshme

(a) ¢do javé do té zvogélohen pér 800 €;
(b) ¢do javé do té zvogélohen pér 20%.

Llogaritni totalin fondeve té ngritura nga kampanja gjaté periudhés
kohore 10 javore.

3. Njé makiné industriale gjaté vitit té paré gjeneron profit prej 7000 €
dhe ¢do vit té ardhshém profiti zvogélohet pér 10%. Sa do té jeté profiti
total i gjeneruar nga shfrytézimi i makinés pér 10 vjet?

4. Kostoja e mirémbajtjes sé njé makiné industriale gjaté vitit té paré
éshté 2000 € dhe ¢do vit té ardhshém kostoja rritet pér 15%. Sa do té
jeté kostoja totale e mirémbajtjes sé makinés pér 10 vjet?
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5. Njé kursimtar deponon né banké kapitalin prej 10,000 € pér njé afat
10 vjegar. Né cfaré shume do té shtohet kapitali i tij pas 10 vjetésh né
qofté se banka paguan 6.5% interes vjetor dekursiv (d.m.th., ¢do vit
akumulohet edhe interesi né interes)?

6. Njé klient deponon pér 20 vjet periodikisht né fillim té ¢do viti deposita
té barabarta vjetore prej 1000 € né emér sigurimi privat pensional. Sa
do té jeté shuma e akumuluar pas 20 vjetésh né qofté se kompania e
sigurimit paguan 6% interes vjetor dekursiv?

7. Njé ndérmarje né vitin e pesté ka prodhuar 126,250 m pélhuré, kurse né
vitin e gjashté 390,625 m. Pér sa vjet jané prodhuar 648,375 m pélhuré,
né qofté se prodhimi éshté shtuar sipas njé progresioni gjeometrik.
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1.3 Seriteée

Né qofté se aq, as, as, ..., a,, ... éshté njé varg, atéheré mund té formojmé
vargun e shumave {5,,}°2, té elementeve té vargut {a, }>2, si vijon:

Slzab
SQ = a1 —|—CL2,
53:a1+a2+a3,

Sn=a1+a2+a3+---+anzzan,
k=1

Pér vargun e tillé {S,,}°2 ; themi se éshté njé seri. Elementi i tij i pérgjith-

shém S, = Y a, quhet shumé e pjeséshme e {a,}5°,. Né qofté se ekziston
k=1
limiti S = lim 5, atéheré S quhet shumé e serisé.

Até gé u tha mé sipér japim né formé té pérmbledhur si vijon.

Né qofté se {a, }>2; éshté njé varg numrash, atéheré vargu i shumave té
n

pjeséshme S, = > a, té tij quhet seri.
k=1

Né qofté se S = lim S,,, atéheré S éshté shuma e serisé dhe shénojmé

n—oo

o0

S=a1+a2+a3+~-~+an+...:Zak_
k=1

Né qofté se ekziston shuma e njé serie, atéheré themi se seria éshté kon-
vergjente; né té kundértén seria quhet divergjente.

Shembull 1. Shqyrtoni natyrén (konvergjente ose divergjente) e serisé

o0

1
2
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§I>—‘

Zgjidhje. Tabela vijuese na jep njé ide intuitive mbi natyrén e serisé Z

n 1] 2] 5 | 10
ﬁf 211 ‘ ‘ 22833‘ 2.9290

100 | 1000 | 10000
5.1874 ‘ 7.4855 ‘ 9.7876

Pra, kemi pérshtypjen se vlerat e shumave té pjeséshme rriten pafundé-

sisht; d.m.th.
1
IEE
n

n=1
Né kété mund té bindemi edhe formalisht. Sikur seria té ishte kon-
vergjente; d.m.th., sikur té ishte lim S, = .5, atéheré do té kishim

n—oo

lim (Sy, — S,) = lim Sy, — lim S, =S5 -5 =0.

n—oo n—oo n—0o0

Por

1 "1 1 1 1
W= S, = i B e
Zn n n+1 n+2+n+3+ +2n

n=1
- 1 N 1 N 1 P 1 1 1
— 4+ — 4+ — — =n—=—.
2n  2n  2n 2n 2n 2
Rrjedhimisht, seria % éshté divergjente. O

n=1
Shembull 2. Cfaré éshté natyra e serisé vijuese?
jit 1
n=1 7’L2
Zgjidhje. Ideja e paré qé mund té kemi pér kété seri éshté se ajo duhet té
divergjojé, meqé shumat e pjeséshme gjithnjé rriten kur n rritet pafundésisht.

Mirépo jo. Procesi limit nuk funksionin késisoji, si¢c mund té bindemi nga
tabela vijuese.

n ||l1| 5 | 10 | 100 | 10® | 10* | 10° | 10°
> ]_‘]d4636 ‘1.5498 ‘1.6350 ‘1.6439 ‘1.6448 ‘1.6449 ‘1.6449

k=1

Nga tabela shohim intuitivisht se seria Z konvergjon. Shuma e saj
nuk e tejkalon, pér shembull, numrin 2. O
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Né kurse mé teorike té matematikés tregohet pohimi i pérgjithésuar vi-
jues.

o
Né qofté se k > 1, atéheré seria > n—lk konvergjon.
n=1

o0
Né qofté se k < 1, atéheré seria Y - divergjon.

n=1

Né qofté se vargu ai, as, as, ..., a,, ... éshté progresion gjeometrik,
o0
atéheré seriné »  a, e quajmé seri gjeometrike.

n=1
Né pikén paraprake pamé se shuma e pjeséshme e njé progresioni gjeo-

metrik éshté
_ q" —1
S, = ap = ad" ' =a .
; k ; 19 1q—1

Késhtu,
lim S, = lim alq =q == ) (1)

Pra, pér té pércaktuar natyrén e njé serie gjeomterike, sé pari duhet té
shqyrtojmé limitin lim ¢" pér vlera té dhéna té konstantés q.

n—oo

Né analizén matematike tregohet se pér vlera té ¢ nga intervali —1 < g <
1 numrat ¢" i ofrohen zeros (dhe até mé shpejt sesa numrat %) kur n rritet
pafundésisht.

Nga ana tjetér, pér ¢ > 1 numrat ¢” rriten pafundésisht kur n i ofrohet oo,
kurse pér n < —1 numrat ¢" nuk i ofrohen njé numri kur n tenton né oco.

Tabela vijuese ilustron kété sjellje pér vlerat ¢ = %, q= —%, q = 2 dhe
q=—1.5.
n 1 2 5 10 50 100
z 1 0.5 0.2 0.1 0.02 0.01

)" 11 0.6667 [ 0.4444 | 0.1317 | 0.017 | 1.6-107° | 25-107"%
(=" || —0.75 [ 0.5625 | —0.2373 | 0.0563 | 5.7-10~7 [ 3.2-10~"3
B 2 4 32 1024 | 1.1-10% | 1.3-10%
—1.5" || =15 | 225 | —7.594 | 57.67 | 6.4-10° | 4.1-10"7

Né vijim éshté dhéné né ményré té pérmbledhur sjellja e vargut ¢™ kur n
rritet pafundésisht.
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Né qofté se —1 < ¢ < 1, atéheré

lim ¢" = 0.

Né qofté se ¢ > 1, atéheré

lim ¢" = oo.

n—oo

Né qofté se ¢ < —1, atéheré nuk ekziston limiti i vargut ¢".

Tani mund té studiojmé natyrén e serisé gjeometrike. Mbéshtetur né
barazimin (1) dhe pohimin e mésipérm, konkludojmé mbi sjelljen vijuese té
serisé gjeometrike.

Né qofté se —1 < ¢ < 1, atéheré

> a
k=1 q

Né qofté se ¢ > 1, atéheré

o0
E ag® = oo.
k=1

o0
Né qofté se ¢ < —1, atéheré seria > ag® divergjon.
k=1

Pérndryshe, pércaktimi i natyrés sé njé serie Y a; né rastin e pérgjith-
k=1
shém nuk éshté njé puné e lehté. Pohimi vijues na ndihmon té pércaktojmé

kur njé seri divergjon.
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n—oo

o
Né qofté se njé seri > a, konvergjon, atéheré lim a, = 0.
n=1

(o @]
Prandaj, né qofté se nuk éshté lim a, = 0, atéheré seria > a, nuk mund

n—00 n—1

té konvergjojé.
Anasjelltas, pér té pércaktuar kur njé seri konvergjon né analizén mate-

matike jané zhvilluar shumé kritere.
Kriteri vijues na mundéson né shumé raste té pércaktojmé natyrén e njé

serie me elementé pozitivé.

Kriteri i D’Alembert-it. Pér ¢do n le té jeté a, > 0 dhe

. (p+1
lim ——= = L.

n—oo

Né qofté se L < 1, atéheré seria Y a, konvergjon.
n=1

Né qofté se L > 1, atéheré seria Y a, divergjon.

n=1

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni shumén e serisé

Sypozojmé se pér shkak té inflacionit, euro zhvlerésohet pér 0.5% né
vit. Né qofté se vlera né euro e GDP té njé vendi mbetet konstante
gjaté viteve, sa éshté vlera e totalit té GDP vjetore pér té gjitha vitet
e mépastajme sé bashku krahasuar me vetém até té kétij viti?
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3. Té studiohet natyra e serisé

+ ...
1

1
33

o
1 1
(D) 1+ &5+ L+
1
5

(c)

1
8

-

1
2

(a) 14+



