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1.8 Funksionet rritése dhe zvogeluese

Shpesh éshté me réndési té pércaktohet ku njé funksion i dhéné f(z) éshté
rrités ose zvogélues, dhe géllimi i késaj pike éshté té tregohet se si mund té
shfrytézohet derivati f'(x) pér pér té béré kété pércaktim.

Té rikujtojmé sé pari pérkufizimet e funksioneve rritése dhe atyre zvogé-
luese.

Funksionet rritése dhe ato zbritése. Njé funksion f(x) éshté rrités
né njé interval a < x < b né qofté se f(x1) < f(xz) sa heré qé =1 < x5
pér xy, xs nga intervali.

Funksioni éshté zbrités né a < x < b né qofté se f(z1) > f(z2) sa heré
qé r1 < x9 per ry, ro nga intervali.

Vérejmé se né qofté se grafiku i njé funksioni f(x) ka tangjente vetém
me pjerrtési pozitive né intervalin a < x < b, grafiku do té keté ngritje
dhe f(x) do té jeté rrités né kété interval (fig. 1.8a). Meqé pjerrtésia e
secilés tangjenté té tillé jepet me derivatin f’(x), rrjedh se f(z) éshté rrités
né intervalet ku f/(x) > 0. Ngjashém, f(z) éshté zvogélues né intervalet ku
f'(z) <0 (fig. 1.8b).

Né vazhdim jané dhéné té pérmbledhura kéto shqyrtime.

Kriteri derivat pér funksione rritése dhe zvogeluese. Funk-
sioni f(z) éshté rrités né interval ku f'(x) > 0.
Funksioni f(z) éshté zvogélues né interval ku f'(x) < 0.

Pércaktimi i intervaleve té rritjes dhe zvogélimit té njé funksioni té dhé-
né f(x) éshté me réndési né zbatime té shuméta. Ja njé shembull.

Shembull 1. Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér f(z) = —%x‘rs +
1,.2
o7+ 2x — 1.

Zgjidhje. Derivati i f(z) éshté
flla)= -2 +a+2=—(r+1)(z-2),

i cili éshté kudo i vazhdueshém dhe ka zero né x = —1 dhe z = 2. Rrje-
dhimisht, f’(z) mund té ndryshojé parashenjé vetém né pikat + = —1 dhe
xr = 2, prandaj parashenja duhet té jeté e pandryshueshme né secilin nga
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(a) f/(x) > 0 né a < x < b, prandaj
f(x) éshté rrités.

Y

& ) *

(b) f'(z) < 0 né a < x < b, prandaj
f(z) éshté zvogélues.

Figura 1.8. Funksione rritése dhe zvogéluese.
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intervalet * < —1, —1 < © < 2 dhe x > 2. Né secilin nga kéto intervale
zgjedhim njé numér testues ¢, dhe pércaktojmé parashenjén e f'(x) pérgjat
téré intervalit duke pércaktuar parashenjén e f’'(c). Puna éshté organizuar
né tabelén 1.1, e cila tregon se grafiku i f(x) zbret pér x < —1, ngritet pér
—1 < x < 2 dhe zbret pér x > 2.

Intervali Numri Shenja e  Pérfundimi
testues ¢ f'(c)
r < —1 -2 f'(=2) <0 f(z) \
—l<z<?2 0 f(0) >0 f(z) /
x> 2 3 f'(3) <0 f(z) \
Tabela 1.1. Intervalet e rritjes dhe té zvogélimit té funksionit f(x) = —%x?’—i— 1224
2z — 1.
Grafiku éshté paraqitur né figurén 1.9. U
y

Figura 1.9. Grafiku i f(z) = —223 4+ S22 + 22 — 1.

Véreni se si né tabelén 1.1 faktin se f(z) éshté rrités e kemi shénuar me
njé ,shigjeté pérpjeté” () dhe faktin se f(x) éshté zvogélues me njé ,shi-
gjeté tatépjeté” (\,). Késhtu, rezultatet nga shembulli 1 mund té paraqgiten
me ané té njé diagrami shigjetash sikur né vijim.

~ .

8

Shembull 2. Gjeni intervalet e rritjes dhe té zvogélimit pér f(z) = ==,
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Zgjidhje. Funksioni éshté i pérkufizuar pér x # 1 dhe ka derivatin

o o)(z-1) =21  z(x—2)
fi(z) = (z—1)2 - (z—1)2

i cili éshté i vazhdueshém kudo pérve¢ né x = 1. Prandaj, parashenja e
derivatit mund té ndryshojé né x = 1, dhe né x = 0 e x = 2, ku f'(z) =
0. Keéshtu, ekzistojné katér intervale né té cialt parashenja e derivatit nuk
ndryshon: z < 0,0 <z < 1,1 < 2 < 2 dhe x > 2. Duke zgjedhur numra
testues né kéto intervale (pér shembull, —1, %, % dhe 3) fitojmé diagramin
vijues té shigjetave. (Vija e ndérpreré vertikale tregon se f(z) nuk éshté i
pérkufizuar né z = 1.)

Vérejmé se diagrami sugjeron se f(z) éshté rrités pér = < 0 dhe z >
2, kurse éshté zvogélues pér 0 < x < 1 dhe 1 < z < 2. Grafiku i f(x)
éshté paraqitur né figurén 1.10. O
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Figura 1.10. Grafikui f(z) = 5.
Vérejmeé se né pikat x = 0 dhe z = 2 né figurén 1.10 grafiku ka tangjenta
horizontale. Kéto pika paraqgesin ,majé“ dhe ,luginé®“ té grafikut.
Thjeshtésia e grafikut né figurén 1.10 mund té na mashtrojé. Né pérgjithe-
si, grafiku mund té keté pika ,,té mprehta“, né té cilat nuk mund té térhiget
tangjenté, e mund poashtu té keté pika né té cilat tangjenta éshté horizontale
por té cilat nuk jané as majé as luginé (shihni figurén 1.11c).
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Né vazhdim do té shohim se si mund té zbatohen metoda té analizés
matematike pér té gjetur dhe identifikuar ,majat“ dhe ,luginat® e njé grafiku.

Me formalisht, njé ,,majé“ e grafikut té njé funksioni f quhet maksimum
relativ i f, kurse njé ,,luginé* quhet minimum relativ i tij. Késhtu maksimum
relativ éshté njé piké né grafikun e f e cila éshté e larté sé paku sa cilado
piké e grafikut né aférsi té saj, kurse njé minimum relativ éshté e ulté sé paku
sa cilado piké né aférsi té saj.

Sé bashku, maksimumet dhe minimumet relative quhen ekstremume re-
lative. Véreni se njé ekstremum relativ nuk éshté e théné té jeté pika meé e
larté ose mé e ulté né téré grafikun. Pér shembull, grafiku né figurén 1.10
ka maksimum relativ né pikén z = 0 por ka pika mé té larta (pér shembull,
né r = 2).

Né vazhdim japim njé pérmbledhje té késaj terminologjie.

Ekstremumet relative. Themi se funksioni f(x) ka maksimum relativ
né x = ¢ né qofté se f(c) > f(x) pér ¢do z nga ndonjé interval a < x < b
i cili pérmban pikén c.

Ngjashém, f(x) ka minimum relativ né z = ¢ né qofté se f(c) < f(x)
pér ¢cdo = nga ndonjé interval a < x < b i cili pérmban pikén c.

Sé bashku, maksimumet dhe minimumet relative té f(z) quhen ek-
stremume relative té tij.

Meqé njé funksion i derivueshém f(x) éshté rrités kur f/'(x) > 0 dhe
zvogélues kur f'(x) < 0, pikat e vetme ku f(x) mund té keté ekstremum
relativ jané ku f’(x) = 0. Pikat e tilla jané aq té réndésishme saqé u japim
emer té posacem.

Pikat kritike. Njé numér ¢ nga domeni i njé funksioni té de-
rivueshém f(x) quhet kritik né qofté se f’(c) = 0. Pika korresponduese
(¢, f(c)) né grafikun e f(z) quhet piké kritike e f(z).

Né figurén 1.11 jané paraqitur tri funksione me pika kritike. Né secilin
nga rastet, tangjenta e grafikut né pikén kritike (c, f(c)) éshté horizontale
meqé derivati f'(c) jep pjerrtésiné e tangjentés né kété piké dhe f'(c) = 0.

Figura 1.11 poashtu sugjeron njé metodé té zbatimit té parashenjés sé
derivatit pér té klasifikuar pikat kritike si maksimume relative, minimume
relative ose as njéra as tjetra.
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(¢) Nuk éshté ekstremum relativ

Figura 1.11. Tri pika kritike.
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Supozojmé se funksioni f(x) ka piké kritike né x = ¢ dhe se f'(x) > 0
né té majté té ¢, kurse f'(xr) < 0 né té djathté. Gjeometrikisht, kjo ka
domethénien se grafiku i f shkon pérpjeté para pikés kritike P(c, f(c)) dhe
pastaj zbret, qé ka pér rrjedhojé se pika P éshté maksimum relativ.

Ngjashém, né qofté se f'(x) < 0 né té majté té ¢ dhe f'(z) > 0 né té
djathté, grafiku shkon tatépjeté para pikés kritike P(c, f(c)) dhe pérpjeté pas
saj, késhtu qé pika P duhet té jeté minimum relativ.

Nga ana tjetér, né qofté se derivati ka parashenjé té njéjté nga té dyja
anét e ¢, atéheré grafiku ose ngritet népér pikén P ose zbret népér P, prandaj
aty nuk ka ekstremum relativ.

Kéto vrojtime mund té pérmblidhen si vijon.

Testi i ekstremumeve relative me ané té derivatit té paré. Le
té keté f(x) piké kritike né = = ¢ (d.m.th., f'(c) = 0). Atéheré, pika
kritike (¢, f(c)):

éshté maksimum relativ né qofté se f'(x) > 0 né té majté té ¢ dhe
f'(x) < 0 né té djathté té ¢;

éshté minimum relativ né qofté se f'(r) < 0 né té majté té ¢ dhe
f'(x) > 0 né té djathté té ¢;

nuk éshté ekstremum relativ né qofté se f’'(z) ka parashenjé té njéjté nga
té dyja anét e c.

Shembull 3. Gjeni pikat kritike té funksionit f(z) = %x‘l — 423 4 622 — 3 dhe
klasifikoni secilén piké kritike si maksimum relativ, minimum relativ ose as
njera as tjetra.

Zgjidhje. Derivati i f(z) éshté
f'(x) = 32® — 122* + 120 = 3z(x — 2)?,

i cili éshté kudo i vazhdueshém. Pikat kritike i gjejmé duke zgjidhur sipas x
ekuacionin f’(z) = 0; d.m.th., fitohen pér x = 0 dhe z = 2. Parashenja
e derivatit nuk ndryshon né asnjérin nga intervalet x < 0, 0 < x < 2 dhe
x > 2. Duke i dhéné vlera f’(z) pér numra testues né secilin interval (pér
shembull, —1, 1 dhe 3) fitojmé diagramin vijues té shigjetave, i cili tregon se
funksioni i dhéné ka minimum relativ né x = 0 dhe nuk ka ekstremum relativ
ne r = 2.
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Grafiku éshté paraqitur né figurén 1.12. O

Figura 1.12. Grafiku i f(z) = 22* — 423 + 622 — 3.

Shembull 4. T€ hyrat e nxjerrura nga shitja e x njésish té njé malli té caktuar
jané

3r — a2

R(z) =
milion euro. Cfaré niveli i prodhimit rezulton me té hyra maksimale? Sa
jané té hyrat maksimale?

Zgjidhje. Meqé eméruesi 22 + 3 kurré nuk béhet 0, funksioni R(z) éshté i
pérkufizuar pér ¢do x, por si funksion té hyrash ka kuptim vetém pér x > 0
dhe R(z) > 0, qé d.m.th. se 0 < z < 3. (Tregoni pse!)

Derivati i R(z) éshté

(3 —2z)(z* +3) — 3z — 2?) (22 + 3)

R/(x) = (1‘2 n 3)2

—3(@?*+2x—-3) —3(z—1)(x+3)

(x24+3)2 (22 +3)2
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Duke barazuar me zero numeéruesin e késaj shprehjeje, gjejmé se x = 1
éshté e vetmja zgjidhje e ekuacionit R'(x) = 0 e cila shtrihet brenda intervalit
0 <z <3, qé d.m.th. se e vetmja piké kritike né domenin , praktik“ té R(x)
fitohet pér x = 1. Né kété domen kemi vetém dy intervale pér té shqyrtuar:
0 <z <1ldhel <z < 3. Me ané té numrave testues (p.sh., x = % dhe
x = 2) fitojmé diagramin vijues té shigjetave.

~ I

0 1 3

Shablloni i shigjetave tregon se té hyrat rriten deri né maksimum né x = 1,
pas té cilit zvogélohen (shihni grafikun né figurén 1.13).
Kur shiten x = 1 njési, fitohen té hyra maksimale prej
3-1—-12 1
R(l)=————=-=05
(1) 12+3 2

milion euro. 0

8

Figura 1.13. Grafiku i R(z) = 3;21%2.

Detyra pér ushtrime
1. Gjeni intervalet e rritjes dhe zvogélimit pér funksionet e dhéna:
(a) f(x) = a* — 4z + 5
(b) f(t) =3+ 3t* + 1;
(¢) f(z) =224 32% — 122 — 7.

2. Gjeni pikat kritike dhe klasifikoni secilén piké kritike si maksimum re-
lativ, minimum relativ ose as njéra as tjetra, pér funksionet vijuese:

(a) f(x) =3z — 8x3 + 622 + 2;
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(b) f(z) = 42 — 722? + 324ux;
(c) f(t) =2t + 6t* + 6t + 5;
(d) fz) = (z—1)%

) S

3. Kostoja totale e prodhimit té x njésish éshté C'(x) = v/5x + 2+ 3 euro.
Paraqitni grafikisht lakoren e kostos totale dhe gjeni koston margjinale.
A rritet apo zvogélohet kostoja margjinale me rritjen e prodhimit?

4. Le té jeté p(x) = (10 — 3z)? ¢mimi me té cilin do té shiten x njési
té njé malli. Paraqitni grafikisht lakoret e kostos totale dhe té kostos
margjinale né té njéjtin grafikon. Pér ¢faré niveli té prodhimit arrihen
té hyra maksimale?

5. Pér té prodhuar x njési té njé malli njé monopolist ka kosto totale
C(xz) = 22% + 3z + 5, kurse ¢mimi pér té cilin shiten qé té gjitha
x njésité éshté p(x) = 5 — 2x. Gjeni funksionin e profitit P(z) =
R(x) — C(z) dhe paraqiteni grafikisht. Pér ¢faré niveli té prodhimit
arrihet profit maksimal?
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1.9 Konkaviteti

Né pikén paraprake pamé se si té shfrytézojmé parashenjén e derivatit f'(x)
pér té pércaktuar ku f(x) éshté rrités e ku zvogélues dhe ku grafiku i tij ka
ekstremume relative. Né kété piké do té shohim se edhe derivati i dyté f”(s)
poashtu jep informata té réndésishme mbi grafikun e f(x). Si hyrje né prob-
lematikén, ja njé pérshkrim i shkurtér i njé situate nga industria qé mund
té analizohet duke zbatuar derivatin e dyte.

Numri i njésive té cilat njé prodhues uzine mund t’i prodhojé pér t oré
shpesh jepet me njé funksion Q(t), si, pér shmbull, ai i dhéné né figurén 1.14

Q)

Zvogélohet pjerrtésia

7 Pjerrtésia maksimale

Rritet pjerrtésia
Pika e pakésimit
té kthimeve
t t
T
Rritet shpejtésia e Zvogélohet shpejtésia
prodhimit e prodhimit

Figura 1.14. Rezultatet e punés t€ njé punétori uzine.

Vérejmé se fillimisht grafiku nuk éshté dhe aq i pjerrét. Por, pjerrtésia
rritet derisa grafiku nuk arrin njé piké té pjerrtésisé maksimale, pas sé cilés
pjerrtésia fillon té zvogélohet. Njé gjé e tillé éshté reflektim i faktit se né fillim
shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté e ulét. Por shpejtésia e prodhimit
rritet pérderisa punétori hyn né njé rutiné dhe vazhdon té rritet deri kur
punétori té performojé me efikasitet maksimal, pas sé cilés kohé shprehet
lodhja dhe shpejtésia e prodhimit fillon té zvogélohet. Momenti i efikasitetit
maksimal njihet né ekonomiks si pika e pakésimit sé kthimeve.

Sjellja e grafikut té kétij funksioni té prodhimit nga cilado ané e pikés
sé pakésimit té kthimeve mund té pérshkruhet ma ané té tangjentave. Né té
majté té késaj pike pjerrtésia e tangjentés rritet me rritjen e t. Né té djathté
té pikés pjerrtésia e tangjentés zvogélohet me rritjen e t. Pikérisht kéteé rritje
dhe zvogelim té pjerrtésive do ta studiojmé né kété piké me ndihmeén e
derivatit té dyte.
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Nocionet vijuese té konkavitetit pérdoren pér té pérshkruar rritjen dhe
zvogélimin e pjerrtésisé sé tangjentés sé njé lakoreje.

Konkaviteti. Né qofté se njé funksion f(x) éshté i derivueshém
né njé interval a < x < b, atéheré grafiku i funksionit éshté

konkav nga sipér né kété interval né qofté se f’(x) éshté rrités né inter-
valin;

konkav nga poshté né kété interval né qofté se f'(x) éshté zvogélues
né intervalin.

Neé figurén 1.14, pér shembull, lakorja e prodhimit ishte konkave nga sipér
né majte té pikés sé pakésimit té kthimeve dhe konkave nga poshté né djathtée
té pikés sé pakéesimit té kthimeve.

Konkaviteti mund té karakterizohet thjesht me ané té parashenjés sé
derivatit té dyté. Karakterizimi i tillé mbéshtetet né faktin (e nxjerrur né
pikén paraprake) se njé sasi rritet kur derivati i saj éshté pozitiv dhe zvogélo-
het kur derivati éshté negativ. Kur kété fakt e zbatojmé mbi derivatin e
paré (d.m.th., pjerrtésiné e tangjentés), karakteristika do té jeté pikérisht
derivati i dyté. Ja argumentimi.

Supozojmé se derivati i dyté f”(x) éshté pozitiv né njé interval a < z <
b. Si rrjedhojé, derivati i paré f'(x) duhet té jeté rrités né kété interval,
késhtu qé grafiku i f(z) do té jeté konkav nga sipér né intervalin. Ngjashém,
né qofté se f’(x) < 0 né njé interval a < = < b, atéheré f'(z) éshté zvogélues
aty, prandaj grafiku i f(x) éshté konkav nga poshté. Té pérmbledhim:

Testi pér konkavitet. Né qofté se f”(x) > 0 né njé interval a < = < b,
atéheré f éshté konkav nga sipér né kété interval.

Né qofté se f”(x) < 0 né njé interval a < = < b, atéheré f éshté konkav
nga poshté né kété interval.

Vérejtje. Njé késhillé: mos e ngatérroni konkavitetin e njé lakoreje me rritjen
ose zvogélimin e saj. Njé lakore konkave nga sipér né njé interval mund
té jeté qofté rritése qofté zvogéluese né até interval. Ngjashém, njé lakore
konkave nga poshté mund té jeté rritése ose zvogéluese. Té katér mundeésitée
jané ilustruar né figurén 1.15.
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Yy Yy
x x
(a) Rrités, konkav nga sipér: f'(z) > (b) Rrités, konkav nga poshté:
0, f"(x) > 0. f(x) >0, f"(x) <0.
Yy Yy
x x
(¢) Zvogélues, konkav nga sipér: (d) Zvogélues, konkav nga poshté:
F@) <0, /() > 0. F(@) <0, 7(x) <0,

Figura 1.15. Kombinimet e mundshme té rritjes, zvogélimit dhe konkavitetit.
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Pika né grafikun e njé funksioni f(x) ku ndryshon konkaviteti quhet
piké infleksioni.

Né njé pikeé infleksioni P(c, f(c)) grafiku i f(z) nuk mund té jeté as konkav
nga sipér as konkav nga poshté, prandaj f”(c) nuk mund té jeté pozitiv ose
negativ. Késhtu, né qofté se ekziston derivati i dyté f”(c) né até piké, duhet
té jeté f”(c) = 0. Mirépo vetém nga fakti se f”(c) = 0 nuk mund té kon-
kludojmé automatikisht se (¢, f(c)) éshté piké infleksioni. Pér shembull, pér
f(x) = z* kemi f”(x) = 1222, kurse grafiku i f éshté gjithmoné konkav nga
sipér edhepse f”(0) = 0 (shihni fig. 1.16).

Figura 1.16. Grafikui f(z) = 2*.

Gjeometrikisht, pikat e infleksionit paragiten né grafik né , kalimet ndérmjet
kthesave®.

Duke i shtuar kriteret e reja pér konkavitet dhe pika infleksioni metodave
me ané té derivatit té paré, té diskutuara né pikén paraprake, tani mund
té analizojmé dhe skicojmé grafiké té ndryshém né detaje té konsiderueshme.

Derivati i dyté ka edhe njé zbatim shtesé; mund té shfrytézohet poashtu
pér klasifikimin e pikave kritike té njé funksioni si maksimume relative ose
minimume relative. Ja e pérmbledhur procedura.
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Testi me ané té derivatit té dyté. Supozojmé se f'(c) = 0.
Né qofté se f’(c) < 0, atéheré f ka maksimum relativ né =z = c.
Né qofté se f’(c) > 0, atéheré f ka minimum relativ né x = c.

Mirépo, né rast se f”(c) = 0 (ose né qofté se f”(c) nuk ekziston), testi
nuk mjafton dhe f mund té keté maksimum relativ, minimum relativ ose
té mos keté fare ekstremume relativ né x = c.

Pér té kuptuar pse testi me ané té derivatit té dyté funksionon shikoni
figurén 1.17, e cila tregon katér mundésité té cilat mund té paraqiten pér
njé funksion dy heré té derivueshém f(z) kur f’'(c) = 0.

Figura 1.17a sugjeron se te maksimumi relativ grafiku i funksionit duhet
té jeté konkav nga poshté, prandaj f”(¢) < 0. Ngjashém, te minimumi relativ
(figura 1.17b) grafiku i funksionit duhet té jeté konkav nga sipér, prandaj
f"(c) > 0.

Nga ana tjetér, figurat 1.17c dhe 1.17d sugjerojné se né qofté se njé piké ku
f'(¢) = 0 nuk éshté ekstremum relativ, atéheré ajo duhet té jeté piké inflek-
sioni dhe f”(c) = 0.

Rrjedhimisht, né qofté se f'(¢) = 0 dhe f"(c) < 0, atéheré (c, f(c))
duhet té jeté maksimum relativ, kurse né qofté se f'(¢) = 0 dhe f"(c¢) > 0,
atéheré pika kritike pérkatése duhet té jeté minimum relativ.

Shembull 1. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit
né njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00
do té keté montuar

Q(t) = —t* + 9> + 12t

njési ¢ oré mé pas. Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté
ndérrimit t€ méngjesit? (Supozoni se ndérrimi i méngjesit zgjat nga 8:00 deri
né 12:00.)

Zgjidhje. Shpejtésia e prodhimit té punétorit éshté derivati
Q' (t) = —3t> + 18t + 12

i funksionit té prodhimit Q(¢). Qéllimi éshté qé té gjendet shpejtésia mé e
madhe Q'(t) pér 0 <t < 4. Derivati i funksionit té shpejtésisé éshté

Q"(t) = —6t + 18

i cili béhet zero kur ¢ = 3, éshté pozitiv kur 0 < ¢t < 3 dhe éshté negativ kur
3 <t <4, si¢ tregon diagrami vijues i shigjetave.
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1 x

(a) Maksimum relativ: f/(c) =0,
f"(e) <0.

Y

1 x
C

(c) Nuk éshté ekstremum relativ:

f'(e) =0, f"(c) =0.
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t x

(b) Minimum relativ: f’'(c¢) =0,
f"(c) > 0.

Y

t x
C

(d) Nuk éshté ekstremum relativ:

f'(e) =0, f"(c) =0.

Figura 1.17. Testi me ané té derivatit té dyté.
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~ N

8

Pra, shpejtésia e prodhimit Q'(t) rritet pér 0 < ¢ < 3, zvogélohet pér
3 <t < 4 dhe arrin vlerén maksimale kur ¢t = 3; d.m.th., né orén 11:00. O

Paraqitni grafikisht funksionin e prodhimit Q)(¢) dhe shpejtésiné e prod-
himit @'(¢) nga shembulli i mésipérm.

Né shembullin e mésipérm, maksimumin relativ té shpejtésisé sé prodhmit
e kemi gjetur duke zbatuar testin me ané té derivatit té paré. Mund ta
gjejmeé poashtu duke zbatuat testin me ané té derivatit té dytée. Pér kéte duhet
gjetur derivatin e dyté té shpejtésisé sé prodhimit Q'(t), i cili né ményré
pérkatése shénohet me Q" (t); pra,

d

Q"(t) = 5

t[Q”(t)] = (=6t + 18)" = —6.

Meqé né pikén ¢t = 3 kemi @Q”(3) = 0 dhe Q"'(3) = —6 < 0, atéheré, sipas
testin me ané té derivatit té dyté, pérfundojmé se shpejtésia e prodhimit
Q' (t) ka maksimum relativ né ¢ = 3.

Detyra pér ushtrime

1. Pér funksionet vijuese gjeni intervalet e rritjes e zvogélimit dhe ku
grafiku i dhéné éshté konkav nga sipér dhe konkav nga poshté. Gjeni
ekstremumet relative dhe pikat e infleksionit, dhe vizationi grafikun e

funksionit.

(a) f(x) =32 — 9z +2;

(b) f(z) =a2%+322+1;

(c) f(z) = 2"+ 423 + 10;

(d) f(z)=2%—-222+3z+1;
(e) f(t) =t +3t2+1;

(f) f(z) =223+ 322 — 122 —T.
(8) f(z)=(z+1)"%

(h) f(x) = (z+1)¥%

(i) f(z) = va?+1;
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2. Pér funksionet vijuese zbatoni testin me ané té derivatit té dyté pér

té gjetur maksimumet relative dhe minimumet relative.

z)
x) = — 722% + 324x;

( 3t — 82 + 627 + 2;
(
(t) = 263 + 6t% + 6t + 5;
(
(

a

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

x) = (:L’ —1)%
T) =

3. Kostoja totale e prodhimit té x njésish éshte

C(z) = 0.3z — 52 4 28x + 200.

(a) Gjeni koston margjinale MC(z). Vizatoni grafikét e C(z) dhe
MC(x) né té njéjtin sistem koordinativ.

(b) Gjeni ku éshté C”(z) = 0. Cfaré jané kéto pika pér grafikét e
funksioneve C(x) dhe MC(z)?

4. Njé kompani vleréson se kur shpenzohen x mijé euro pér marketingun

e njé prodhimi té caktuar, do té shiten
Q(z) = —42° + 2522° — 3,200z + 17,000

njési té prodhimit, ku 10 < z < 40. Vizatoni grafikun e Q(x) pér
10 < z < 40. Ku ka piké infleksioni grafiku? Cfaré éshté réndésia e
shpenzimeve pér marketing té cilat i korrespondojné késaj pike?

. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar

9
Q(t) = —t3 + 5752 + 15¢
njési ¢ oré me pas.
(a) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté ndérrimit

té méngjesit? (Supozoni se ndérrimi i méngjesit zgjat nga 8:00
deri né 12:00.)

(b) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé joefikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?
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6. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit (nga 8:00

deri né 12:00) né njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin
né puné né orén 8:00 do té keté montuar Q(t) = —t3 + 6t2 + 15¢ radio-
tranzistoré t oré me pas.

(a) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé efikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?

(b) Né ¢’kohé arrin punétori performansén mé joefikase gjaté ndérrimit
té méngjesit?

. Funksioni i kérkesés sé njé prodhimi éshté

(a) z(p) = —2p + 4000
(b) z(p) =8 —p;
(c) z(p) = —p+90.

Gjeni ¢gmimin dhe sasiné pér té cilat té hyrat e pérgjithshme me rastin e
shtitjes sé kétij malli do té jené maksimale. Sa jané té hyrat maksimale?

. Eshté dhéné funksioni i té hyrave té pérgjithshme R(p) = —3p? + 48p.

Llogaritni:
(a) funksionin e kérkesés;
(b) ¢mimin ashtu qé té hyrat e pérgjithshme té jené maksimale;

(c) té hyrat maksimale.

. Funksioni i ¢gmimit éshté

(a) p(z) = 2000 —

(b) p(x) = 1000 — 23; 32

(¢) p(z) =3—/x;

(d) p(z) = —3z + 3000 + 20900,

Caktoni sasiné e mallit pér té cilén té hyrat e pérgjithshme jané mak-
simale. Sa jané té hyrat maksimale?



