Kapitulli 1

Njehsimi diferencial

1.1 Derivati: shpejtesia e qastit dhe pjerrtesia

Analiza matematike studion ndryshimin e madhésive, kurse vegla primare pér
studimin e shpejtésisé sé ndryshimit éshté procedura e quajtur diferencim.

Né kété piké do té sqarojmé kété proceduré dhe do té shpjegojmé si ajo
mund té zbatohet né probleme shpejtésish dhe pér té gjetur pjerrtésiné (ko-
eficientin e drejtimit) e njé tangjenteje té njé lakoreje.

Marrim né shqyrtim njé funksion f(z) i cili ndryshon né njé interval
(zg, o + h). Natyrisht, éshté e véshtiré qé thjesht té ,lexohet* shpejtésia e
qastit e ndryshimit té funksionit né pikén zy, por mund ta masim distancén
ndérmjet vlerave f(zg) dhe f(zo+h) té funksionit né pikat xy dhe zo+ h dhe
ta llogarisim shpejtésiné mesatare té ndryshimit né intervalin (zg, zo + h) me

ané té heresit
_ f(wo+h) = f(x0)
vmes - h .

Né qofté se vlera e h éshté e vogél, éshté pér t'u pritur qé shpejtésia
mesatare e ndryshimit té f(x) té jeté shumé afér me shpejtésiné e qastit
té ndryshimit té tij né pikén xy. Prandaj éshté e arsyeshme té llogaritet
shpejtésia e qastit v si limit

v — lim f(zo+h) —f(xo)_
h—0 h

Procedura sapo e sqaruar éshté ilustruar gjeometrikisht né figurén 1.1.
Figura 1.1a tregon grafikun e funksionit y = f(x) sé bashku me pikat P(xo, f (o))
dhe Q(xg + h, f(zo + h)). Drejtéza PQ e cila bashkon pikat P dhe @ quhet
sekanté (ose kordé) e grafikut dhe ka pjerrtésiné (koeficientin e drejtimit)

flxo+h) — f(zo) _ flao+h) — f(zo)

ksec - -
(IL’Q + h) — 2o h
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(z+ h, f(x+h))

T

(a) Grafikui f(x) me sekanté népér pikat P(x, f(x)) dhe Q(z+
h, f(xz+ h)).

)

(z+ h, f(x+h))

Sekantat
Tangjenta

(b) Kur A — 0 sekantat tentojné te tangjenta népér P.

Figura 1.1. Pérafrimi i tangjentés me sekanta.
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Si¢ éshté treguar né figurén 1.1b, duke marré h gjithnjé mé té vogél,
sekantat korresponduese P(Q) tentojné te pozita té cilén intuitivisht e men-
dojmeé si tangjenté té lakores né pikén P. Njé gjé e tillée na sygjeron se
pjerrtésiné k., té tangjentés né pikén P(xg, f(zo)) e llogarisim duke gjetur
vlerén limite té pjerrtésive té sekanteve pérafruese PQ); d.m.th.,

ktan — hm ksec — hm f(xo + h) — f(,]?o) .
h—0 h—0 h

Pra, pjerrtésia e tangjentés sé grafikut té funksionit y = f(x) né pikén xg
éshté pikérisht e barabarté me shpejtésiné e qastit té ndryshimit té f(x)
sipas x né kéte pike.

Shprehja

fle+h) - f(z)
h Y
e cila paraqitet si gjaté llogaritjes sé pjerrtésisé ashtu edhe té shpejtésisé sé
ndryshimit, quhet koeficient i diferencés (ndryshimit) i funksionit f. Mé
saktésisht, né té dyja zbatimet, llogarisim limitin e koeficientit té diferencés
kur h tenton né 0. Pér té unifikuar studimin e kétyre dhe zbatimeve té
ngjashme, fusim terminologjiné dhe shénimet vijuese.

Derivat i funksionit f(x) sipas x quhet funksioni f’(x) (lexo: , f prim
prej z“) i dhéné me

o) — i LD =)

h—0 h ’

kurse procesi i llogaritjes sé derivatit quhet diferencim (ose derivim).
Themi se f(x) éshté i diferncueshém (ose i derivueshém) né ¢ né qofté se
ekziston f'(c) (d.m.th., ekziston limiti i koeficientit té diferencés kur
T =c).

Pérparésia e shénimit té kétillé té derivatit géndron né faktin se véshtrimet
e béra mé paré né kéte piké lidhur me pjerrtésiné dhe shpejtésiné e ndryshimit
mund té pérmblidhen né formeén vijuese.

Pjerrtésia e tangjentés sé lakores f(x) né pikén (zo, f(x¢)) jepet me
Mtan = f,(xO)-

Shpejtésia e qastit e ndryshimit té madhésisé f(z) sipas x kur x = xg
éshté e barabarté me f'(zg).
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Né té parin nga dy shembujt vijues gjejmé ekuacionin e tangjentés. Pastaj
ne té dytin shqyrtojmé njé zbatim biznesi i cili ka té béjé me shpejtésiné e
ndryshimit.
Shembull 1. Llogaritni derivatin e funksionit f(z) = 2?, pastaj shfrytézoni
rezultatin pér té gjetur pjerrtésiné e lakores né pikén x = —1. Cili éshté ekua-
cioni i tangjentés né kété pikée?

Zgjidhje. Sipas pérkufizimit té derivatit

- flath)— fl) . (x+h)?—a?
/ _ _
L
. (2 +2xh+Rh?) —2* . 2xh+ h?
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
h(2 h
= lim M2z + h) = lim(2z + h) = 2z.
h—0 h h—0
Késhtu, pjerrtésia e tangjentés sé lakores y = 22 né pikén o = —1 éshté

Fi(=1) = 2(-1) = =2
(shihni fig. 1.2).

Pér té gjetur ekuacionin e tangjentés na nevojitet edhe y-koordinata e
pikés nga e cila éshté térhequr tangjenta; d.m.th., y = f(—1) = (=1)?> = 1.
Prandaj, tangjenta kalon népér pikén (—1, 1) dhe ka pjerrtésiné (koeficientin
e drejtimit) —2. Nga sa dimé mé paré, ekuacioni i saj éshté

y—1=(=2)z—(-1)]
y=—2x—1.

O

Shembull 2. Njé prodhues vleréson se kur prodhohen dhe shiten x njési
té njé prodhimi té hyrat e nxjerra do té jené R(x) = 0.52% + 3z — 2 mijé euro.
Me cfaré shpejtésie ndryshojné té hyrat sipas nivelit té prodhimit x kur pro-
dhohen 3 njési? A jané rritése apo zvogéluese té hyrat né kété moment?

Zgjidhje. Sé pari, meqé x paraget numrin e njésive té prodhuara, duhet
té jeté x > 0. Koeficienti i diferencés sé R(z) éshté
R(x+h) — R(z) [0.5(x+ h)*+3(x+ h) — 2] — [0.52° + 3z — 2]
h B h
[0.5(x% + 2zh + h?) + 3z + 3h — 2] — 0.52% — 3z + 2
h

bt 0.5k + 3h
_ 7 +02 3 053,
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Figura 1.2. Tangjenta e lakores y = 22 né pikén (—1,1).

Prandaj, derivati i R(x) éshté

R(z+h) — R(x)

R'(x) = lim

= lim(z + 0.5h +3) =z + 3,
h—0 h=0

dhe meqeé
R'(3)=3+3=6,

rrjedh se té hyrat ndryshojné me shpejtési prej 6, 000 € pér njési sipas nivelit
té prodhimit kur prodhohen 3 njési.

Meqgé R'(3) = 6 > 0, pra meqé R'(3) éshté pozitiv, tangjenta né pikén
e grafikut té funksionit té té hyrave pér x = 3 duhet té jeté me pjerrtési
pérpjetéze. Véshtrimi i tillé na sygjeron se té hyrat jané rritése kur z = 3,
né cka edhe bindemi nga grafiku i R(x) i paragitur né fig 1.3. O

Derivati f'(x) i y = f(z) ndonjéheré shénohet me Z—Z (lexo:,,de y, de x“),
dhe sipas kétij shénimi vlera e derivatit né x = ¢ (d.m.th., f’(c)) shkruhet si

dy
dx|,_

C

Pér shembull, né qofté se y = a2, atéheré, sic u bindém né shembullin 1,

dy _

2
dx v
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R (mijé €)

xT

3 (njési
prodhimi)

Figura 1.3. Grafiku i lakores R(x) = 0.52% + 3x — 2, pér x > 0, me tangjentén
né pikén x = 3.

dhe vlera e derivatit né pikén x = —1 éshté
d
Y Zo| =2(-1) = 2.
dx r=—1 r=—1

Shénimi % sygjeron pjerrtésiné

ndryshimiiy Ay
ndryshimi i z Az’

dhe mund poashtu té mendohet si ,,shpejtésia e ndryshimit té y sipas x.“
Ndonjéheré éshté e levérdishme qé fjalia e formés

d
,né qofté se y = 22, atéheré d_y = 2z"
x

té shkurtohet duke shénuar, thjesht,

d

%(902) = 2z,

qé lexohet: ,derivati i 22 sipas = éshté 2x.“
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Né qofté se njé funksion éshté i derivueshém né njé piké P(xzo, f(z0)),
atéheré grafiku iy = f(z) ka tangjenté jovertikale né pikén P dhe né té gjitha
pikat né ,aférsi“ té P. Intuitivisht, njé gjé e tillé sygjeron se njé funksion
duhet té jeté i vazhdueshém né ¢do piké ku éshté i derivueshém, meqé grafiku
nuk mund té keté ,vrimé® ose , képutje né ndonjé piké ku mund té térhiqet
tangjenta.

Mirépo, e anasjellta nuk éshté e veérteté; d.m.th., njé funksion i vazh-
dueshém nuk éshté e théné té jeté edhe i derivueshém.

Né pérgjithési, funksionet me té cilat do té ndeshemi gjaté kursit toné do
té jené té derivueshém né pothuajse té gjitha pikat. Né vecanti, polinomet
jané kudo té derivueshém dhe funksionet racionale jané té dervueshme né ¢do
piké ku jané té pérkufizuara.

Detyra pér ushtrime

1. Pér funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni pjerrtésiné e tan-
gjentés sé lakores pér vlerén e dhéné té ndryshores sé pavarur:

(a) f(z) =5z —3, z=2;

(b) f(x)=2*—-1,2=—1;

(c) f(x)=22?—3x —5, z = 0;
(d) flz)=2% z=-1

(e) fx)=a%—1,2=2;

() g(t) =%t =15

(&) f(z) = z=2;

() f(z) =z, z=4

(i) h(u) ﬁ,u:Q

2. Pér funksionet vijuese llogaritni derivatin dhe gjeni ekuacionin e tan-
gjentés sé lakores pér vlerén e dhéné té x:

3. Pér funksionet vijuese gjeni shpejtésiné e ndryshimit % kur x = xy:

(a) y:3,$0:2,
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(b) y=6—2z, o = 3;
(c) y=z(1—=x), zg = —1.

4. Pér funksionet vijuese vizatoni grafikun, pastaj caktoni vlerat e x pér
té cilat derivati éshté zero. Cfaré ndodh me grafikun né pikat pérkatése?

(a) f(z) =a* - 2x;
(b) f(z) =2’ + 3%
(c) flz)=2®— 2%

5. Njé prodhues mund té prodhojé mall me kosto 20 € pér copé. Vleréso-
het se né qofté se malli do té shitet pér p euro copa, konsumuesit do
té blejné 120—p sish ¢do muaj. Gjeni profitin mujor P(p) = R(p)—C(p)
té prodhuesit, ku R(p) jané té hyrat dhe C(p) kostoja. A éshté prof-
iti rrités apo zvogélues kur ¢mimi i mallit éshté 60 € copa? Po kur
¢mimi éshté 80 € copa? Cfaré ndodh me profitin kur malli shitet 70 €
né copé?
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1.2 Teknika derivimi

Né pikén paraprake, derivatet i llogaritém duke shfrytézuar pérkufizimin me
ané té limitit. Né qofté se njé gjé té tillé do té na duhej ta bénim sa heré gé na
nevojitet té llogarisim njé derivat, atéheré do té ishte edhe bezdisése edhe e
veéshtireé pér té zbatuar analizén matematike né aplikacione té ndryshme. Pér
fat té miré, kjo nuk éshté e domosdoshme, dhe né kété dhe pikén e ardhshme
do té zhvillojmé ca teknika té cilat né masé té madhe e thjeshtésojné procesin
e diferencimit.
Fillojmé me njé rregull pér derivimin e njé funksioni konstant.

Rregulla e konstantés. Pér ¢farédo konstante c,

d
%(c) = 0.

D.m.th., derivati i njé konstanteje éshté zero.

y=c
Pjerrtésia: 0

Figura 1.4. Grafikui f(z) = c.

Njé gjé e tillée mund té shihet nése merret parasysh grafiku i njé funksioni
konstant f(x) = ¢, i cili éshté njé drejtéz horizontale (fig. 1.4). Meqé pjerrtésia
e njé drejtéze té tille éshté 0 né secilén piké té saj, rrjedh se f'(z) = 0. Ja
né vazhdim vértetimi i cili shfrytézon pérkufizimin me ané té limitit:

o) = tim LEED @) e

h—0 h h—0 h =0

meqé pér ¢do x vlen f(z + h) = c.
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Shembull 1. Pér funksionin f(z) = —5 kemi

d
—(=5)=0.

Vetia vijuese éshté nga mé té zbatueshmet meqé na tregon si té derivo-
het funksioni fuqi f(x) = 2. Véreni se rregulla gjen zbatim jo vetém
te funksionet si f(z) = z*, por edhe tek ato si g(z) = Va* = %3 dhe
hz)=% =%

Rregulla e fuqisé. Pér ¢do numér real n,

d

%(a:”) =nz" L.

Me fjalé, pér té gjetur derivatin e x", zvogélo pér 1 eksponentin n té x
dhe shumézo me eksponentin fillestar.

Vértetimi i rregullés sé fuqisé béhet né disa hapa: kur n éshté numeér
natyror, pastaj, kur éshté numér i ploté dhe, né fund, numér racional; kétu
nuk do té merremi me té meqé tejkalon suazat e kursit toné.

Shembull 2.
di(:c‘r’) = 52°7 = 5a?,
x
d Cod oy L L gy
g V) = @) = e =g NG

d (1 d 2
(—) = d—(x_g) =207 = 273 = =,
x

dr \ x?

Rregulla e konstantés dhe ajo e fuqisé japin formula té thjeshta pér gjetjen
e derivateve té njé klase té réndésishme funksionesh, por, pér té gené né
gjendje té diferencojmé shprehje ca mé komplekse, duhet té dijmé rregullat
pér manipulim algjebrik me derivate. Dy rregullat vijuese na meésojné t’i
derivojmé prodhimin e njé funksioni me konstanté dhe shumeén e dy funksi-
oneve.
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Rregulla e faktorit konstant. Né qofté se ¢ éshté konstanté dhe f(x)
éshté funksion i derivueshém, atéheré i tille éshté edhe cf(z) dhe

d
= (ef () = e f (@)

D.m.th., derivati i njé prodhimi me konstanté éshté prodhimi i derivatit
me konstantén.

Shembull 3.
d d
d—(5x4) = %(ZLA) = 5(42%) = 2027,
x
d 3 . d —1/2\ _ 1 -3/2 3 -3/2
d:p(_ﬁ)_dw( 3z = 3( 2" — 2"

Rregulla e shumés. Né qofté se f(z) dhe g(z) jané funksione té de-
rivueshme, atéheré e tillé éshté edhe shume e tyre S(z) = f(z) + g(x)
dhe p p p

L)+ 9(0) = (@] +

d.m.th.,
(f+9)=f+4d.

Me fjalé, derivati i njé shume éshté shuma e derivateve.

Shembull 4.
d d -3 d —4 —4
< L(5) =307 +0=—3
21 45) = d( )+ L (5) = 32~ +0.= 32~
d 7 -5 d d -5 6 —6 6 —6

Duke kombinuar rregullat e fuqisé, té faktorit konstant dhe té shumés
mund té derivojmé ¢farédo polinimi.

Shembull 5. Gjeni derivatin e polinomit y = 423 — 522 + 8z — 7.
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Zgjidhge.
dy d
27— (443 — B? —
= dx< x° —b5x* 4+ 8x —7)
d d d d
=4—(2*) = 5—(2%) + 8— — (=7
oo (@) =5 (2%) + 8 () + ——(=T7)

= 1222 — 102 + 82 + 0 = 1222 — 10z + 8.
0

Né shumé zbatime praktike shpejtésia e qastit e ndryshimit té njé madhésie
nuk éshté aq e réndésishme sa éshté shpejtésia procentuale (né pérgindje) e
ndryshimit, e cila pérkufizohet me formulén

shpejtésia procentuale . shpejtésia e ndryshimit té Q

e ndryshimit té @) madhésia e Q)

Q'()
Q(z)
Pér shembull, shpejtésia e ndryshimit vjetor prej 200 € né pagé nuk do

té kishte domethénie té madhe pér njé person qé fiton 100,000 € né vit.
Né fakt, meqé

= 100

P
20,
100, 000

shpejtésia procentuale pérkatése e ndryshimit do té ishte vetém 0.2%. Mirépo,
pér njé person qé fiton vetém 1,000 € né vit do té kishim

200

100 -
00 1,000

— 20,

qé d.m.th. se pér té shpejtésia procentuale e ndryshimit do té ishte 20%.

Shembull 6. Bruto produkti vendor (GDP) i njé vendi ishte N (t) = ¢*4-2¢+50
qind milion euro ¢ vite pas 2000.

(a) Me c¢faré shpejtésie ndryshon sipas kohés GDP né vitin 20057

(b) Me cfaré shpejtésie procentuale ndryshon sipas kohés GDP né vitin
20057

Zgjidhje. (a) Shpejtésia e ndryshimit té GDP éshté derivati

N'(t) = 2t + 2.
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Shpejtésia e ndryshimit né vitin 2005 éshté
N'(5)=2-5+2=12

qind milion euro né vit.
(b) Shpejtésia procentuale e ndryshimit t&¢ GDP né vitin 2005 éshté

100N,<5) = 100 12 =100 2 14.1;
N(5) 52425450 85
pra, péraférsisht 14.1% né vit. O

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) y=a~"

) y=a7h

(c) y= 7

(d) y = 5

(e) y = 2%+ 2z + 3;

(f) y = 32° — 423 + 9z — 6;
(g) f(z) =2 —5a® +x+12;
() F(2) = 2a¥ = e — a2,
) y=1+g— 7

) y=12-5+ 353

09 () =V + A

0) 1) =2/ + &~ V3
(m) y=—S%+2 -+ L+ 4
(n) y= 23— 6x+7);

(0) y = =5

2. Kérkesa e konsumuesve pér njé mall éshté D(p) = —200p+ 12, 000 njési
né muaj kur ¢mimi i tregut éshté p euro pér njési.

(a) Shprehni shpenzimet totale mujore F(p) té konsumuesve pér mallin
si funksion té p dhe vizatoni grafikun. (Shpenzimet totale mujore
té konsumuesve jané sasia totale e té hollave té cilén konsumuesit
e shpenzojné ¢do muaj pér mallin.)
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(b) Gjeni shpejtésiné e ndryshimit té shpenzimeve totale mujore té kon-
sumuesve sipas ¢cmimit p.

(c) Cfaré ndodh me shpenzimet totale mujore té konsumuesve kur

¢mimi i tregut éshté 30 € pér njési?

3. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punéetor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar

f(t) = —t° +6t> + 15t

radio-tranzistoré ¢t oré mé pas.
(a) Nxjerrni formulén pér shpejtésiné me té cilén punétori do té mon-
tojé radio pas t orésh.
(b) Me cfaré shpejtésie do té montojé radio punétori né orén 9:007
(c¢) Sa radio do té montojé punétori ndérmjet orés 9:00 dhe 10:007?

4. Bruto té hyrat e njé kompanie ishin A(¢) = 0.1¢% + 10t + 20 mijé euro
t vite pas themelimit né vitin 2000.

(a) Me ¢faré shpejtésie rriteshin sipas kohés bruto té hyrat e kompa-
nisé né vitin 20047
(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale rriteshin sipas kohés bruto té hyrat

e kompanisé né vitin 20047

5. Paga juaj fillestare do té jeté 6,000 € né vit dhe do té keni rritje prej
500 € ¢do vit pas vitit té paré.

(a) Shprehni shpejtésiné procentuale té rritjes sé pagés suaj si funk-
sion kohe dhe vizatoni grafikun.
(b) Me cfaré shpejtésie procentuale do té rritet paga juaj pas 1 viti?

(c) Cfaré do té ndodhé me shpejtésiné procentuale té rritjes sé pagés
suaj né afat té gjaté (d.m.th., kur ¢ rritet shumé)?
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1.3 Rregulla e prodhimit dhe ajo e heresit

Mbéshtetur né pérvojat me rregullén e faktorit konstant dhe até té shumés
nga pika paraprake, mund té shtrojmé pyetjen se mos vallé edhe derivati i
prodhimit té dy funksioneve éshté i barabarté me prodhimin e derivateve
té tyre, mirépo lehté bindemi se konjektura e tillé nuk éshté e sakte. Pér
shembull, né qofté se f(x) = x dhe g(x) = z?, atéheré f'(x) = 1 dhe ¢'(x) =
2z, prandaj

f(z)d (x) = 1(2x) = 2z,

kurse f(z)g(z) = xa? = 2* dhe
[f(z)g(2)] = (%) = 32>

Formula korrekte pér derivimin e njé prodhimi mund té formulohet si
vijon.

Rregulla e prodhimit. N& qofté se f(z) dhe g(x) jané funksione
té derivueshme, atéheré i tillé éshté edhe prodhimi i tyre P(x) = f(x)g(x)

dhe
d d d

ST @)ge)) = o) (F@)] + ()7 [g()
ose né trajté ekuivalente,
(f9)'=fg+1fd.

Me fjalé, derivati i njé prodhimi té dy funksioneve éshté derivati i t€ parit
heré i dyti plus i pari heré derivati i té dytit.

Duke zbatuar rregullén e prodhimit né shembullin toné hyrés, gjejmeé se
(z2?) = 2/ (2%) + z(2®) =1 2% + 2(22) = 2% + 22* = 32°.

Japim edhe njé shembull tjeter.
Shembull 1. Derivoni funksionin P(z) = (2% +1)(3z — 1)

(a) zhvilluar P(x) dhe duke e derivuar si polinom;

(b) zbatuar rregullén e prodhimit.
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Zgjidhje. (a) Kemi
P(x) =32° —2® + 30 — 1,

prandaj
P'(z) = 92 — 22 + 3.

(b) Sipas rregullés sé prodhimit,

P'(z) = %[(ﬁ +1)(3z — 1)]
= (32— 1) + 1))+ (2 + 1) [(32 1)
= 3z —1)(22) + (2* +1) -3 =92° — 2z + 3,

gé, natyrisht, pérputhet me rezultatin e fituar kur prodhimi zhvillohet dhe
pastaj derivohet si shume. O

Rregulla e herésit. Né qofté se f(z) dhe g(z) jané funksione té de-
rivueshme dhe g(z) # 0, atéheré i derivueshém éshté edhe herési i tyre

Q(x) = £ dhe

d [f(af)} _ 9@ f @) - f@) g (2)]
dz | g(x)

ose neé trajté ekuivalente,
([)' _f9-1d
g g9?

Me fjalé, derivati i njé herési té dy funksioneve éshté derivati i té parit
heré i dyti minus i pari heré derivati i té dytit, e téra mbi katrorin e
funksionit té dyte.

Vérejtje. Rregulla e herésit éshté njéra ndér formulat mé té ndérlikuara
gé keni mésuar né kurset e matematikés gjer mé tani. Mund té jeté ndihmesé
té véreni se rregulla e herésit i ngjan rregullés sé prodhimit pérveg se ka
shenjén minus, gjé e cila bén tepér té réndésishme renditjen e termave né
numéruesin. Mund té filloni ashtu qé té véni katrorin e g né eméruesin, dhe
pastaj té shkruani numéruesin duke filluar me derivatin e f dhe duke men-
duar mbi rregullén e prodhimit. Mos e harroni shenjén minus, pa té cilén
rregulla e herésit nuk do té ishte kaq e véshtiré pér ta mbajtur mend.
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z24+3z—13

Shembull 2. Derivoni funksionin racional y = *==%

Zgjidhje. Sipas rregullés sé herésit,
dy (2> +32—13)(z +5) — (2* + 3z - 13)(z + 5)'

dx (x + 5)?
(e +3)(x+5)—(2*+32—13)-1
B (x+5)?
_2x2+13x+15—x2—3x+13 2% + 102 + 28

(z+5) Tk
]

Rregulla e herésit éshté paksa e ngathét, prandaj mos e pérdorni pa
nevojé. Keni parasysh shembullin vijues.

Shembull 3. Derivoni funksionin y = % -5+ % + %1

Zgjidhje. Mos e pérdorni rregullén e herésit! Né vend té saj, rishkruani funk-
sionin né formén
3 )2 130 + > +1—at
= =X —_ = J— _
Y73 374

dhe pastaj zbatoni rregullén e fuqisé term pér term pér té fituar

dy 3 gy 1 5
) P —(—1
= 2( x77) 3+0+0 (—1)z

Shembull 4. Profiti nga shitja e ¢ njésish té njé malli éshté

~ —¢* +27¢* + 160 + 5

B qg+4

mijé euro. Me c¢faré shpejtésie ndryshon sipas shitjes profiti kur g = 27

P(q)

Zgjidhje. Na nevojitet ta llogarisim P’(2). Duke zbatuar rregullén e herésit
marrim

P'(q)
_ (—¢®+27¢% +160q + 5) (g + 4) — (—¢* + 27¢* + 160q + 5)(q + 4)’
B (¢ +4)?
~ (—3¢*+54¢ + 160)(q¢ + 4) — (—¢* + 27¢* + 160g + 5) - 1
B (q+4)?

_ —2¢° +15¢ + 2164 + 635
B (g +4)2
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Pér nivelin e shitjes ¢ = 2 gjejmé

—2.23415-224216-24+635 1111
P'(2) = R T ~ 30.861

pra, profiti ndryshon (rritet) me shpejtési aférsisht 30,861 € pér njési. O

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(z) = (x = 5)(Tx —2);
(b) f(x) = 2z —1)(3z + 2);
(c) y=10(3u+ 1)(1 — bu);
(d) y = 400(15 — 2°)(3z — 2);
(©) F(w) = a7 209 + 1
() y =255

(g) y =323

(h) y =5

() y = #5

() fla) = 528

(k) flz) = ==5=2

() fla) = E2EH

2. Gjeni shpejtésiné e ndryshimit té funksioneve vijuese pér vlerén e dhéné té x:

(a) y = (2° +2)(x + V), 10 = 4;
(b) y = (2% = 3)(1 = 22%), wp = 1;
(¢) y= 3z —1)(2z+5), xo = 1.

3. Njé konteiner rrjedh réré ashtu qé pas t javésh né konteiner mbesin
2\°
St)y=1011—-—=
0=10(1-3)

(a) Sa réré kishte fillimisht né konteiner?

ton rere.
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(b) Me cfaré shpejtésie rrjedh nga konteineri réra pas 1 jave?

(c) Sa kohé nevojitet pér té rrejdhur e téré réra nga konteineri? Me
¢faré shpejtésie rrjedh réra nga konteineri né momentin e zbrazjes?

4. Rregulla e prodhimit tregon si derivohet prodhimi i ¢farédo dy funk-
sioneve kurse rregulla e faktorit konstant tregon si derivohen prodhimet
né té cilat njéri nga faktorét éshté konstant. Tregoni se dy rregullat
jané konsistente; d.m.th., zbatoni rregullén e prodhimit pér té treguar

se Llcf(z)] = ciL[f(x)] kur ¢ éshté konstanté.
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1.4 Derivimi i funksioneve eksponenciale, log-
aritmike dhe trigonometrike

Derivimi i funksioneve eksponenciale dhe funksioneve logaritmike éshté i

thjeshté. Neé kété piké do té japim formulat pér derivatet e kétyre funk-

sioneve dhe do té pérmendim derivatet e funksioneve trigonometrike.
Fillojmé me formulén pér derivimin e funksionit In x.

Derivati i Inz. Pér z > 0 vlen

d 1
—(1 = —.
dx<nx) T

Vértetimi i formulés rrjedh nga vetité e njohura pér logaritmet dhe fakti
i njohur mé paré se (1+ %)t tenton né e kur t rritet (ose zvogélohet) pa-
fundésisht. Gjejmé koeficientin e diferencés sé funksionit f(z) = Inx:

flx+h)— f(r) In(z+h)—Inzx

h B h

1. [(z+h z+h\ " h\ VR
=—In =1In =In{1+ - :
h T T T

Pér té gjetur derivatin, léshojmé h — 0 né koeficientin e gjetur té difer-
encés. Pér kété gjé, véjmeé 2 = 1. Atéheré + = L, késhtu qé

f<‘”+h})l_f<x) :ln(lJr%)t/m:ln (1+%)t

1/z

Meqé nga h — 0 rrjedh ¢ — oo, kemi

_ i @ h) = f(x)
d—(lnx) = lim

T h—0 h

(1)

Shembull 1. Derivoni f(z) = n¥e?

1/x

= lim In

t—o0

1/x 1 ¢
= ln[lim (1 + —)
t—o00 t

—lnel/* = l
T
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Zgjidhje. Sé pari, meqé va? = x?/3, kemi

Invz2 Inz?3  Zlnzx
f(l‘): 1 1 : VI

X X X

Tani, sipas rregullés sé herésit,

(Inz)'z* — (21) Inx

2
/ = — .
%x4—4x3lnx_2 x3—4x3lnx_2 1—4lnzx

8 3 8 3 0

0

Shembull 2. Njé prodhues vleréson se ¢ njési té njé malli do té shiten kur
¢mimi éshté p(q) = 112 — glng¢® qind euro pér njési. Me cfaré shpejtésie
ndryshojné té hyrat e pérgjithshme nga ky mall kur shiten 4 njési?

Zgjidhje. Funksioni i té hyrave té pérgjithshme éshté
R(q) = p(a)g = (112 = qIng’)q = 112¢ — ¢*(31nq) = 112 — 3¢*Ing
qind euro, prandaj shpejtésia e ndryshimit té té hyrave éshte
R'(q) =112 = 3[(¢*)' Ing + ¢*(lnq)]
=112-3 <2qlnq+q23) =112 — 6¢Ing — 3q.
Kur ¢ = 4 shpejtésia e ndryshimit éshte
R'(4)=112—6-4-In4 — 3 -4~ 66.73
qind euro pér njési; d.m.th., 6,673 € pér njési. O

Kalojmé tani te formula pér derivatin e e”.

Derivati i e®.
d (e”)
— (") =€
dx

T

Me fjalé, e® éshté derivat i vetvetes.

Gjeometrikisht, fakti i mésipérm ka domethénien se né ¢do piké P(zg, €™)
té lakores y = e” pjerrtésia éshté e barabarté me €, ordinatén e pikés P (shih
fig. 1.5). Kjo dhe éshté arsyeja kryesore pse numri e quhet bazé eksponenciale
,hatyrore.*
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Yy y = f(z)

P(zo,e*0)
Pjerrtésia: e®0

S

Figura 1.5. Né ¢do piké P(zg, e™) té lakores y = e” pjerrtésia éshté e barabarté me
e*o.

Shembull 3. Njé prodhues vleréson se kérkesa pér njé mall té caktuar éshté
D(p) = 5,000e~? njési kur ¢mimi éshté p qind euro pér njési. Cfaré ndodh
me té hyrat e pérgjithshme R(p) = pD(p) kur ¢mimi i tregut éshté 90 €7 Po
kur ky ¢mim éshté 110 €7 C’mund té pérfundoni pér té hyrat e pérgjithshme
kur ¢cmimi éshté 100 €7

Zgjidhje. Funksioni i té hyrave té pérgjithshme éshte
R(p) = pD(p) = 5,000pe™"

gind euro, prandaj shpejtésia e ndryshimit té té hyrave sipas ¢mimit éshté

d d
R'(p) = —(5,000pe") = 5,000 (ﬁ)

dp dp \ev
TP _ D)/ 1-eP — peP 1 —
50002 =P g ool =P g ggol =P
(er)? (er)? er

gind euro né 100 €.
Kur ¢mimi i tregut éshté 90 € kemi p = 0.9, prandaj

1-0.9

pra pjerrtésia éshté pozitive, qé¢ d.m.th. se té hyrat e pérgjithshme rriten
né qofté se rritet ¢mimi nga ky nivel.
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Kur ¢mimi éshté 110 € kemi p = 1.1, késhtu qé

1 1
R(L1) = 5,000 ~ _166.44,

pra pjerrtésia éshté negative, qé d.m.th. se té hyrat e pérgjithshme zvogélohen
né qofté se rritet ¢mimi nga ky nivel.
Meé né fund, pér ¢gmimin 100 € kemi

R(1) = 1-1

=0,
gé na jep té drejté té mendojme se pér kété ¢cmim prodhuesi realizon té hyra
té pérgjithshme maksimale. O

Japim mé né fund, pér arsye kompletésie, edhe derivatet e funksioneve
trigonometrike, té cilat i keni hasur né kurset e gjertanishme té matematikeés:

(sin )

—(sinz) = cosx
dx ’
%(COS xr) = —sinx.

Me fjalé, derivati i sinusit éshté kosinusi, kurse derivati i kosinusit éshté minus
sinusi.

Detyra pér ushtrime

1. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(z)=

(b) f(z) =

(¢) f(x) =z —Inx;
(d) f(x) =Ina;

(e) f(z) =1In2x;
(f) f(x)=2*Inz;
(8) f(z) =2n/x;
(h) f(z)=2?In/a;
(i) flz) ="

2. Njé makine e caktuar industriale amortizohet ashtu qgé vlera e saj pas
t vitesh béhet V (t) = 20,000e™" euro.
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(a) Me cfaré shpejtésie ndryshon sipas kohés vlera e makinés pas
5 vjetésh?

(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale ndryshon sipas kohés vlera e makinés
pas t vjetésh? A varet kjo shpejtési nga t apo éshté konstante?

3. Kérkesa e konsumuesve pér njé mall éshté D(p) = 3,000e P njési
né muaj kur ¢mimi i tregut éshté p qind euro pér njési. Shprehni
shpenzimet totale mujore E(p) té konsumuesve pér mallin si funksion
té p. Cfaré ndodh me shpenzimet totale mujore kur ¢mimi i tregut
éshté 95 €7 Po kur ky ¢mim éshté 105 €7 (mund té pérfundoni pér
shpenzimet totale mujore kur ¢mimi éshté 100 €7
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1.5 Elemente te analizés margjinale: Péerafrimi
me shtesa

Analiza margjinale éshté njé fushé e ekonomiksit e cila ka té béjé me vlerésimin
e efektit né madheési té tilla si kostoja, té hyrat dhe profiti kur niveli i pro-
dhimit ndryshon pér njé njési. Pér shembull, né qofté se C'(z) éshté kostoja e
prodhimit té x njésish té njé malli, atéheré kostoja e prodhimit té njésisé sé
(xo + 1)-té éshté C(xg + 1) — C(xg). Mirépo, meqé derivati i funksionit
té kostos C'(x), i quajtur kosto margjinale, jepet me

MC(z) = C'(z) = lim Cla+ hf)L — C(x),

h—0

rrjedh se pér vlera ,,té vogla®“ té h
C(l‘o + h) — C(l‘o)
h Y

késhtu gé pér h = 1 mund té béhet pérafrimi
Me fjalé tjera, né nivelin e prodhimit x = xy, ¢mimi i prodhimit té njé njésie
shtesé éshté péraférsisht i barabarté me koston margjinale MC(x). Lidhméria
gjeometrike ndérmjet C'(zo+1)—C(xo) dhe MC(z) éshté paragitur né fig. 1.6.

Japim né vazhdim pérkufizimet e funksioneve té kostos margjinale, té
hyrave margjinale dhe profitit margjinal.

MC(I‘()) ~

Kostoja margjinale, té hyrat margjinale dhe profiti margjinal.
Né qofté se C'(x) éshté kostoja totale e prodhimit té x njésish té njé malli,
R(z) = px funksioni i té hyrave té pérgjithshme té shitjes sé késaj sasie
me ¢mim p pér njési dhe P(z) = R(z) —C(x) funksioni i profitit, atéheré
MC(z) = C'(x)
quhet funksion i kostos margjinale,
MR(z) = R'(z)
quhet funksion i té€ hyrave margjinale dhe

MP(z) = P'(z)

quhet funksion i profitit margjinal.
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xo o+ 1

(a) Kostoja margjinale MC(xq) pér = = ¢ éshté C’(zg).

—_ ) Cl@o+1) = C(zo)

t t
o o+ 1

(b) Kostoja e prodhimit té njésisé sé (zg + 1)-té éshté C(xg +
1) — C(xo).

Figura 1.6. Pérafrimi i C(zp + 1) — C(x¢) me ané té kostos margjinale MC(z).
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Shembull 1. Njé prodhues vleréson se kur prodhohen x njési té njé malli
kostoja totale do té jeté C(x) = %xQ + 4x + 27 euro dhe se qé té gjitha
z njésité do té shiten kur ¢mimi éshté p(z) = 22 — 1z euro pér njési.

(a) Shfrytézoni funksionin e kostos margjinale pér té vlerésuar koston e
prodhimit té njésisé sé katérté. Sa éshté kostoja e sakté e prodhimit
té njésisé sé katérte?

(b) Gjeni funksionin e té hyrave pér mallin. Shfrytézoni pastaj funksionin
margjinal té té hyrave pér té vlerésuar té hyrat té nxjerrura nga shitja
e njésisé sé katérte.

(c) Gjeni profitin e gjeneruar me shitjen e x njésish. Paraqitni grafikisht
funksionin e profitit dhe pércaktoni nivelin e prodhimit pér té cilin
profiti éshté maksimal. Sa éshté profiti margjinal né kété nivel optimal
prodhimi?

Zgjidhje. (a) Funksioni i kostos margjinale éshté

MC(z) = C'(z) = g:v 4

dhe ndryshimi né kosto pérderisa x rritet nga 3 né 4 (njésia e katérté)
éshté péraférsisht

euro.
Kostoja e sakté e njésisé sé katérté éshtée

1 1 27
C4)—-C(3) = (5 -42+4-4+27) — <5-32+4-3+27> == =54
(b) Funksioni i té hyrave totale éshté
1 1,
R(z) =p(x)r = (22 — Z)E= + 22z
dhe funksioni i té hyrave margjinale éshté
1
MR(z) = R'(z) = 5%+ 22.

Té hyrat e nxjerrura nga shitja e njésisé sé katérté jané péraférsisht

1 41
MR(3) = —3 -3 +22= o =205,
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kurse té hyrat e sakta
1 1 81
R(4) — R(3) = <_Z -42+22-4) — <—Z-32+22-3) =7 = 20.25.

(c) Profiti éshté

P() = R(z) - C(x) (—i:ﬁ + 223;) - (éxQ +dz+ 27)

= —%xQ + 18z — 27.

Grafiku i funksionit té profitit éshté parabolé me hapje nga poshté dhe
pikén mé té larté (kulmim) nga sipér:

L_—b_ 18
20 2(—2)

(shihni fig. 1.7). Prandaj, profiti éshté maksimal kur prodhohen dhe shiten
20 njési me ¢mim

1
p(20) =22~ 20 =17

euro njesia.
Funksioni i profitit margjinal éshté

MP(z) = P'(z) = —%x + 18,

dhe né nivelin optimal té prodhimit x = 20 profiti margjinal éshté
9
MP(20) = 10 204+ 18 = 0.

O

Kostoja pér njési prodhimi éshté poashtu me réndési né ekonomiks. Funk-
sioni i tille quhet kosto mesatare dhe derivati i tij quhet kosto mesatare
margjinale.
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1.56 20 38.44

Figura 1.7. Grafiku i funksionit té profitit P(z) = —2%362 + 18z — 27.

Kostoja mesatare dhe kostoja mesatare margjinale. Né qofté se
C'(x) éshté kostoja totale e prodhimit té x njésish té njé malli té caktuar,
atéhere

C(x)

T

AC(z) =

quhet funksion i kostos mesatare dhe

MAC(z) = (AC)(z) = % {C(aj)}

quhet funksion i kostos mesatare margjinale.

Té hyrat mesatare dhe profiti mesatar pérkufizohen né ményré analoge.
Japim né vazhdim njé shembull i cili ka té béjé me koston mesatare.

Shembull 2. Le té jeté C(x) = 12 + 4z + 27 funksioni i kostos totale pér
mallin né shembullin 1.

(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale pér mallin.

(b) Pér ¢faré niveli té prodhimit kostoja mesatare margjinale éshté e bara-
barté me 07

(c) Pér cfaré niveli té prodhimit kostoja margjinale éshté e barabarté me
koston mesatare?

Zgjidhje. (a) Kostoja mesatare éshté

tx? 4 4w+ 27
AC(x):C;x):5x +xx+ :%x+4+2;7
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dhe kostoja mesatare margjinale éshté

MAC(z) = (MO) (x) = = (% fas 2_7) _

(b) Kostoja mesatare margjinale éshté 0 kur

MAC(z) =0

1 27

5 a2
2 =27-5
x? = 135.

Meqé sasia e prodhimit x nuk mund té jeté negative, marrim parasysh vetém
rrénjéen pozitive

r=Vv135 =~ 11.62.

(c) Si¢ pamé né shembullin 1, kostoja margjinale éshté MC(x) = %x + 4,
prandaj kostoja margjinale éshté e barabarté me koston mesatare kur

MC(z) = AC(x)

2 1 27
z 4 — = 44+ 2
5x+ 5:1:—|— +x
1 27
- = —
5 T
2 =27-5
=135
r~ 11.62.

O

Vérejtje. Né shembullin 1 profiti éshté maksimal pér nivelin e prodhimit ku
profiti margjinal éshté 0, ndérsa né shembullin 2, duke analizuar vlerat e kos-
tos mesatare margjinale MAC(x) né aférsi té nivelit té prodhimit = ~ 11.62,
mund té pérfundojmé se kostoja mesatare éshté minimale kur kostoja mesa-
tare éshté e barabarté me koston margjinale. Né pikat vijuese do té zba-
tojmé metoda té analizés matematike pér té treguar se qgé té dyja kéto rezul-
tate jané pasoja té rregullave té pérgjithshme té ekonomiksit.

Analiza margjinale éshté njé shembull i réndésishém i njé procedure mé té
pérgjithshme pérafrimi té mbéshtetur né faktin se meqé

() = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h ’
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atéheré pér vlera té vogla té h derivati f’(x() éshté péraférsisht i barabarté me
koeficientin e diferencés; d.m.th.,

f(xo+h) = f(x0)

f(xo) = h )

prandaj
fzo+h) = f(zo) + f'(z0)h,
ose né trajté ekuivalente,

f(xo +h) — f(xo) = f'(20)h.

Pér té theksuar faktin se shtesa béhet sipas ndryshores x, véjmé h = Az dhe
pérmbledhim formulén pér pérafrim me ané shtesash si vijon.

Pérafrimi me shtesa. Né qofté se y = f(x) éshté i derivueshém né
x = xg dhe Az éshté njé ndryshim i vogél né x, atéheré

flzo+ Az) & f(z0) + f'(w0) Az,
ose, né trajté ekuivalente, né qofté se Ay = f(zo+ Azx) — f(z0), atéheré

Ay =~ f'(zg)Az.

Japim njé shembull zbatimi té késaj formule pérafruese né ekonomiks.

Shembull 3. Supozojmé se kostoja totale né euro e prodhimit té ¢ njésish
té njé malli té caktuar éshté C(q) = %qQ + 16g + 37. Né qofté se niveli i
tanishém i prodhimit éshté 30 njési, vlerésoni se si do té ndryshojé kostoja
totale né qofté se prodhohen 30.5 njési.

Zgjidhje. Né kété problem, niveli i tanishém i prodhimit éshté ¢ = 30 dhe
ndryshimi né prodhim éshté Ag = 0.5. Sipas formulés pérafruese, ndryshimi
pérkatés né kosto éshté

AC = (C(30.5) — C(30) ~ C"(30)Aq = C"(30) - 0.5.
Meqé
C'(q) = Tq + 16,

kemi

AC ~ C'(30)-0.5 = (7-30 + 16) - 0.5 = 113.

Sa pér ushtrim, llogaritni vlerén e sakté té ndryshimit té kostos dhe kra-
hasoni pérgjegjjen tuaj me vlerén e pérafért. A éshté i miré pérafrimi? [
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Pér njé funksion y = f(z), ndonjéheré shtesa Az quhet diferencial i =
dhe shénohet me dx, e atéheré formula joné pérafruese mund té shkruhet
né formén Ay ~ f'(x)dz. Né kété rast, diferenciali i y pérkufizohet me
dy = f'(x) dx. Né vijim éshté dhéné né ményré té pérmbledhur ky nocion.

Diferencialet. Né qofté se y = f(z) éshté funksion i derivueshém
sipas z, atéheré dr = Ax éshté diferenciali i x dhe dy = f'(z) dx éshté
diferenciali i y.

Shembull 4. Gjeni diferencialin e y = 322 + 5z + 10.

Zgjidhge.
dy = f'(x)dx = (62 4 5) dz.

Detyra pér ushtrime

1. Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.1¢> — 0.5¢% + 500q + 200
euro, ku ¢ éshté numri i njésive té prodhuara.

(a) Zbatoni analizén margjinale pér té vlerésuar koston e prodhimit
t€ njésise sé nente.

(b) Llogaritni koston e sakté té prodhimit té njésisé sé nénté.

2. Té hyrat e pérgjithshme mujore té njé prodhuesi jané R(q) = 240q +
0.05¢* euro kur prodhohen dhe shiten ¢ njési gjaté muajit. Pér mo-
mentin prodhuesi prodhon 80 njési né muaj dhe planifikon té rrisé pro-
dhimin mujor pér 1 njési.

(a) Zbatoni analizén margjinale pér té vlerésuar té hyrat shtesé té cilat
do té gjenerohen me prodhimin dhe shitjen e njésisé sé 81-té.

(b) Zbatoni funksionin e té hyrave pér té llogaritur vlerén e sakté té té
hyrave shtesé té cilat do té gjenerohen me prodhimin dhe shitjen
e njesise se 81-te.
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Né detyrat 3-8, C'(x) éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit té x njésish
té njé malli té caktuar dhe p(x) ¢mimi me té cilin do té shiten é té gjitha
2 njeésite.

10.

11.

12.

. C(x) = 122 + 32 + 67, p(z) =

(a) Gjeni koston margjinale dhe té hyrat margjinale.

(b) Shfrytézoni koston margjinale pér té vlerésuar koston e prodhimit
té njésisé sé katerte.

(c¢) Gjeni koston e sakté e prodhimit té njésisé sé katérté.

(d) Shfrytézoni té hyrat margjinale pér té vlerésuar té hyrat té nxjerru-
ra nga shitja e njésisé sé¢ katerte.

(e) Gjeni vlerén e sakté té té hyrave té nxjerrura nga shitja e njésisé sé
katérte.

C(z) = 32 4 3z + 98, p(z) = 25 — 1.
£(45 — ).

C(z) = 322 4 22 + 39, p(z) = —2* + 4z + 10.
C(z) = 32?4+ bx + 73, p(x) = —2* + 22 + 13.

C(x) = ixQ +43, p(x) = ﬁ—Qf

C(x) = 22° 4 65, p(x) = 22,

. Vlerésoni se sa do té ndryshojé funksioni f(x) = 2? —3z+5 kur x rritet

nga H ne 5.3.
Vlerésoni se sa do té ndryshojé funksioni f(x) = —47 — 3 kur x zvogglo-
het nga 4 né 3.8.

Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.1¢> — 0.5¢* + 500q + 200
euro kur niveli i prodhimit éshté ¢ njési. Niveli i tanishém i prodhimit
éshté 4 njési, dhe prodhuesi planifikon té rrisé prodhimin né 4.1 njési.
Vlerésoni se si do té ndryshojé kostoja totale.

Té hyrat totale mujore té njé prodhuesi jané R(q) = 240q + 0.05¢>
euro kur shiten ¢ njési gjaté muajit. Pér momentin prodhuesi pro-
dhon 80 njési né muaj dhe planifikon té zvogélojé prodhimin mujor pér
0.65 njési. Vlerésoni se si do té ndryshojné té hyrat totale mujore.
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Prodhimi ditor i njé uzine éshté Q(L) = 300L?? njési, ku L éshté
madhésia e fuqisé punétore e matur me oré pune. Pér momentin
shfrytézohen 512 oré pune ¢do dité. Vlerésoni numrin e oré-punéve
shtesé té nevojshme pér té rritur prodhimin ditor pér 12.5 njési.

Kostoja totale mujore e njé prodhuesi éshté C'(q) = $¢*+642¢+400 euro
kur prodhohen ¢ njési. Pér momentin niveli i prodhimit éshté 4 njési.
Vlerésoni sasiné pér té cilin prodhuesi duhet té zvogélojé prodhimin
pér té reduktuar koston totale pér 130 €.

Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté montuar

f(t) = —t* 4+ 6t> + 15t

radio-tranzistoré ¢ oré mé pas. Sa radio péraférsisht do té montojé
punétori ndérmjet orés 9:00 dhe 9:157

Prodhimi ditor i njé uzine éshté Q(K) = 600vK njési, ku K éshté
investimi kapital i matur né njési 1,000 €. Pér momentin investimi
kapital éshté 900,000 €. Vlerésoni efektin té cilin do ta kishte né pro-
dhimin ditor njé investim shtesé kapitali prej 800 €.

Kostoja totale e njé prodhuesi éshté C(q) = 0.5¢*> + 500¢ + 200 euro
kur niveli i prodhimit éshté ¢ njési.
(a) Gjeni koston mesatare dhe koston mesatare margjinale pér mallin.

(b) Pér ¢faré niveli té prodhimit kostoja mesatare margjinale éshté e
barabarté me 07

(c) Pér ¢faré niveli té prodhimit kostoja margjinale éshté e barabarté
me koston mesatare?
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1.6 Rregulla zingjir

Né shume situata praktike do té gjejmeé se shpejtésia me té cilén ndryshon
njé madhési mund té shprehet si prodhim shpejtésish tjera. Pér shembull, le
té marrim se kostoja totale e prodhimit né njé uziné éshté funksion i numrit
té njésive té prodhuara, i cili éshté veté funksion i numrit té oréve qé operon
uzina. Né qofté se me C, g dhe t shénojmé koston né euro, numrin e njésive
té prodhuara, pérkatésisht kohén né oré, atéhere

dC

d_q_

shpejtésia e ndryshimit té
kostos sipas sasisé sé prodhuar

euro pér njesi, dhe

dq shpejtésia e ndryshimit té

dt | sasisé sé prodhuar sipas kohés

njési pér oré. Prodhimi i kétyre dy shpejtésive éshté shpejtésia e ndryshimit
té kostos sipas kohés; d.m.th.,

dC _ dCdg
dt  dq dt

euro pér oré. Kjo formulé éshté rast i posagém i njé rezultati me réndési
né analizén matematike, té quajtur rrequlla zingjir.

Rregulla zingjir. Le té jeté y funksion i derivueshém sipas u dhe u
funksion i derivueshém sipas x. Atéheré y éshté funksion i pérbéré sipas x

dhe
dy _ dydu

de  dudzs’

Vérejtje. Njé ményré pér té mbajtur né mend rregullén zingjir éshté té béjmé
sikur derivatet g—z dhe g—z jané thyesa dhe té thjeshtojmé du:

dy _ dy
de  dids’
Shembulli vijues ilustron pérdorimin e rregullés zingjir.

Shembull 1. Gjeni 2 né qofté se y = 2u® — 2u? + 5 dhe u = 2 — 1.
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Zgjidhje. Nga

d
£:2u2—4u
dhe 4
u
9
dx .
rrjedh se
dy  dydu :
—= =—=— = (2u* — 4u) - 2x.
dr  dudx (2u u)- 2

Vérejmé se derivati éshté shprehur sipas ndryshoreve x dhe u. Meqé y

konsiderojmeé té jeté funksion i z, do té mund té déshironim ta shprehnim %

dx
vetém sipas x. Pér kété, zévendésojmé u = 22 — 1 né shprehjem pér dy pér

dzx
té fituar

dy _ [2(2* — 1) —4(2® — 1)] - 22

dr
=dax(z® — 1)[(2* — 1) — 2] = 4x(2® — 1)(2* - 3).
Pér ushtrim, provoni zgjidhjen duke zévendésuar sé pari v = 22 — 1
né shprehjen fillestare pér y dhe duke derivuar pastaj sipas x. O

Né shumé probleme praktike njé madhési jepet si funksion i njé ndrysho-
reje, e cila pér vete éshté funksion i njé ndryshoreje té dyté, dhe qéllimi
éshté té gjendet shpejtésia e ndryshimit té madhésisé fillestare sipas ndrysho-
res sé€ dyté. Problemet e tilla mund té zgjidhen me ané té rregullés zingjir.
Ja njé shembull.

Shembull 2. Kostoja e prodhimit té x njésish té njé malli té caktuar éshté
C(z) = 0.22% 42 +900 euro dhe niveli i prodhimit pas ¢ orésh pune prodhuese
éshté x(t) = t2 4100t njési. Me ¢faré shpejtésie ndryshon kostoja sipas kohés
pas 1 ore pune?

Zgjidhje. Meqé

dc
— =04 1
I T+
dhe 4
x
— =2t + 100
a —
sipas rregullés zingjir kemi
dC  dCdx

— = — = —(0.4zx + 1)(2t + 100).
o i (0.4x + 1)(2t 4 100)
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Qéllimi éshté té evaluohet ky derivat kur ¢ = 1. Njé ményré pér ta
béré kété éshté té zévendésohet x me formulén e vet algjebrike, sikur né shem-
bullin 1, dhe pastaj té evaluojmé shprehjen e fituar kur ¢ = 1. Mirépo,
éshté mé lehtée té zévendésojmé numra sesa shprehje algjebrike, prandaj
éshté mé e preferueshme qé sé pari té llogaritet vlera numerike e z e pas-
taj té zévendésohet kjo.

Késhtu, kur ¢ = 1 niveli i prodhimit éshté

x(1) =12 4+100-1 = 101

njési, dhe
ac
— =(04-101+1)(2-1+100) = 4222.8.
dt |,_,
Pra, pas 1 ore kostoja rritet me shpejtési 4,222.80 € né oré. O

Té rikujtojmé nga kurset paraprake se funksioni i pérbéré g[h(x)] éshté
funksioni i formuar nga g(u) dhe h(x) duke zévendésuar h(x) pér u né for-
mulén pér g(u). Né té vérteté, rregulla zingjir éshté rregull pér derivim funk-
sionesh té pérbéra dhe mund té rishkruhet duke zbatuar shénim funksional
si vijon.

Derivimi i funksioneve té pérbéra. Né qofté se g(u) dhe h(z) jané
funksione té derivueshme, atéheré

d

glh(@)] = ¢/ () (2)

Pér t'u bindur se kjo nuk éshté tjetér vegse njé riformulim i versionit té
méparmé té rregullés zingjir, supozojmé se y = g[h(z)]. Atéheré

y=g(w), kuu=h)
dhe, sipas rregullés zingjir,

% B %% = g'(w)h'(x) = g'[h(x)](z).

Pérdorimi i késaj forme té rregullés zingjir éshté ilustruar né shembullin
vijues.

Shembull 3. Derivoni funksionin f(z) = va? —x + 3.
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Zgjidhje. Forma e funksionit éshté

o) = (F=zal) ™

(xQ—er?) ),:21‘—1

Atéheré

dhe mbéshtetur né rregullén pér derivimin e funksionit té pérbéré, derivati i
funksionit té pérbéré f(z) éshté

(o) = (=2 +3)) (P —ar3))

2
1 12 20 — 1
= (|22 —2+3 2 —1)=—
2( ) ) 2Vat —x+3

O

Shembulli i mésipérm éshté njé rast i vecanté i derivimit té funksioneve
té formés sé pérgjithshme [h(z)]™. Duke kombinuar rregullén pér derivimin
e funksioneve fuqi

d
%(a:”) = ng" !

me rregullén pér derivimin e funksioneve té pérbéra, fitojmeé rregullén vijuese.

Rregulla e pérgjithshme e fuqisé. Pér ¢cdo numér real n dhe funk-
sion té derivueshém h,

d n__ n—1 d
@I = nlh(@)]" ().

Pér ta nxjerrur rregullén e pérgjithshme té fuqisé, e mendojmé [h(x)]™ si
funksion té pérbérée

[(2)]" = glh(z)],  ku g(u) =u".
Atéheré ¢'(u) = nu™~! dhe, sipas rregullés pér derivimin e funksioneve té pérbéra,

L) = L glh(a)] = o)A (x) = nlh ()] h(a).

Zbatimi i rregullés sé pérgjithshme té fuqisé éshté ilustruar me shembullin
vijues



1.6. RREGULLA ZINGJIR 39

Shembull 4. Derivoni funksionin f(z) = (3x+2)4

Zgjidhje. Mos e pérdorni rregullén e herésit! Eshté shumé mé lehté té ri-
shkruhet funksioni né formén

fla) = (3z —2)™
dhe té pérdoret rregulla e pérgjithshme e fuqisé pér té fituar

12

! _ -5 d _ -5 _
]

Rregulla zingjir pérdoret shpesh né kombinim me rregullat tjera té mé-
suara né pikat paraprake. Shembulli vijues pérfshin rregullén e herésit.

Shembull 5. Derivoni funksionin f(t) = /.

Zgjidhje. Sé pari e rishkruajmé funksionin né formé té pérshtatshme:
Fo 1\ /2
t) = ——=
- (522
dhe pastaj zbatojmé rregullén e pérgjithshme té fuqisé pér té fituar
p = L (1] g (-1
2 \t+1 dt\t+1)"

Zbatojmé rregullén e herésit pér té gjetur

d(t—l) (t+1)—(t—1)-1 2

(t+1)2 (t+1)%

dat\t+1)

dhe rezultatin e zévendésojmé né barazimin pér f'(t):
po =L (=l 21 iy
2 \t+1 (t+1)2  (t+12Ve-1

Né qofté se f(x) = Inh(z), atéheré rregulla zingjir jep formulén vijuese

pér f'(x).

O
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Rregulla zingjir pér funksione logaritmike. N&é qofté se h(x)
éshté funksion i derivueshém, atéheré
d

1 d
o) = g lh(a)]

Shembull 6. Njé prodhues vleréson se x njési té njé malli do té shiten kur

¢mimi éshté p(x) = % qind euro pér njési. Gjeni té hyrat margjinale pér

kété mall kur shiten 4 njési.
Zgjidhje. Funksioni i té hyrave totale éshté

B ln(x+3)x_xln(x+3)
oz +3 7 x+3

R(x) = p(z)z
qind euro, prandaj té hyrat margjinale jané

[zIn(z + 3)]'(z + 3) — [z1In(x + 3)](x + 3)

MR(z) = R'(z) =

(x4 3)2
~ [1-In(z+3) + z(ln(z + 3))](z + 3) — [rIn(z + 3)] - 1
B (x + 3)2
[n(z+3)+a (x%rg(x +3))(z + 3) — zIn(z + 3)
(xz + 3)2
In(z+3)+z (53 - D)](z +3) — zIn(z + 3)
- (v 1 3)
In(z +3) + ;5l(z +3) —zn(z + 3)
(x4 3)2
B (x+3)In(x 4+ 3) + z — xIn(x + 3)
B (x + 3)2
_z+3In(zr +3)
(432

Kur = = 4 té hyrat margjinale jané

4+ 3In(4+3)

R (4) = ~ 0.20
(4) (4+3)?

qind euro pér njési; d.m.th. péraférsisht 20 € pér njési. O
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Duke zbatuar rregullén zingjir sé bashku me formulén pér derivimin e

funksionit eksponencial
Ly =er
—(e*)=e
dx ’

fitojmeé formulén vijuese pér derivimin e funksionit té pérbéré eksponencial.

Rregulla zingjir pér funksione eksponenciale. N qofté se h(x)
éshté funksion i derivueshém, atéheré

d

L] = L ()]

dx

Shembull 7. Njé prodhues vleréson se D(p) = 8,000~ %% njési té njé malli
do té shiten kur ¢mimi éshté p euro pér njési. Cfaré ndodh me té hyrat e
pérgjithshme kur ¢gmimi éshté 25 € njésia.

Zgjidhje. Funksioni i té hyrave totale éshte
R(p) = pD(p) = 8,000pe """,
me derivat
R'(p) = 8,000(e*% — 0.04pe ") = 8,000(1 — 0.04p)e 0%,
Kur p = 25 kemi
R'(25) = 8,000(1 — 0.04 - 25)e” "% = (.

Nuk éshté véshtiré té vérejmé poashtu se té hyrat totale kané shpejtési
pozitive té ndryshimit kur ¢mimi p éshté mé i vogél se 25 € dhe shpejtési
negative ndryshimi kur éshté mé i madh se 25 €. Prej kétej mund té pér-
fundojmé se prodhuesi arrin té hyra maksimale pikérisht kur ¢mimi i mallit
éshté 25 € njésia. O

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni derivatin Z—i’ né qofté se

(a) y=u?>+1, u=3x —2;
(b) y=2u*—u+5 u=1—a%
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= Vu, u=1z*+2x—3;
=u® +2u — 3, u = /x;

= Q,u—x + 1;

+u—2,u-;,

)
)
)
)
)
)y = u=a%
)

Y

Y

Y

y:f,u—:p —9;
y =u’ .
Y

Y

(i

2. Derivoni funksionet vijuese:

(a) f(z) = (20 +1)%

(b) f(z) = v/bxb — 12;

(c) flz) = (2" —42° = T)%
d) f(t) = (3t4 T2 + 9)5;
(e) f(t)= 5t2—61+2 6t+2’

(f) 9(2) = gar7i

(g) h(t) = (1+V/31)%

() f(x) = /252

. Bruto té hyrat vjetore té njé kompanie jané A(t) = /10t2 + ¢ + 236

mijé euro ¢ vite pas themelimit né vitin 2000.
(a) Me cfaré shpejtésie rriten sipas kohés bruto té hyrat e kompa-
nisé né vitin 20057

(b) Me ¢faré shpejtésie procentuale rriten sipas kohés bruto té hyrat
e kompanisé né vitin 20057

. Né njé uziné kostoja totale e prodhimit té g njésish gjaté prodhim-

tarisé ditore éshté C'(q) = %qQ +4q+53 euro. Nga pérvoja éshté pércak-
tuar se péraférsisht ¢(t) = 0.2¢2 + 0.03t njési prodhohen pas ¢ orésh
pune prodhuese. Me cfaré shpejtésie ndryshon kostoja sipas kohés pas
4 orésh pune?

. Njé importues kafeje braziliene vleréson se konsumatorét lokalé do

4,374
2

té blejné péraférsisht D(p) = kilogram kafe né javé kur ¢mimi
éshté p euro pér kilogram. Gjithashtu vlerésohet se t javé nga tani
¢mimi i kafesé braziliene do té jeté p(t) = 0.02t*> + 0.1¢ + 6 euro pér
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kilogram. Me cfaré shpejtésie do té ndryshojé sipas kohés kérkesa ja-
vore pér kafené 10 javé nga tani? A do té jeté rritése apo zvogéluese
kérkesa?

6. Kur njé mall i caktuar shitet p euro pér njési, konsumatorét blejné
D(p) = 2% pjési né muaj. Vlerésohet se t muaj nga tani ¢mimi i mallit

do té jeté p( ) = 0.04t3/2 4- 15 euro pér njési. Llogaritni shpejtésiné me
té cilén do té ndryshojé sipas kohés kérkesa mujore 25 muaj nga tani?
A do té jeté rritése apo zvogéluese kérkesa?

7. Kur njé mall i caktuar shitet p euro pér njési, konsumatorét blejné
D(p) = 40’1.& njési né muaj. Vlerésohet se ¢t muaj nga tani ¢mimi i
mallit do té jeté p(t) = 0.4t3/% + 6.8 euro pér njési. Me cfaré shpejté-
sie procentuale do té ndryshojé sipas kohés kérkesa mujore pér mallin
4 muaj nga tani?

Né detyrat 8-11, C(z) éshté kostoja e pérgjithshme e prodhimit té x njésish
té njé malli té caktuar dhe p(z) ¢mimi me té cilin do té shiten qé té gjitha
x njesité. Gjeni

a) koston margjinale;

)

b)

(c) té hyrat totale dhe té hyrat margjinale;
)

(
(

koston mesatare té njé njésie dhe koston mesatare margjinale;

(d) nivelin e prodhimit x ku té hyrat margjinale jané té barabarta me
koston margjinale;

(e) nivelin e prodhimit = ku kostoja margjinale éshté e barabarté me
koston mesatare.

8. C(z) = e p(z) = e 3.

9. C(x) = 23 + 20, p(x) = 2e~ 2.
10. C(x) =22 +2, p(z) = 222,
11. C(z) = 9z + bwe % p(x) = 7.
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1.7 Derivati i dyte

Né kéte piké do té shqyrtohet shpejtésia e ndryshimit e shpejtésisé sé ndry-
shimit té njé madhésie. Me shpejtési té tilla kemi té béjmé né situata té
ndryshme. Pér shembull, nxitimi (pérshpejtimi) i njé veture éshté shpejtésia
e ndryshimit sipas kohés té shpejtésisé sé saj, e cila veté éshté shpejtésia e
ndryshimit sipas kohés té pozités sé saj. Né qoté se pozita matet me kilometra
dhe koha me oré, atéheré shpejtésia (e ndryshimit té distancés) matet me
kilometra né oré, kurse nxitimi (shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé) matet
me kilometra né oré né oré.

Probleme té cilat kané té béjné me shpejtési ndryshimi shpejtésie hasen
shpesh né ekonomiks. Né kohéra inflacioni, pér shembull, mund té dégjohet
ekonomist qeveritar duke siguruar kombin qé edhepse shkalla e inflacionit
éshté duke u rritur, shpejtésia me té cilén ajo rritet éshté duke u zvogéluar.
D.m.th., ¢mimet jané akoma duke shkuar sipér, por jo aq shpejt sa ishin
me pare.

Shpejtésia e ndryshimit té funksionit f(z) sipas x éshté derivati f'(z),
dhe, né ményré analoge, shpejtésia e ndryshimit té funksionit f'(x) sipas x
éshté deirvati i veté (f’(z))’. Shénimi i tillé éshté i stérngarkuar, prandaj
derivatin e derivatit té funksionit f(x) e shénojmé me (f'(x))’ = f”(x) dhe
e quajmé derivati i dyté i f(x) (lexoni f”(x) si ,,f dopjo prim prej x* ose
,»f sekond prej z*).

Vérejtje. Derivati i zakonshém f’(x) ndonjéheré quhet derivati i paré pér ta
dalluar nga derivati i dyté f”(z).

Derivati i dyté. Derivatiidyté i njé funksioni éshté derivati i derivatit
té tij. Né qofté se y = f(x), derivati i dyté shénohet me

2
f"(x) ose 4y

dx?’

Derivati i dyté jep shpejtésiné e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit
té funksionit fillestar.

Pér ta gjetur derivatin e dyté té njé funksioni nuk kemi nevojé té pérdorim
rregulla té reja; vetém gjejmeé derivatin e paré dhe pastaj derivojmé sérish.
Shembull 1. Gjeni derivatin e dyté té funksionit f(z) = 2* — 52 + 72 — 3.
Zgpidhje. Gjejmé derivatin e paré

fl(x) =4a® — 1522 + 7
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dhe pastaj derivojmé sérish pér té fituar
f"(z) = 122* — 30z.
O

Njé késhillé: para se ta llogarsni derivatin e dyté té njé funksioni, gjith-
moné shpenzoni ca kohé pér té thjestésuar sa té jeté e mundur derivatin
e paré. Sa mé e ndérlikuar té jeté forma e derivatit té paré, aq mé e
mundimshme do té jeté llogaritja e derivatit té dyté.

Derivatin e dyté do ta shfrytézojmé gjaté pikave vijuese pér té fituar infor-
mata mbi format e grafikéve, si dhe pér zgjidhje problemesh té optimizimit.
Né vazhdim po japim njé zbatim ca mé elementar, i cili ilustron interpretimin
e derivatit té dyté si shpejtési e ndryshimit té shpejtésisé sé ndryshimit.

Shembull 2. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit
né njé uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00
do té keté montuar

Q(t) = —t* + 11¢* + 16t

radio-tranzistoré ¢ oré meé pas.
(a) Llogaritni shpejtésiné e prodhimit té punétorit né orén 12:007

(b) Me cfaré shpejtésie sipas kohés ndyrshon shpejtésia e prodhimit e pu-
nétorit né orén 12:007

(c) Zbatoni analizén matematike pér té vlerésuar ndryshimin né shpejtési-
né e prodhimit té punétorit ndérmjet 12:00 dhe 12:10.

(d) Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té punétorit
ndérmjet 12:00 dhe 12:10.

Zgjidhje. (a) Shpejtésia e prodhimit e punétorit éshté derivati i paré
Q' (t) = =3t + 22t + 16

i funksionit té prodhimit Q(¢). Né orén 12:00 éshté t = 4 dhe shpejtésia e
prodhimit éshté
Q(4)=-3-4>+22-4+16 =56
njési ne ore.
(b) Shpejtésia e ndryshimit té shpejtésisé sé prodhimit éshté derivati i
dyté
Q"(t) = —6t + 22
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i funksionit té prodhimit. Né orén 12:00 kjo shpejtési éshté
Q'(4)=—-6-4+22=-2

njési ne ore ne ore.

Parashenja negative tregon se shpejtésia e prodhimit e punétorit éshtée
duke u zvogéluar; d.m.th., punétori éshté duke ngadalsuar. Shpejtésia e kétij
ngadalsimi éshté 2 njési né oré né ore.

(c) Vérejmé se 10 minuta jané % oré. Pér té vlerésuar ndryshimin né
shpejtésiné e prodhimit @'(t) pér shkak té ndryshimit né ¢ prej At = % oreé,
zbatojmé né funksionin @'(¢) formulén pér pérafrim me shtesa

AQ = Q"(t)Aq,
1.

pér té fituar pas zévendésimit ¢t = 4 dhe At = ¢

AQ ~ Q"(4)Aqg=—2- é = —% ~ —0.33
njési né oré. D.m.th., shpejtésia e prodhimit e punétorit né orén 11:00 do
té zvogélohet pér péraférsisht 0.33 njési gjaté 10 minutave vijues.
(¢) Ndryshimi i sakté i shpejtésisé sé prodhimit té punétorit ndérmjet
11:00 dhe 11:10 éshté ndryshimi ndérmjet vlerave té shpejtésisé @'(t) kur
t=4++=2 dhe kur t = 4. D.m.th.,

o (%) -ew

25\ 25
=-3 (F) + 22 (E) +16 — (—3-4> +22 -4+ 16)

~ 50.58 — 56 = —0.42

njési né oré. Pra, deri né orén 11:10 shpejtésia e prodhimit e punétorit, e
cila ishte 56 njési né orén 11:00 do té zvogélohet saktésisht pér 0.42 njési
ne ore. O

Detyra pér ushtrime

1. Gjeni derivatin e dyté pér funksionin e dhéné:

8

() = 5210 — 62° — 27z + 4;
(z) = 22° — 4a® + 9% — 62 — 2;
=5Vr+ 5+ 5+ g
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(d) y= 55— V2w + 2z — 5
(e) f(z)=(B3z—1)%

(f) f(z) = (2*+1)%

(8) f(t) = 5

(h) f(z) =255

2. Njé studim efikasiteti té punétoréve té ndérrimit té méngjesit né njé
uziné tregon se njé punétor mesatar i cili arrin né puné né orén 8:00 do
té keté prodhuar Q(t) = —t3 + 8t + 15t njési pas t orésh.

(a) Llogaritni shpejtésiné e prodhimit té punétorit né orén 9:007

(b) Me ¢faré shpejtésie sipas kohés ndyrshon shpejtésia e prodhimit e
punétorit né orén 9:007

(c¢) Zbatoni analizén matematike pér té vlerésuar ndryshimin né shpe-
jtésiné e prodhimit té punétorit ndérmjet 9:00 dhe 9:15.

(d) Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té puné-
torit ndérmjet 9:00 dhe 9:15.

3. Eshté paraparé qé t vijet nga tani ¢mimi mesatar pér njési mallrash
né njé sektor té caktuar té ekonomisé do té jeté p(t) = —3 + Tt* +
200t + 300 euro.

(a) Me cfaré shpejtésie sipas kohés do té rritet ¢mimi pér njési pas
5 muajsh?

(b) Me ¢faré shpejtésie sipas kohés do té ndryshojé shpejtésia e rritjes
sé ¢mimit pas 5 muajsh?

(c) Zbatoni analizén matematike pér té vlerésuar ndryshimin né shpe-
jtésiné e rritjes sé ¢mimit nga muaji i pesté deri né muajin e tete.

(d) Llogaritni ndryshimin e sakté né shpejtésiné e prodhimit té puné-
torit nga muaji i pesté deri né muajin e teté.





